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AS EQUAÇÕES MULTIQUÁDRICAS NORMALIZADAS
PARA INTERPOLAÇÃO DE DADOS GEOLÓGICOS

~----
Departa men to de Geologia Econômica e GeoCísica Ap licada - Insti tuto de Oeocíónctas - USP - 05508-900 - São
Paulo - SP.

I,:

:;!~I~~
.'!. "i! '.

'~j(; ...
;"i! . ~ .

:~ ~; ' . ';-'

~r-~~p
"] t~<:.t.rr;; ;· : ·-
'i! j,":·:·,,/ :,'.Y" .. ... Jorge Kazuo YAMAMOTO'

lf:.f,)?'··'
'I" !' .:""i.':IffiSUMO:Este trabalhoapresenta odesenvolvimentodas equaçõesmultiquádricas normalizadas para
j'i ·..:·::'':;'ihteÍpolação de dados geológicos. A origem deste método de interpolação deve-sea transformações
;:Ii :~ .:.: :: ;(.'lritroduzidas no sistema deequações rnultíquádricas, queo tornou semelhanteaosistemada krigagem
j t :.<·:<8i~[lár ia . e que foi denominado novo métodode interpolação. Contudo, observou-se que as transfor­
.;;:t ..:; " : ~::; maçõ,es introduzidas procuraram corrigir a soma dos coeficientes das equações multiquádricaspara
' : ~ .;; .; .';·'lith, .ou seja. a normalização dos coeficientes. Esta simples correção dos coeficientes produziu uma
''j: I, ", ;: interpolação superior ao método original das equações multiquádricas, coma grande vantagem de
" :(i r : ": '; ~er definido como um método local, ao contrário do original que era essencialmenteglobal. Portanto.
;~ 1.' ·,, ·:·;··como o novo método utiliza os coeficientes normalizados das equações multiquádrlcas, propõe-se

: .,11, ~ . . mantera denominação originalde "equaçõesmultiquádricas" acrescida da expressão "normalizadas" .

.:~q r: ,: ::~: P~VRAS-CHAVE : Interpolação bidimensional; interpolação tridimensional; equaçõesmultiquádri­
J! li .:,:.',i(l):a.s;.!aigagem ordinária; equações multiquádricas normalizadas.

':·~ ;f ·";·,~·<;r: :: · : · '
":Uf · ..Int~odução
.,i tI, "
" l'
:}:\. ' : :.: " A interpolação é um procedimento matemático que permite determinar o valor
::F; " ' P~ interesse em um ponto não amostrado, a partir de informações de pontos de amos-
'&!i. tragem . Trata-se, portanto, de um procedimento comumente empregado em geologia
i/;~ 1'1a repre.sen tação gráfica quantitativa, bem como para o cálculo de perfis, áreas e vo-
\U,; lun:es. E pr eciso ressaltar que a informação geológica é essencialmente discreta, 10-
;!~: .' 9alizada em pontos de investigação em superfície ou subsuperfície.
;i;~~ .. ::''.' . Antes do advento dos computadores, a interpolação era baseada em princípios de
!.~ :..... mt~.rpr_e tação , como os princípios dos métodos convencionais para cálculo de reservas:
;~( ", YélTíaçao gradual, dos pontos mais próximos e da generalização, Entre esses princípios,

': :j~i ' ..... 0 da variação gradual fundamenta-se na interpolação linear.
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As eq u ações multiquádricas

ií. lI'rtl:l,rtr·
~J! 1( '<' '." .

Com o desenvolvimento dos computadores, foram surgindo os métodos de in- " !j~: ' em forma matricial, fazendo:
te rpolação matemática, dos quais os mais comuns para interpolação de dados geo_ ;:~:' ou
lógicos são o do inverso da potência da distância e a krigagem ordinária . ~;f-·· ' ·---" " ·- ·

Recentemen te , as equaçõe s multiquádricas passaram a ser aplicadas para in- .::~:
terpolação de superfícies topográficas e out ras superfícies irregulares , As equaçõ es :~ i:

;1·

multiquádricas foram estudadas pelo autor, revelando-s e potencia lmente aplicáveis ::; :'
para a int erpolação de dados geológicos . .:iH

,, {.

Entret an to , as equações multiquádricas foram propostas originalmente como ;\:ii .:
um inte rpolador global, ou seja, dependente de todos os pontos de dad os, de tal modo ·~tl l; : ", 'i,::
que a adição ou retirada de um único ponto de dado irá se propagar pelo domín io de :il;1,'/':,:;: :':
definição da função , ;'J,'!: " : <: :~" "

"'U' ,..,.."-,'..,
Estudos realizados para utilização das equações multiquádricas como ínterpo- 71;h~'j;~'~-" - '

lador local demonstraram a viabilidade desta adaptação, cuja eficiência dependia de AL : ':·/: ,:~.· : "

um número mínimo de pontos de dados para que a inte rpolação resultass e em valores '';!, ti.',: '::'/ :"" A hipótese básica da análise multiquádrica é que qualquer superfície matemática
aceit áveis . dentro do intervalo de variação esperado. } 1. . ",tsliavee, também, qualquer superfície arbitrária suave (indefinida matematicamente),

Este trabalho apresenta os resultados de pesquisa recente realizada pelo autor, /J ;;: ' ~' "pode ser aproximada , com o grau de precisão desejado, pela soma de uma grande
em que foi verificado que os coeficientes das equações multiquádricas, quando nor- ;~ ~i ,/ yarie dade ,de.sup;rfícies regulares matematicament e definidas, particularmente de
malizados, tornam a inte rpolação mais eficiente, mesmo para um número pequeno "!j :! ,', formas qu ádricas.
de amostras, o que era inviável pelas equações multiquádricas originais . A esse novo ,'jr, 1 ":"".':., .Observe-se que cada termo quádrico da equação (1) representa um hiperbolóide
procedim ento de interpolação com coeficientes normalizados denomina-se "eqoações]r .' ,Clfculpar. '

1
. _

', '1/' ara 1ustrar a mterpretaçao geome't . d - lt' ' dr' bídí .multiquádricas normalizadas" como se expõe a se guir li' ; nca as equaçoes mu iqua icas I mensio-, · ;"Fl .. n~is , foram amostrados 17 pontos sobre uma semi-esfera centrada no ponto (150,150) e
;!il 1.;' " .' r.alo. = 100 m, conforme a seguinte equação:
..)/ ' , ' ,.

:" I J' : ,
jJJ.( :.:.,
:lt1 ...·., .· ,.l , I'

Ha rdy' apr es ent ou uma proposta para o ajuste de equações multiquádricas para ~(~ J. ) ,
inte rpolação de s uperfícies topográficas , pois os mapas interpolados por polinômios I,~( !.' ,'.
não se pres tavam para fins de engenha ria, jus tamente pelo fato de o interpolador não ;1:: .;; ,' ,! ; , j Os pontos assim amostrados encontram-se listados na Tabela 1 e representados
se r exato . As equações multiquádricas proporcionavam uma interpolação exata, ou ' ~ ,~ , no mapa de localização da Figura 1.
seja. suas funções passavam exatamente sobre os pontos de dados. \~ í '

;:~ í;~' ,: Tabela 1 - Conjunto de pontos de dados sobre uma semi-esfera, conforme a
(1) '~& .i: " ', ', equação (4)

,;q ,:
:;i ';:'
'.' l ·' - •

onde : Ci é o coe ficiente da í- és írna amostra; C é uma constant e de suaVização; J~:: · "
(Xi,Yj) são as coordenadas do i-ésimo pon to; (X, Y) são as coordenadas do ponto a ser ;~,:,I~',;, '
interpolado . :d

Os coeficientes (c, i=l, n) são obtidos pela resolução de um sistema de equações fi;
lineares da forma : 'i;!';;

F= t .C,[(X,- X,)' + (Y, - '1; )' ;- cf para i = 1,n (2) X~ '"
,-) , .:~. ' .-
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Continuação

Ponto
13
14
15
16
17

x
220,711
79,289
96,967
203,033
220,711

y
220,711
220,711
203,033
96,967
79,289

300 , I

Tabela 2 - Coeficientes das equações multiquádricas para os pontos sobre
semi-esfera (Tabela 1)
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FIGURA 2 - Hiperbolóide circular associada ao ponto 3.

6.3

I
[i'IGURA 3 - Hiperbo lóide ci rcular assoc iada ao ponto 4.

.FIGURA 5 - Desenho esquemático most rando [l localização dos pontos amestrados sobre um cubo de lado igusl a
100 m.
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790

780
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40

20

x

40
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2
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Ponto

0,023178

0,013321

0,010215

0,017349

0.012059

-0.004730

0.009690

0,003106

-0,004527

0,017866

- 0,020422

0,018963

-0.027724
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12510 075
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5 0 I " ':(:- -' /' I
50 I i
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Pont o

Tabela 4 - Coeficientes das equações multiquádricas para os pontos de dados
amostrados sobre o cubo da Figura 6 (Constante C = O)

FIGURA G - Componente quádrica devida ao ponto 13 do conjunto de dados da Tabela 3.

, ·I:~:t:··i· .;,:;:
~':: : ; ~:': ' . . Cada um dos pontosde dados irá gerar uma esfera centradae o valor interpolado
,:<~ern qualquer ponto de dado, dentro do domínio da amostragem se dá pela soma da
.';.::;;.ú;ontríbuíçâo de todos os pontos, como se ilustra na Figura 7, a planta de isoteores

.::.:).Mpara a cota 100.
' ;':'\!!':f%~ A interpolação tridimensional, por meio das equações rnultíquádrícas, propor­
: ~;;!'Nkbiona o desenho de plantas e seções da jazida, como apresentado por Yarnarnoto?
": ')/;{fj}\parà o depósíto de fos~ato do Complexo Alcalino de Anítápolis (Se). bem como de

~ ;'Úin bloco-diagrama de'oart éou de toda a jazida.
11'~:iF. :',. A Fígura 8 apresenta um bloco-diagrama da jazidahipotética amostrada, con­

ôfine os dados da Tabela 3, em que se pode verificar o aumento geral de teores de
lste para oeste.
::c: : CÓm'o foi exposto, o método das equações multiquádricas é bastante versátil

.":'ITanto-ádimensionelídade do problema de interpolação, dependendo somente da
Xj~W~fi~íÇão d~ constante multiquádrica e no caso de sua utilização como interpolador
*:~'i!!qcal , do numero de pontos vizinhos para esse fim . O estudo da aproximação local
t~nqâs equações multiquádrícas foi realizado por Yamamoto." que concluiu ser viável

)t';; 'i;H~'ssa aproximação e que a utilização entre 12 e 24 pontos é um bom .compromísso
:.11f~X:rti;~;rt~e a pr~cisão e o temp~ de com'put~ç~o requerido. . .
';[pi' U'::iY'j'!.. 'i : O metodo das equaçoesmultíquádrícas, proposto ongmalmente por Hardy.' foi

Os sinais dos coeficiente~ indic~~am , ~ara os casos a uma e a duas di.me~sões , ~ ):.: g;i).!X ~#~)~,dO constantemente de~e_nvolvido e aperfeiçoadoporele próprio e pordiversospes­
a"concavldade d~~ co~es.ou hiperbolóídes circulares. Mas, para o caso a tres dímen- ::jfi ;t;. :.:::!n!/iq81s~dores, conforme revlsa~ apresentada por Hardy." referente aos 20 anos de sua
soes, o s inal pos itivo índica aumento de teores do centro (ponto de dado) para fora :1~ ' : : ~ ; ? ;-;\i~escoberta. . . .
da esfera e o negativo a diminuição de teores do centro para.fora: )~ ;\ i:\ ;j'}i' ., ~ estudo.cOl:np~ratlvo~ r e~ltzado por Landim. & Yarnarnoto' en~re kríçaqern e

A esfera gerada pelo ponto central do cubo pode ser vísualízada na planta in- ·.t') l ,·.:'.:/l',i:y,Quar;:,0es multíquádricas, da ongem ao desenvolvírnento do novo metodo de Inter-
te rp?l~da para a cota 100, como mostra,a Fiqura 6. Obse~ve -se nesta figu~a, que o ~~ 'fi'-:;!i:iiWhf.91açao, como se expõe a seguir.
coeíícíente do ponto central (ponto 13) e negativo e, por ISSO, as curvas dímínuem ,ii.( t,PKf.F:ik-.
para fora da esfera. ·.'I!,i :~ ::;J~'!'J" ]i:O <novo ' t d d . t 1 -

';(jt 'íX;~i!j%;J,f;i "' me o o e in erpo açao

1Üi/::TYtr:"A partir do estudo das equações multiquádricas e do sistema de krigagem ar­
' ~f: k·.,·; : ;~ ; ?mana , foram efetuadas transformações no sistema de equações mult íquádrícas, que
,::.:I; !í '.' ; ,9 tornou muito semelhante ao da krigagem ordinária. Segundo Yamarnoto.? a inter­
.;;;:t,".f·: ,p~lação ~sando o sistema modificado das equações multiquádricas foi denominada

:~ -l. . ': :},inovOmétodo".
)~ }J' , :::~ .' . É int~ressante reproduzir como foiodesenvolvimentodeste novo métodoa partir
'. ;)~ J ' . ,} as equaçoes multiquádricas.
',i q .." : . Seja o mapa de pontos apresentado na Figura 9, cujascoordenadas encontram-
':),,1·.:;.:, · .se listadas na Tabela 5.
j t . ,::;;i !, ,
;~ ir, .:">:'}abela 5 - Coordenadas dos pontos de dados da Figura 9
·'íJ. '! · '.
·,~ t·· , :;---~:-:----------.--------------------
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FIGURA 8 - Bloco-diagrama mostrando a variação espacial de teoresde uma jazida hipotética.
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Z
760

790

780

772

775

788

750

770

60

+14

y

30

40

20

50

50

50

20

-ío

+8

+.3 +1.3

+23

+ 12+ 2++22

36

+ 11

24

+1

X

20

40

10

20

30

10

20

20

12

+20 + 7

+2 1

+19 + 10

+9

o I I i , i I
o

12

l+

Z = 18,672 ' ((20 - 30)' + (30 - 30)' + 10r+ 15,227 ' ((40 - 30)'

+(40 -30)' +10r +15,812 '((40 -30)' + (20 -30)'+10(

Ponto

1

2

3

4

5

G

7

8

Para interpolação da cota no ponto(30,30), tem-se:

(6)

Z = 720 + 1,25X + 0,5Y

78 0
t V I COTA INTERPOLADA = 7 72 ,5m

760

'\

Z = 720 + 1,25X + 0,5Y

Z = 720 + 1,25 . 30 + 0,5 . 30 = 772,50

c, = 18,672

Cz = 15,227

c3 = 15,812

A equação do plano, ajustada pelo método dos mínimos quadrados, é:

Portanto, a cota interpolada no ponto (30,30) é:

Se fosse utilizado o método da triangulação, o ponto (30,30) poderia ser inter-
polado por meio de um plano que passa sobre os três pontos de dados, como está __!']n .__:. . _

ilustrado esquematicamente na Figura 1 0 . :~ í,
"f'i ';
',h».

7 90 ::i,. , : .
1,1 I

'{i;; .:
Vi '; . Z =645,63

)J~ L:, ,;J.I:~ : · . Pelo resultado obtido,. ~1Uito aqué m do mínimo esperado (7601, ~erifica~se q~e
;.:;!r l··( ('iiÇ·p o número de pontos (3) utílízado no ajuste das equaçoes rnultíquádricas fOI muito

.. nl ;i<:)Út~~; pequeno . Assim, para verificar o número mínimode pontos necessário para um bom
L~p~~j24ajüste , foram adicionados mais 24 pontos na vizinhança, totalizando 27 pontos de
\:~~ f;<~i~W' ~ados , conforme o mapa de pontos da Figura 11 e coordenadas listadas na Tabela 6.

lIYf:'1 se , ,

':.H:.:' ~ : j + 17 + 4 + 5 +6 + 27+ 26
'!ij~ L~:" ".:.:. 4-8 + 18 + 25

X;U>:. + 16 +8 +2 +1 5
.; ~~ ~L: "0, " . 36
,1' 1'".,,1 i .:rlu ' . '.;
~iN

::~~"
\Jj
:ti,/I'
ii :!

~~ I
,',il

::y:'
"(
~l
:1)
!!l;
. ~(I 11

'<lU' ." . FIGURA 11 - Mapa de localização de 27 pontos de dados.
:{~.i 'I, . " ':'
'~l :i· '.... .,Tabela 6 - Coordenadas dos pontos de dados da Figura 11
'if::n . '
:.;/ ,~
li,'1

" /1 1. '
:'j .!, .....~. :..,'-

(7) lU:
'·:"I'./'·t":.
'I~ li

FIGURA 10 - Desenho esquemático mostrando a interpolação do ponto (30,30) por meio de um plano passando
pelos pontos de dados.

o ajuste das equações multiquádricas, para esses pontos e usando C = 10, é
obtido pela resolução do seguinte sistema:

[

3,162 22,583 22.583] [Cl] [760]
22,583 3,162 20,248 * Cz = 790

22,583 20,248 3,1 62 c3 780

que dá:

l
I:



Erro re lativo (%)

16,42

9,63

5,51

2.97

1.74

1.43

1.15

0,99

0,82

604835

Cota(m)

645,63

698,13

729.96

749,59

759,07

761.43

763,59

764.87

766.18

2412
o I I I I I I

o

60 , , -t

12

24-

48

36

NQde pontos

3

6

9

12

15

18

21

24

27

:..-,.

.Tabela 8 - Erros relativos (%) para cotas interpoladas pelas equações multiquádricas

645.63

698,13

729.96

749,59

759,07

761,43

763.59

'/64.87

766,18

Co ta (m)

3

6

9

12

15

18

21

24

27

NQde po ntos

xn' , É preciso ressaltar que, mesmo para o conjunto final com 27 pontos ele dados.
------------------------------~-- - - - .. _4 L._~ a-interpolação por meio da triangulação continua fornecendo o mesmo valor de cota,

i)I,; - pois o triângulo ainda é o mesmo, como se pode verificar na Figura 12,
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:;~ iL , , : ( ' .
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,,:~ J,i,;\,: :;~( o':: Considerando a cota interpolada pela tri angulação (772,50)como referência, em­
',;!! '': .: ' '-j, _,bora as cotas fornecidas pelas equações multiquádricas possam ser válidas a partir
't i - de 18pontos de dados, pode-se calcular um erro relativo (%), como se apresenta na
:'i1:1 Tabela 8, A variação das cotas e a distribuição dos erros com o número de pontos
::iU podem ser observadas no gráfico da Figura 13,
'••• .1
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Tabela 7 - Resultados da cota interpolada com números variáveis de pontos de
dados de 3 até 27 pontos, em incrementos de 3

Para verifi car como o número de pontos influencia o ajuste das equações mul­
tiqu ádricas, foram acrescentados , ao conjunto inicial de pontos, subconjuntos de três
pontos cada, até completar 27 pontos, Em cada etapa foi interpolada a cota no ponto
(30,30), conforme os resultados apresentados na Tabela 7,

Como se pode observar nesta tabela, com o aumento do número de pontos, a
cota vai se aproximando elo valor esperado. Nesse caso, o valor mínimo possível foi
alca nçado com 18 pontos de dados. mas ainda aquém do valor interpolado pela tri ­
ang ulação.

1"

rr i '

i ' Co ntinuaçãor Ponto X y 7i
,Ii _. 9 10 JU 11U

'I 10 20 10 748
I 11 30 10 7&3I

12 40 10 773

13 50 20 795

14 50 30 800

15 50 40 799

16 10 IJO 750

17 lD 50 760

18 15 45 770

19 10 10 730

20 10 20 735

21 15 15 745

22 50 10 788

23 50 15 792

2IJ 45 10 780

25 50 45 795

26 50 50 790

27 45 50 789



A

FIGURA 13 - Variação das cotas em relaçáo à cota referência (A); distribuição dos erros relativos das cotas int er­

poladas pelas equações multi quádricas (B).

Nesta sim ulação, pôde- se verificar que de 8 a 12 pontos de dados ainda são
insuficientes para uma boa aproximação pe las equaç ões multiqu ádricas, es pecial­
mente quando se tratar de in formações de topografia . Para esse tipo de dado , reco­
m en da-se a utiliza ção de no mínimo 18 pontos de dados .

(8)

(9)

(10)

C, +C, + C, = 1

rir·· .· . Retornando ao desenvolvimento do novo método de interpolação , ad icionou-se
- ;: ~'--~~'''ãÔ' sistema de equações (7) a seguinte condição:

· .,ii i·

.iv. f
f:j !1
;ih)) .

.'n
::~L: ou seja ,exatamente a mesm a condi ção presente no sistema de equações de krigagem .

. ., O novo sistema de equações mult iquádricas torna -se:

[

3,162 22,583 22,583 1 ] [C1 [760]
22,583 3,162 20,248 1 * Cz = 790

22,583 20,248 3,162 1 c3 780

1 1 10M 1

A resolução desse novo.sistema deu :

"," . ' c1 = 1,184

".lIfi l!.:;'·:': .• ~ c = - 0 385
' {J ' . ", 2'
':iÍl}'1 ;'. '. :
;~/O 'I : ' .;. . .. C3 = 0,201

:;ij I" :. '" .' M = 760 414

::;~H ·: · ;·:: '
.· ;~ 'i ' ,':;',':
';;H. . .-,:..!,:, ., Observe-se que o 4º coeficiente resultou num valor muito próximo ao mínimo
):i! ',".. ~sperado pe las equações multiquádricas.
' f', '. ' .. . ..

' .~!. .i , . " ,. ' ,'Continuando o desenvolvimento, substituindo-se o veto r do lad o direito por um
·iH' .teripo quádrica, calculado entre o po nto de dado e o ponto a se r interpolad o, tem-se :

,..~ ; .

.!!it.·. . ( 2 2 ) 1/2..;;q ,: d i = (Xi- Xp ) +(Y,+ Yp ) + Cr
!Uj . : :: ~ : Com (X X )= (30 30)

tJi~Z<: " P' P "

24

24 27

21

18 21

cota referência (772,50m)

• •

15 18

B

n2 de pontos

12 159

6

6

3

3

n2 de pontos
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16
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9 12
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C'Cl 700-oo
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Do ponto de vis ta crítico, o grande número de pontos de dados a ser utilizado
no ajus te das equações multiqu ádncas é uma des vantag em do mé todo, em relação,
por exemplo, ao da triangulação, que faz a inte rpola ção sempre usando apenas os
três pontos de dados (vér tices dos triângulos).
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9 - Erros relativos (%) para cotas interpoladas pelo novo método

NQde pontos

14 - Variação das colas em relação à cot a referência (1\); d istribuição dos erros relativos das cotas íntor­
,:l',':':' Polad"~ pelo novo método (B).

(11)

[

10.488]
14,491

14,491

1H~]
1

1

1

°

22,583

20,248

3,162

1

22,583

3,162

20,248

1

0,49115

0,25443

0,25443

- 2,55659M

c1

Cz
c3

[

3,162

22,583

22,583

1

o sistema de equações do novo método fica:

z = 0,49115'760+0.25443'790 +0,25443 *780 ~.*nlj;:r,)l@t::i.. .
' g~i}16Í!' ; ;

Z = 772,72 m " ~fl':~:;~:Ú"' -
:\·Jh v.;;}~:%~~:t,\i<

O valor interpolado é muito próximo daquele obtido pela triangulação, com um ; ::nf;~Y' >:< i :
erro relativo de apenas 0,13% . Este métod o foi efetivamente apresentado em sessão ··t.~
técnica do XXXV Congresso Brasileiro de Geologia . ?:~

A grande vantagem deste novo método está justamente no número de pontoS Mui·...·.:. .·;·.
para se conseguir uma boa interpolação. A fim de verificar o comp ortamento desse '
novo int erpolador em relação ao número de pontos, os dados da Tabela 6 e o mesmo':
procedimento para aferir o número mínimo de pontos para as equações rnultíquádri"
cas foram utilizados . Os resultados des ta nova simulação, juntamente com o erro re­
lativo (%), encontram-se reproduzidos na Tabela 9.

A distribuição dos valores de cota, bem como o comportamento do erro, peque- o.
nos em geral, pode ser observada na Figura 14. .'

Os erros relativos des se novo método são muito pequenos (em torno de 0,12% ;
em média). quando comparados com os mesmos obtidos pa ra as equações multlqué
dricas, o que o torna viável para inte rpolação de dados com grand e precisão, para o'
contorno automático de dados geo lógicos .

i i

';+111:::,( ,
O valor do ponto a ser interpolado não pode ser calculado como nas equações :X~ ;\V;y-:.::.

multiquádricas originais, mas sim como a krigagem ordinária, ou seja, por meio da ,'~IJ/. ;,; · ': :) ·, ~ ". ' :'''':'1t' ,. ." .,' I "

média ponderada : ~q ).,:,<.,:>, .: ' :
'~l f:' .:'':i ';

cuja resolução dá :

I



(17)

(19)

(21)

(20),

Q:;tC

As equações multiq uádricas normalizadas
~~? ' ';': .: r, ~ • .

:tí l.:::,':;:: riham sido empíri.cas . Assi~n, a transfo;mação básica foi ~a!cular ~ produto do vetor
"""i1': "-""-" "unha com a matnz das quad ncas, porem com uma condição adicional: que a soma

O de senvolvimento deste novo método, como mostrado passo a passo nes te 1h:':';" dos coeficien tes assim obtidos fosse igual a um. Para ilustrar a interpretação, utili­
trabalho , foi resultado de uina série de adaptações e substituições feitas no sistema .MU.;:,i:i:/';:zou-se novame nte do conjunto de pontos de dados da Tabela 5. Portanto, a ínterpo­
de eq uações multiquádricas , a fim de torná-lo se melhante ao sistema de equações ';~J í. ':<'F::,)?çãOda cota Zp no ponto de coordenadas (30,30), de acordo com a equação (12). é

d~ kriqaqern ordinária. A in terpretação atual do sistema do no~o método pode ~er ii~ L \)i;\ feita com o:

feita a pa;:lr ~e um art íqo de Hardy, " onde .ele demons:ra,~ue os sis temas de_equaçoes , lJ. I (;;-+\~, . · [ 3,162 22,583 22583]_1 [760]
de covanancia (12), semelhante ao da kngagem ordmana, e o das equaçoes multi- :·!;P;;HY:Ci". _ * '
quádricas (13) , em notação matricial, são similares , como se reproduz a seguir: ?i~l í.I:'~:.:.'M!r:'. : :.;-- ' r Zp - [10,488 14,491 14,491] 22,583 3,162 20,248 * 790

"Ill ;1 ;;i~J/-'~ " 'I I;, " 22583 20248 3162 780

[

C C ... C - I [Z ] , :j~h jij.lif1!:;~;!L., " " ' , ,
11 12 I n 1 1i~~).{i.i~2.;:'.:.~;i:(j::'7"";" :Multiplica~do-se O veto r linha pe la matriz inversa das quá dricas , obtém-se o

[ ] C21 C., .. . C2 z, " '~ i,,"o" :'!!;:""'se@ inte vetor linha '

Z, = C" C" Q. ' ; C' C" ~ (1 2) ~~~*~t\ . .

n\ n2 nn n :;Vjh\; "::( " " [043202020 202J (18)

O O Q - 1 Z }i1. h·:L;:. ~ /' ; "~, · ' "

Z= [o O .. . O]*[o:: O:: o::] *[z:] (13) .! ::~ r. '~: .: ,\::h'~~.··'U~ ' multiplicado pelo vetor coluna das cotas , resulta na cota int erpolada no ponto
p pl p2 pn . . ., , ";/ I;!· ';· (30 30)·: : : : ;.)J r~<··:..'; '. .

o., 0n2 .. . o., z, ·if{.l> ,'. " , . [ 760 !
: ,11 1, , ".:.:.','-

onde ' O" = I{X -X)2+ (y ._y.)2+ Cll/? ':ili",: :: } :';'. z, =[0,432 0,202 0,202] * 790 =645,46
. 'i I ) ' J . " 1' .

. No caso da predição com funções de covariância , o valor a ser interpolado resulta ;\~ 1:!';/~,~m.F::. 780

de . n .;.~ t%~i;.~"i)I~'{ :'" A?o~a , como a formulação original de Har~y , 1 multiplicando -se a mat riz inversa
Z =L ex. Z (14) ::;;;j ,h::';?/.9~s quadncas pelo vetor coluna das cotas , obte m-se o vetor coluna :

p 1=1 1 l :t~ F:" ::''':>r:: . [ 18672]
e no caso das equações multiquádricas, de : · ~,? 1 '.': ", :" . " '.d1 ' :.. .. 15,227

n ·, ·J!I I ! .., : .

Z = L. c,O pl (1 5) :.:::!~ j::,:;'" . 15,227
p 1..1 ' .~~)~V ;:./ ' '>~ :~':: :: .

Os coeficien tes (C;, i = 1,n) são resultado do prod uto do vetor linha com a matriz ;. :~ l;:::::';que,multrpncaoo pelo vetor linha das quádricas no ponto (30,30) , resu lta também na
inversa das covariâncias da equação (12). enquanto os coeficientes (Cio i = I .n) resul- '~il ,L::.. cota mt erpolad a :

'-lIJ ..

tam do produto da matriz inversa das quádricas com o vetor coluna das variáveis :iIH::'....: [ 18,672]
dependentes . As ~imj]aridades entre os dois sistemas estão som ente nas formas des- >~! ~.' : : " : '.o:: .,;. ;. I. ' z, =[10,488 14,491 14,491] * 15,227 =645.63
sas equaçoes , POl S segundo Hardv:" 'iH:<)";::; :ijl ll , ·..;. ,.... • , 15,227

'- '~ ; i;';::1::-.:.1., ;.'~ .' ~" •

(16) )~ {;?l>;>'; As pequenas diferenças entre os resu ltados obtidos (19 e 21) devem -se a erros
·!',l ';:::kj:.!ii(ide arredondamento. A matriz linha (18) são os coeficientes equivalentes do sis tema

A equação (12) permite fazer um a interp retação adequada das transformações !ht\ ;;: i· :::~a kriga gem ordinária. Entretanto, a soma desses coeficientes não resulta em 1, por­
feitas no s istema de eq uações mult íquádr ícas,? as quais, hoje, consid eramos que te- .~~ :t::(;;:"f /.tamo, o resultado obtido em (19) deve ser dividido pela soma dos coeficientes, se-

"-':;í l~1~~J~.~~~.t· · ·

!Ir,i:1 , 1.
;; r

Illj' ;
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~ .
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1, '



2724211815

n2 de pontos

12963

0,9

0,8 I I I I I I I I I I I

0,95 ~.

0,85

(22)Z" =645,46/ 0,836 =772,08

gundo o cálculo da média ponderada, Assim, dividindo-se a cota obt ida pela soma '
dos coeficientes, tem-se :

Tabela 10 - Resultados da interpo lação pelas equações multiquádricas para inter1:"
polaç ão do ponto (30,30), o erro relativo e a soma dos coeficientes .

ou seja, um resultado muito próximo ao da interpolação pe la equação do plano (6) e,;
portanto , muito superior, em qualidade, ao resultado obt ido pelas equações multi,
quá dricas (21), Assim, no novo método, introduzindo-se empiricamente a condição'
para que a soma dos coeficientes fosse igual a 1.estava-se na realidade normalizando
os coeficientes como em (22). Como conseqüência o novo método pode trabalhar com'
um núme ro menor de pontos , para produzir uma interpolação de qualidade , em re-:
lação às equações multiquádricas , conforme pode-se observar nas Figuras 13 e 14. \

Mas , por que a interpolação pelas equaçõe s multíquádrícas tende a melhoran
com o número de pontos? A resposta para esta questã o deve estar justamente na '
soma dos coeficientes das eq uações multiquádricas, obtidos pe lo produto do vetor'.
linha pela matriz inversa das quádricas (equação 12). Assim , a fim de verificar esta'
resposta utilizou-se do con jun to de pontos de dados da Tabela 6, do qual foram ex~:

tra ídos 9 subconjuntos, de 3 a 27 pontos, em incrementos de 3, para interpolação do'
ponto de coordenadas (30,30), Para cada subconjunto foram calculados os coeficientes,
e a sua soma, cujos resultad os encontram-se listados na Tab ela 10.

l'1"

I'
j'
I
I
II

!/
)

\
1\

['. " '.
"
I

N2de pont os Cota (m) Erro relati vo Soma dos
(%) coeficientes

3 645,63 16,42 0,836

6 698,13 9,63 0,905

9 729,96 5,51 0,942

12 749,59 2,97 0,968

15 759,07 1,74 0,981

18 761,43 1,43 0,985

21 763,59 1,15 0,987

24 764,87 0,99 0,989

17 7Rr, 1A 0,82 0,991

A variação da soma dos coeficientes com o número de pontos foi representada;
gra ficamente, como se apresenta na Figura 15.
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