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AS EQUACOES MULTIQUADRICAS NORMALIZADAS
PARA INTERPOLACAO DE DADOS GEOLOGICOS

Jorge Kazuo YAMAMOTO*

RESUMO: Este trabalho apresenta o desenvolvimento das equagdes multiquadricas normalizadas para
n,te'rpolacéo de dados geologicos. A origem deste método de interpolagéo deve-se a transformagoes
ntroduzidas no sistema de equagdes multiquadricas, que o tornou semelhante ao sistema da krigagem
rdindria, e que foi denominado novo método de interpolagéo. Contudo, observou-se que as transfor-
magdes introduzidas procuraram corrigir a soma dos coeficientes das equagdes multiquadricas para
“litn, ou seja, a normalizagdo dos coeficientes. Esta simples corregéo dos coeficientes produziu uma
; .. interpolagé@o superior ao método original das equagdes multiquadricas, com a grande vantagem de
i "_::se'r definido como um método local, ao contrario do original que era essencialmente global. Portanto,
'+ como 0 novo método utiliza os coeficientes normalizados das equagdes multiquadricas, propde-se

"/, manter a denominago original de “equagdes multiquadricas” acrescida da expressao "normalizadas”.

-f ‘u PALAVRAS—CHAVE: Interpolagdo bidimensional; interpolagéo tridimensional; equagdes multiquadri-
cas; krigagem ordindria; equagdes multiquadricas normalizadas.

£

':,I'ntrodugéo

"~ Ainterpolagéo é um procedimento matematico que permite determinar o valor
: de Interesse em um ponto ndo amostrado, a partir de informagdes de pontos de amos-
Ffagem. Trata-se, portanto, de um procedimento comumente empregado em geologia
‘na Iepresentagédo grafica quantitativa, bem como para o cdlculo de perfis, &reas e vo-
umes. E preciso ressaltar que a informagao geoldgica ¢ essencialmente discreta, lo-
~Calizada em pontos de investigagdo em superficie ou subsuperficie.
. " Antes do advento dos computadores, a interpolagédo era baseada em principios de
e mt§fp{etacéo, como os principios dos métodos convencionais para cdlculo de reservas:
! Variagdo gradual, dos pontos mais proximos e da generalizagdo. Entre esses principios,
9 da variagdo gradual fundamenta-se na interpolagéo linear.
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Com o desenvolvimento dos computadores, foram surgindo os métodos de in-
terpolagdo matematica, dos quais 0os mais comuns para interpolagdo de dados geo-
l16gicos sdo o do inverso da poténcia da distancia e a krigagem ordinaria. ‘;

Recentemente, as equagdes multiquadricas passaram a ser aplicadas para in- "/ - ((X _x )z N (Y B Y)Z i C)w
terpolagdo de supetficies topograficas e outras superficies irregulares. As equagdes i - ! I b '
multiquadricas foram estudadas pelo autor, revelando-se potencialmente aplicaveis
para a interpolacéo de dados geoldgicos.

ou em forma matricial, fazendo:

Entretanto, as equagdes multiquadricas foram propostas originalmente como 1 12 w| G K
um interpolador global, ou seja, dependente de todos os pontos de dados, de tal modo d, dj o | E
que a adigao ou retirada de um unico ponto de dado ira se propagar pelo dominio de : = @)
definigao da fungéo. i d 4 | F

Estudos realizados para utilizagédo das equagdes multiquadricas como interpo-
lador local demonstraram a viabilidade desta adaptagéo, cuja eficiéncia dependia de
um numero minimo de pontos de dados para que a interpolagéo resultasse em valores
aceitaveis, dentro do intervalo de variagdo esperado.

Este trabalho apresenta os resultados de pesquisa recente realizada pelo autor, .
em que foi verificado que os coeficientes das equagdes multiquadricas, quando nor-
malizados, tornam a interpolag@o mais eficiente, mesmo para um numero pequeno !
de amostras, o que era inviavel pelas equagdes multiquadricas originais. A esse novo *
procedimento de interpolagédo com coeficientes normalizados denomina-se “equagbes
multiquadricas normalizadas”, como se expde a Seguir.

e A hipdtese basica da andlise multiquadrica é que qualquer superficie matematica
-‘_-’,suave e, também, qualquer superficie arbitraria suave (indefinida matematicamente),
-1 pode ser aproximada, com o grau de precisdo desejado, pela soma de uma grande
! variedade de superficies regulares matematicamente definidas, particularmente de

" formas quadricas.?
Gl e Observe-se que cada termo quédrico da equagéo (1) representa um hiperboloide
. circular.
Para ilustrar a interpretagéo geométrica das equagdes multiquadricas bidimensio-
nais, foram amostrados 17 pontos sobre uma semi-esfera centrada no ponto (150 ,150) e
_ Taio =100 m, conforme a seguinte equagéo:

As equagoes multiquadricas

.-

Hardy’ apresentou uma proposta para o ajuste de equagées multiquadricas para
interpolagéo de superficies topograficas, pois os mapas interpolados por polindmios
néo se prestavam para fins de engenharia, justamente pelo fato de o interpolador néo
ser exato. As equagdes multiquadricas proporcionavam uma interpolagdo exata, ou
seja, suas fung¢des passavam exatamente sobre os pontos de dados.

. - Os pontos assim amostrados encontram-se listados na Tabela 1 representados
No mapa de localizagéo da Figura 1.

Tabela 1 - Conjunto de pontos de dados sobre uma semi-esfera, conforme a

12 3
/ equacgéo (4
F= 2 [ =x) + (%, -¥) + ] (M e
: Ponto X Y F
] o o ) A 1 50 150 0
onde: ¢; € o coeficiente da i-ésima amostra; C é uma constante de suavizagao; - g 100 150 86,603
(X,,Y;) sdo as coordenadas do i-ésimo ponto; (X,Y) sdo as coordenadas do ponto a ser - o o e
interpolado. g 2 250 150 0
Os coeficientes (c;, i=1,n) sdo obtidos pela resolugéo de um sistema de equagoes i 7 }gg 15000 860
lineares da forma: 8 150 200 se'ggg
. ' ; . 150 250 0
B ‘ 2 2 o j 79,289 79,289 0
F= Z.c,[(xl — X,) + (Y, - Y,) + C] parai=1,n 2) 4 1 96,967 961.967 66,144
i 12 203,033 203,033 66,144




Continuagao

As Figuras 2 e 3 apresentam as hiperboldides circulares, respectivamente para os

Ponto X Y )
3 2729027; 91 gggm g ~—--pontos 3 e 4 do conjunto de pontos de dados (Tabela 2).
i i . 66,144 _ Observe-se que as figuras estao orientadas conforme os sinais dos coeficientes
16 203,033 96,967 66,144 .(Tabela 2).
17 220,711 79,289 0 ¢ ficie i ) : e
A superficie interpolada, por meio das equagdes multiquadricas, esta represen-
300 tada na Figura 4.
Para a interpolagéo tridimensional, as equagdes multiquadricas tém a forma:
240W
14 13 n
" B 2 2 2 172 )
- +13L F_Z-c,[(x,—x) +(Y,-Y) +(2,-2) +C] parai = 1,n ()
180 a
+1 +2 +4 +5 ;
o ~onde: (X,Y,Z) séo as coordenadas do ponto a ser interpolado; (X;Y;,Z;) sdo as coor-
a“” 418 " denadas da i-ésima amostra.
1 17 Os termos quédricos da equagao (5) representam esferas centradas nos pontos de
- L "dad'os, como se pode verificar a partir de um exemplo hipotético, gerado a partir da amos-
- fragem de um cubo, de lado igual a 100 m, como mostra o desenho da Figura 5.
) As coordenadas dos pontos de amostragem encontram-se na Tabela 3.
0 60 120 180 240 300 '

FIGURA 1 - Mapa de localizagéo dos pontos de dados sobre a semi-esfera.

Os coeficientes das equagdes multiquadricas obtidos para 0s pontos de dados :

. Tabela 3 - Coordenadas dos pontos de dados amostrados sobre o cubo da Figura 5

da Tabela 1 encontram-se reproduzidos na Tabela 2. i~ . Ponto X Y 7 Teor
wiq 50 50 50 6,5
Tabela 2 — Coeficientes das equagfes multiquéadricas para 0s pontos sobre a 2 150 50 50 63
semi-esfera (Tabela 1) 3 50 150 50 81
4 150 160 50 :
Ponto Coeficiente 5 50 5
1 0,408631 % 100 77
2 -0,370633 6 150 50 100 71
3 0,175595 7
4 -0,370633 p 50 150 100 9.2
5 0,408631 150 150 100 7.2
6 0,408631 8 50 50
160 10,3
7 -0,370633 10 - )
8 -0,370633 50 150 7.9
9 0,408631 1 50 150
g . 150
10 0,758054 12 150 0 .
11 -0,975162 15 150 8.3
12 -0,975162 13 100 100 100 8.0
13 0,758054 :
14 0,758054
15 -0,976162 Os fici _ .
5 _0,975162 . § coeficientes das equagdes multiquadricas obtidos para os dados da Figura
0.758054 > encontram-se na Tabela 4.
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FIGURA 2 - Hiperboloide circular associada ao ponto 3.

"_Ii‘.'IC:}URA 4 - Superficie multiquadrica interpolada a partir do conjunto de pontos de dados da Tabela 2.

&

3
SRS
AR @,
RIS

Al

OO0
QXK
QOO

KRS
OO
SO0
0
&

" FIGURA § -

Desenho esquemitico mostrando a localizagao dos pontcs amostrados sobre um cubo de lado igual a

100 m,

FIGURA 3 - Hiperboléide circular associada ao ponto 4.



Tabela 4 — Coeficientes das equag¢des multiquadricas para os pontos de dados
amostrados sobre o cubo da Figura 6 (Constante C = 0)

- Cadaum dos pontos de dados ir& gerar uma esfera centrada e o valor interpolado
em-qualquer ponto de dado, dentro do dominio da amostragem se da pela soma da
contribuicéo de todos 0s pontos, como se ilustra na Figura 7, a planta de isoteores

Ponto Coeficiente para a cota 100.
1 0,023178 i A interpolacgéo tridimensional, por meio das equagdes multiquadricas, propor-
2 0,013321 siona o desenho de plantas e segGes da jazida, como apresentado por Yamamoto®
3 0,010215 ra o depdsito de fosfato do Complexo Alcalino de Anitapolis (SC), bem como de

4 0,017349 um bloco-diagrama de"parte ou de toda a jazida.

" 0012068 {" - A Figura 8 apresenta um bloco-diagrama d§ jazida hipotética amostrada, con-
5 o q;me os dados da Tabela 3, em que se pode verificar o aumento geral de teores de

' : este para oeste
7 s " Ccombo foi exposto, 0 método das equagdes multiquadricas é bastante versatil
8 G100 quaﬁfc')"é dimensionalidade do problema de interpolagéo, dependendo somente da
9 -0,004527 finicdo da constante multiquadrica e no caso de sua utilizagdo como interpolador
10 0,017866 ocal, do numero de pontos vizinhos para esse fim. O estudo da aproximagéo local
11 -0,020422 13 equagdes multiquadricas foi realizado por Yamamoto,® que concluiu ser viavel
12 0,018963 sssa aproximacéo e que a utilizagéo entre 12 e 24 pontos é um bom compromisso

13 -0,027724 ntre a precisao e o tempo de computagéo requerido.

.~ O método das equagdes multiquadricas, proposto originalmente por Hardy,! foi
endo constantemente desenvolvido e aperfeigoado por ele proprio e por diversos pes-
uisadores, conforme revisdo apresentada por Hardy,* referente aos 20 anos de sua
lescoberta. R

O estudo comparativo, realizado por Landim & Yamamoto® entre krigagem e
quacgdes multiquadricas, da origem ao desenvolvimento do novo método de inter-
olagao, como se expde a seguir.

Os sinais dos coeficientes indicavam, para oS casos a uma € a duas dimensdes,
a concavidade dos cones ou hiperboloides circulares. Mas, para o caso a trés dimen-
sbes, o sinal positivo indica aumento de teores do centro (ponto de dado) para fora
da esfera e o negativo a diminuigdo de teores do centro para fora.

A esfera gerada pelo ponto central do cubo pode ser visualizada na planta in-
terpolada para a cota 100, como mostra a Figura 6. Observe-se nesta figura, que o
coeficiente do ponto central (ponto 13) é negativo e, por isso, as curvas diminuem ;
para fora da esfera. novo método de interpolagéo
- A partir do estudo das equagdes multiquadricas e do sistema de krigagem or-
- g_iir'xéria, foram efetuadas transformagdes no sistema de equagdes multiquadricas, que
* .0 tornou muito semelhante ao da krigagem ordinéria. Segundo Yamamoto,” a inter-
Dolagédo usando o sistema modificado das equagdes multiquadricas foi denominada
novo método”.
: E interessante reproduzir como foi o desenvolvimento deste novo método a parti
" das equagdes multiquadricas.

150.

100.] o . Seja 0 mapa de pontos apresentado na Figura 9, cujas coordenadas encontram-
8¢ listadas na Tabela 5.
75.] ait }Tabela 5 - Coordenadas dos pontos de dados da Figura 9
Ponto X Y %
50 T T T 1 20 30 760
50 75 100 125 150 2 40 40 790
3 40 20 780

FIGURA 6 - Componente quédrica devida ao ponto 13 do conjunto de dados da Tabela 3
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FIGURA 8 - Bloco-diagrama mostrando a variagédo espacial de teores de uma jazida hipotética.
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FIGURA 7 - Desenho mostrando o processo de interpolagao da planta de isoteores da cota 100, por meio da soma da coniribuigio de t0dos os pontos para a mesma cota 100.



Se fosse utilizado o método da triangulagdo, o ponto (30,30) poderia ser inter-
polado por meio de um plano que passa sobre os trés pontos de dados, como esta
ilustrado escuematicamente na Figura 10.

" 7380
Z = 720 + 1,25X + 0,5Y
80
COTA INTERPOLADA =772,5m
vd
760
,-"""',"M

FIGURA 10 - Desenho esquematico mostrando a interpolagéo do ponto (30,30) por meio de um plano passando
pelos pontos de dados.
A equagéao do plano, ajustada pelo método dos minimos quadrados, é:
Z="720+125X+05Y (6)
Portanto, a cota interpolada no ponto (30,30) é:
Z="720+1,25+30+0,5+30= 77250

O ajuste das equagdes multiquadricas, para esses pontos e usando C = 10, é 1

obtido pela resolugdo do seguinte sistema:
3162 22583 22583| |c, 760
22683 3162 20248 (*|c, |=|790 (7)
22583 20248 3162 |c, 780

que da:
c, = 18672

¢, = 16227
¢y = 16812

Para interpolagéo da cota no ponto (30,30), tem-se:

12

7= 18,672+ ((20-30)" +(30-30)’ +10)  +15,227 (40~ 30)°

12 e

+(40-30) +10)  +15812+((40-30)" + (20— 30)" +10)

Z = 64563

Pelo resultado obtido, muito aquém do minimo esperado (760), verifica-se que
‘o.numero de pontos (3) utilizado no ajuste das equagdes multiquéadricas foi muito
;.pe'queno. Assim, para verificar o nimero minimo de pontos necesséario para um bom
juste, foram adicionados mais 24 pontos na vizinhanga, totalizando 27 pontos de
“dados, conforme o mapa de pontos da Figura 11 e coordenadas listadas na Tabela 6.

60
17 4 6 27 26
- &) gt B S aEy
+18 25
1
+1 6 +8 +2 4 5
36
1
+9 +1 + 4
74 ]
13
L L
21 23
12 i -
1 #1940 L 12 24 22
D T T T T
Q 12 24 36 48 60

e FIGURA 11 - Mapa de localizagéo de 27 pontos de dados.

. Tabela 6 - Coordenadas dos pontos de dados da Figura 11

Ponto X Y Z
1 20 30 760
2 40 40 790
3 40 20 780
4 20 50 772
5 30 50 775
6 40 50 788
7 20 20 750
8 20 40 770




Continuagao

Ponto X ¥ Z

9 10 30 740
10 20 10 748
11 30 10 753
12 40 10 773
13 50 20 795
14 50 30 800
15 50 40 799
16 10 40 750
17 10 50 760
18 16 45 770
19 10 10 730
20 10 20 735
21 15 15 745
22 50 10 788
23 50 15 792
24 45 10 780
25 50 45 795
26 50 50 790
27 45 50 789

Para verificar como o numero de pontos influencia o ajuste das equagdes mul-
tiquadricas, foram acrescentados, ao conjunto inicial de pontos, subconjuntos de trés
pontos cada, até completar 27 pontos. Em cada etapa foi interpolada a cota no ponto
(30,30), conforme os resultados apresentados na Tabela 7.

Tabela 7 - Resultados da cota interpolada com numeros varidveis de pontos de
dados de 3 até 27 pontos, em incrementos de 3

N¢ de pontos Cota (m)

3 645,63

6 698,13

9 729,96
12 749,59
15 769,07
18 761,43
21 763,59
24 764,87
27 766,18

Como se pode observar nesta tabela, com o0 aumento do namero de pontos, a
cota vai se aproximando do valor esperado. Nesse caso, o valor minimo possivel foi
alcangado com 18 pontos de dados, mas ainda aquém do valor interpolado pela tri-

angulagéo.

60

E preciso ressaltar que, mesmo para o conjunto final com 27 pontos de dados,
v,m.a.jnterpolacéo por meio da triangulagdo continua fornecendo o mesmo valor de cota,
pois 0 tridngulo ainda é o mesmo, como se pode verificar na Figura 12.

48]

36

24

12

b i _EIGURA 12 - Mapa de triangulos para o conjunto final de pontos de dados.

60

~ Considerando a cota interpolada pela triangulagéo (772,50) como referéncia, em-
¢ bora as cotas fornecidas pelas equagdes multiquadricas possam ser validas a partir
de 18 pontos de dados, pode-se calcular um erro relativo (%), como se apresenta na
Tabela 8. A variagdo das cotas e a distribuigdo dos erros com o nimero de pontos
podem ser observadas no grafico da Figura 13.

Tabela 8 - Emos relativos (%) para cotas interpoladas pelas equagdes multiquadricas

N? de pontos Cota (m) Erro relativo (%)

3 645,63 16,42

6 698,13 9,63

9 729,96 5,61
12 749,59 2,97
15 769,07 1,74
18 761,43 1,43
21 763,59 1,158
24 764,87 0,99
27 766,18 0,82




Nesta simulagdo, pdde-se verificar que de 8 a 12 pontos de dados ainda sdo
insuficientes para uma boa aproximacdo pelas equagoes multiquadricas, especial-
mente quando se tratar de informagoes de topografia. Para esse tipo de dado, reco-
menda-se a utilizagdo de no minimo 18 pontos de dados.

A

800
cota referéncia (772,50m)

750

700

Cota (m)

650 -

600 t 1 t t t t t t +
12 15 18

n? de pontos

20 - B
18 -
16
14
12
10 |

8..

Erro relativo (%)

4 -
27
0 + t t } } t + } i {

12 15 18

n? de pontos

FIGURA 13 - Variagdo das cotas em relagao a cota referéncia (A); distribuigéo dos erros relativos das cotas inter-
poladas pelas equag¢des multiquadricas (B).

Do ponto de vista critico, o grande namero de pontos de dados a ser utilizado
no ajuste das equagdes multiquadricas ¢ uma desvantagem do método, em relagéo,
por exemplo, ao da triangulagéo, que faz a interpolagéo sempre usando apenas 0s
trés pontos de dados (vértices dos tridngulos).

] Retormando ao desenvolvimento do novo método de interpolagéo, adicionou-se
—— '.—’-‘*35 gistema de equagdes (7) a seguinte condigao:

C, +C, +C, =1 8)

. U ouseja, exatamente a mesma condigédo presente no sistema de equagdes de krigagem.
o O novo sistema de equagdes multiquadricas torna-se:

3162 22583 22583 1 G 760
22583 3162 20248 1 {,1¢c| _ 790
22583 20248 3162 1 Cy - | 780 o
1 1 1 0 M 1

A resolugdo desse novo sistema deu:

¢, = 1,184
c, = -0,38
¢y = 0,201
M = 760,414

1., Observe-se que 0 42 coeficiente resultou num valor muito préximo ao minimo
. #8perado pelas equagbes multiquadricas.
: _..Continuando o desenvolvimento, substituindo-se o vetor do lado direito por um
ter;po quadrico, calculado entre o ponto de dado e 0 ponto a ser interpolado, tem-se:

d, = ((Xi X+ (YY) + c)”z

W tom (x,,%,) = (3030),



0O sistema de equagées do novo método fica:

3162 22583 22583 1 & 10,488 N¢de pontos Cota (m) Erro relativo (%)
3
22583 3162 20248 1 |, |c | _ |14.491 ) A 0.3
¥ = (’1 '1) 772,28 -0,03
22,583 20248 3162 1 Gy 14,491 9 774,28 6.5
1 1 1 0 M 1 12 773,79 017
16 773,39 012
_ o 18 773,25 0.10
cuja resolugéo da: 21 773,26 0’10
2 773,26 0:10
c, = 049115 2 773,37 a1
c, = 0,26443
c, = 0,26443 A
M = - 2,55659 860 T cota referéncia (772,50m)
O valor do ponto a ser interpolado nao pode ser calculado como nas equagoes: 750 -( -
multiquadricas originais, mas sim como a krigagem ordinaria, ou seja, por meio da £
média ponderada: g T00{
o
650
7, = 0,49116- 760 + 0.26443+ 790 + 0,256443 780
600 + + + 2 + + + L + |
_ 3 6 8 12 15 18 21 24 27
7 = 772,72 m n°® de pontos
O valor interpolado é muito proximo daquele obtido pela triangulagao, com um B
erro relativo de apenas 0,13%. Este método foi efetivamente apresentado em Sessa0 0,25 T
técnica do XXXV Congresso Brasileiro de Geologia. 1 s 02}
A grande vantagem deste novo meétodo esta justamente no numero de pontos o £ .
para se conseguir uma boa interpolagdo. A fim de verificar o comportamento desse 2 S
novo interpolador em relagao ao numero de pontos, os dados da Tabela 6 e 0 mesmo it s OlT o—a—®
procedimento para aferir 0 nuimero minimo de pontos para as equagoes multiquadri- E 0,0
cas foram utilizados. Os resultados desta nova simulagéo, juntamente com O eIro 1e-
lativo (%), encontram-se reproduzidos na Tabela 9. ' o
A distribuigdo dos valores de cota, bem €omo 0 comportamento do erro, pequé / 0,05 e
nos em geral, pode ser observada na Figura 14. 3 6 9 12 15 18 21 24 27
Os erros relativos desse novo método sdo muito pequenos (em torno de 0,12% n° de pontos
em meédia), quando comparados com 0s Mesmos obtidos para as equagoes multiqua
dricas, 0 que o torna viavel para interpolagéo de dados com grande preciséo, para O'; FIGURA 14 - Variaca . o o
) +Doladas peloar:g:/??n zisdzo:g; em relagéo a cota releréncia (A); distribuigédo dos erros relativos das cotas inter-

contorno automatico de dados geologicos.

: Tabela 9 - Erros relativos (%) para cotas interpoladas pelo novo método




As equagdes multiquadricas normalizadas

dos coeficientes assim obtidos fosse igual a um. Para ilustrar a interpretagéo, utili-
zou-se novamente do conjunto de pontos de dados da Tabela 5. Portanto, a interpo-
gdo da cota Z, no ponto de coordenadas (30,30), de acordo com a equagéo (12), é

O desenvolvimento deste novo método, como mostrado passo a passo neste
trabalho, foi resultado de uma série de adaptagdes e substituigoes feitas no sisterma
de equactes multiquadricas, a fim de torné-lo semelhante ao sistema de equagbes
de krigagem ordinaria. A interpretagdo atual do sistema do novo método pode ser
feita a partir de um artigo de Hardy,? onde ele demonstra que os sistemas de equagbes
de covariancia (12), semelhante ao da krigagem ordinaria, e o das equag¢bes multi-
quddricas (13), em notagéo matricial, s&o similares, como se reproduz a seguir:

3162 22583 22583]" [760
. Z,=[10488 14,491 14,491]*|22583 3162 20248| *|790|  (17)
22583 20248 3162 780

-1

c, C, - C, Z, : :Multiplicando~se o vetor linha pela matriz inversa das quadricas, obtém-se o
Ca C'nz gL z
o o i Z1 ;
Q, Qn  Qu 7 ! B
O enc oot ot Z,= [0,432 0,202 0.202] *1 790 | = 64546 (19)
780

No caso da predi¢do com fungdes de covariancia, o valor a ser interpolado resulta .

de:
Agora, como a formulagéo original de Hardy,! multiplicando-se a matriz inversa

das quédricas pelo vetor coluna das cotas, obtém-se o vetor coluna:

n i
Zy= D) 07y (14) °
i=l B
e no caso das equagdes multiquadricas, de: 18672
. At 15,227 (20),
=y Bl (16) : 16,227

f=1 -
- Que, multiplicado pelo vetor linha das quadricas no ponto (30,30), resulta também na

Os coeficientes (0, i=1,n) sdo resultado do produto do vetor linha com a matriz 5 X
'Cota interpolada:

inversa das covariancias da equagao (12), enquanto os coeficientes (c;, i = 1,n) resul-

tam do produto da matriz inversa das quadricas com o vetor coluna das variaveis . 18672
dependentes. As similaridades entre os dois sistemas estdo somente nas formas des- . B = [10,488 14.491 14 491] 115227 | = 645,63 21)
sas equacbdes, pois segundo Hardy:? j ' 1 5'227 '

Q=C (16) - d-" As pequenas diferencas entre os resultados obtidos (19 e 21) devem-se a erros
de ar.redondamento. A matriz linha (18) sédo os coeficientes equivalentes do sistema
a krigagem ordinaria. Entretanto, a soma desses coeficientes nao resulta em 1, por-

A equacdo (12) permite fazer uma interpretagao adequada das transformagdes :
anto, o resultado obtido em (19) deve ser dividido pela soma dos coeficientes, se-

feitas no sistema de equagoes multiquadricas,” as quais, hoje, consideramos que te-



gundo o célculo da média ponderada. Assim, dividindo-se a cola obtida pela somga '
dos coeficientes, tem-se: .

Z, =64546/0836 = 77208 (22) éﬁj 0,95
ou seja, um resultado muito proximo ao da interpolagéo pela equagéo do plano (6) e ‘i 8 0.9 T
portanto, muito superior, em qualidade, ao resultado obtido pelas equagdes multi- ./ i -
quadricas (21). Assim, no novo método, introduzindo-se empiricamente a condigao: § 0,85 1
para que a soma dos coeficientes fosse igual a 1, estava-se na realidade normalizando =
os coeficientes como em (22). Como conseqiiéncia 0 novo método pode trabalhar com
um numero menor de pontos, para produzir uma interpola¢do de gualidade, em re- 0,8 t : ; ; : L : —_ ]

3 6 9 12 15 18 21 24 27

lacdo as equagdes multiquadricas, conforme pode-se observar nas Figuras 13 e 14.°
n? de pontos
com 0 numero de pontos? A resposta para esta questdo deve estar justamente na
soma dos coeficientes das equagdes multiquadricas, obtidos pelo produto do vetor
linha pela matriz inversa das quéadricas (equagdo 12). Assim, a fim de verificar esta
resposta utilizou-se do conjunto de pontos de dados da Tabela 6, do qual foram ex-
traidos 9 subconjuntos, de 3 a 27 pontos, em incrementos de 3, para interpolagdo do
ponto de coordenadas (30,30). Para cada subconjunto foram calculados os coeficientes
e a sua soma, cujos resultados encontram-se listados na Tabela 10. :

IGURA 15 - Variagéo da soma dos coeficientes das equagdes multiquadricas para interpolagdo do ponto (30,30) a
partir dos subconjuntos de pontos extraidos da Tabela 6.

i 3
#.Como pode-se verificar na Tabela 10, a soma dos coeficientes tende a 1 com o
mento do numero de pontos, acompanhada da diminuigéo do erro relativo. Portan-
imples corregédo dos coeficientes, por meio da sua normalizagéo, ja & suficiente

:\at melhorar a qualidade da interpolagdo com um minimo de pontos. Assim, o novo

"y

meto;io consiste simplesmente na utilizagdo dos coeficientes normalizados!

.. Se 0 novo método utiliza os coeficientes normalizados das equagdes multiqua-
Iricas, o ideal seria manter a denominagéo original de “equagdes multiquadricas”
crescida da expressdo “normalizadas”.

Tabela 10 — Resultados da interpola¢éo pelas equagdes multiquadricas para inter-
polagdo do ponto (30,30), o erro relativo e a soma dos coeficientes

N¢ de pontos Cota (m) Erro relativo Soma dos v,, - )
(%) coeficientes B As equagbes multiquadricas normalizadas” mantém as mesmas propriedades
3 645,60 16,42 0,836 OLginais, porém com a vantagem de serem um interpolador tanto local como global,
6 698,13 9,63 0,905
9 729,96 5,61 0,942
12 749,69 2,97 0,968 -onsideracoes finais
15 769,07 1,74 0,981
18 761,43 1,43 0,985
s - s dinin (i Este trabalho apresentou uma reviséo das equagdes multiquadricas, a origem
%z gy s " ;m?t;.f?oyo.metodo de interpolagdo e a demonstragdo matematica das transformacoes
27 766.18 i 4561 iuoduzidas, neste ultimo, que normalizaram os coeficientes das equagdes multiqua-

UlC,a.S; Em vista do exposto, prope-se a redenominagio do novo método de inter-
Ino E}cao para "equagdes multiquédricas normalizadas”. Como foi demonstrado, a nor-
0 alizagdo dos coeficientes proporciona uma interpolag@o superior em relagéo as

A variagédo da soma dos coeficientes com o numero de pontos foi representada L
QUagdes multiquadricas originais, além da grande vantagem de ser agora um inter-

graficamente, como se apresenta na Figura 15.



polador local. A disponibilidade de fung¢des de interpolacéo local é de grande impor-
tAncia pratica, pois em Geologia os conjuntos de dados de amostragem sédo, geral-.
mente, da ordem de centenas de pontos, o que inviabilizaria 0 método global. P0r i
outro lado, devido a grande semelhanc¢a do sistema das equagdes multiquadricas nor
malizadas com o da krigagem ordinaria, os resultados de interpolagédo por aguele mé
todo serdo consistentes. Entretanto, deve-se considerar que, se por um lado elas nag
necessitam do célculo e modelagem de variogramas experimentais, por outro elag
apresentam a desvantagem de néo proporcionarem a corregao de anisotropia ge-
ométrica porventura existente no conjunto de dados. Cabe ressaltar que, no Caso"i-,
da impossibilidade de obtencédo de variogramas representativos, o método das equa-:i
¢Oes multiquadricas normalizadas podera ser escolhido como alternativa, pois dever,
apresentar resultados confidveis, dentro da qualidade e quantidade das informagoe
disponiveis.

Geomenmas (Sao Paulo), v.15, n.1, p.41-65, 1996.

u ABSTRACT: This paper presents the development of normalized multiquadric equations to mtexpo)atxon
of geological data. The origin of this method of interpolation is due to transformations introduced i
the system of muItIquadn‘c equan'ons that Ie!t similar to the ordinary kriging system, which was name

ordinary kngmg, nozmalzzed multiquadric equanons.
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