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1 Introdugao

Quando se admite que as unicas deformagoes possiveis numa barra sao aque-
las nas quais cada seccao normal ao eixo na configuracao de referéncia per-
manece plana na configuracao atual, estamos restringindo os materiais que
podem constitui-la. Em [1] determinamos todos os materiais aptos a isso. Os
de maior grupo de simetria sdo os transversalmente isotropicos. No presente
artigo deduzimos a equagao constitutiva das barras constituidas de material
hiperelastico transversalmente isotropico.

2 O vinculo das barras

Segundo o modelo proposto por J. C. Simo em [5], dada uma barra prismatica
de base A

B = {(X1,X2,X3) | (X1,X3,0) € Ae0 < X3 < L},
cada deformagio de B é dada por duas curvas lisas
¢:[0,L] » R®e Q:[0,L] — Orth™

onde Orth™* é o conjunto das rotagdes de R®. ¢ determina a posicao do eixo
de B na configuragao deformada e Q(5) a rotagao que a secaoX3 = S de B
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sera submetida até alcancar sua posicio na configuracao atual. Desse modo,
supondo-se que o centréide de A esteja na origem, as deformacoes admissiveis
de B sao as f : B — R?® tais que

f(X1, X2, X3) = 6(X3) + Q(X3)[X1€1 + Xaeg) (1)
onde (e, €, €3) € a base canénica do R3. Sendo F(X) o gradiente de f no
ponto X' = (X, X3, X3), demonstramos em [1] que

f: B — R* uma de formacao de B < F(X) € VparatodoX € B (2)

onde

V:{FELIIR-’-IFE,"FEJ':(S;J 1.‘}:1.2} (3)

€ 0 que chamamos de vinculo das barras. Também definimos o vinculo de
Cauchy Green das barras por

C={CGPSQ‘TT?|(‘€,EJ:(5,!J 1._}=1,2 (4)

ondeLin™ é o conjunto dos operadores lineares de R® (tensores ) que tém
determinante positivo e Psym é o conjunto dos tensores simétricos positivos
definidos. E féacil verificar que

FeV«< F'FecC (5)

3 O espacgo das reagoes para o vinculo das
barras

O fato das barras s6 serem capazes de realizar deformacées prescritas por um
vinculo implica que a tensao de Cauchy se decompde em duas parcelas

T= T4 (6)

onde T4,chamada tensdo ativa & fungao do gradiente da deformacao F e
Tr,chamada fensdo reativa , nao é funcio de F e é o que garante a barra
manter-se na classe das deformagdes admissiveis ( as dadas por (2) ) in-
dependentemente das agdes externas impostas a ela. Admitindo-se que Tr



realiza trabalho nulo na classe dos movimentos admissiveis, prova-se que o
conjunto de todas as Ty possiveis para um dado gradiente F, chamado espago
das reacées em F eindicado por R(F) é:

R(F) = FCEFT (7)

onde C = P_‘TF,C.C é o espaco tangente aC no ponto C e C& é o espaco
ortogonal a Cc em Sym, sendo Sym o espago dos operadores simétricos [1].
Outra expressao para R(F) é encontrada em [2]:

R(F)=V#FT (8)

onde IFJ‘ é o ortogonal em Lin do espago tangente a V no ponto F. Em
(1] concluimos que o espaco das reagoes para o vinculo das barras € dado por

R(F)={ aFe1@Fe1+BFe;@Fe;+v(Fe1@F ey +Fea@F ey | o,8,7 € R}
(9)

4 A equagac censtitutiva das barras hiper-
eldsticas transversalmente isotrépicas

Vamos admitir que o material da barra seja homogéneo e hipereléstico, ou
seja, vamos admitir a existéncia de uma funcao o : V — R, chamada dens:-
dade de energia de deformagao,tal que a energia de deformagao armazenada
em cada parte P de B, no instante t, durante um movimento seja dada por

[Prodm = /,, o(F)p drn (10)

onde p é a densidade de massa no ponto X de P, e P, é a configuracao de P
no instante t. Portanto, a poténcia dispendida em P no instante t é

d ;
EE-[ﬂadm:fﬂp(V);:-FdV (11)

onde(V)r € o elemento de Vi que representa a diferencial de o no ponto F:

(do)p(F) = (Vo)r - F VF € Vg (12)



sendo o produto escalar entre tensores A e B definido por A B = tr(ABT).
Por outro lado,sabemos que a poténcia dispendida é dada por

T.FF'4dv (13)

Fe

De (11) e (13) e do fato de P ser uma parte qualquer de B concluimos que
(TF~T —p(Vo)r)-F=0 VEe€Vp (14)

ou seja, .
TFT = p(Vo)r € 1'},4'
T =p(Vo)pF' + Tr (15)
onde Tq € VAFT = R(F), por (8).

Portanto, para encontrar as equagoes constitutivas dos materiais sélidos
hiperelasticos transversalmente isotrépicos compativeis com as barras pre-
cisamos encontrar as o : ¥ — R objetivas

o(QF)=0o(F) VFeV ¥YQe€ Ortht
e cujo grupo de simetria
{Q € Orth* | o(FQ) = o(F) VF € V}

seja o grupo das rotagdes em torno de €3 Vamos admitir que as o procuradas
sejam restrigoes a V de fungoes ¥ : Lint — R satisfazendo

S(QF)=S(F) ;VQ € Orth* VF ¢ Lin* (16)

L(QF)=%S(F) VF € Lin™ YQ rotacao em torno de es (17)

(Esta hipotese € consistente com as observacoes de Cohen e Wang no terceiro
paragrafo da p. 137 de [2] ) neste caso,

(Vo)p)- F=(VE)r-F  YEFeVp

logo, _
(Vo)r — (VE)r € Vi

donde, )
(Vo)pFT — (VE)pFT € Vi FT = R(F) (18)
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De (15) e (18) concluimos que
T = p(VE)FT + T (19)
onde T € R(F). Se T satisfaz (16) entdo I pode ser fatorada na forma
T=%0¢ (20)

onde ¢ : Lin — Psym é dada por ¢(F) = FTF e $é alguma fungao de Psym
em R.Para que valha (17) é preciso que

£(Q"CQ) = Z(C) (21)

para toda C € Psym e toda Q rotagao em torno de e3 H4, em [3], um teorema
de representagao para (21): "se ¥ : Psym — R satisfaz (21) entao existe
uma funcao W de seis varidveis reais com valores em R tal que

(C) = Wy, Ip, Is, 14, 15, Ie) (22)
onde
I, = tr(C)
I = %(trE(C) — (€)%
I, = det(C)
I, = |PCles)] ondeP =1—e3@® es
Is = C(ea)-es3
Ia = O%es)-eanCles) " (23)
Usando (20) concluimos que
VE = 2FVE (24)
De (24) e (19) temos entao que
T = 2pFVEF" + T (25)
onde Tr € R(F). Usando (22) e os célculos feitos em (3] temos que
2pFVE(C)FT = zp{(%‘;—‘:fe, 4 %‘%12)1 + g—I“:B
—;'3‘5"—“113-1 + Wy + I oy - QEN} (26)
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onde

B=FFT
L=F€3®FP063+FPCE3®F63
M = Fe; ® Fe,

N = %F(A + AT)FT

sendo A = Ce3 ® e3 A Ces + e3@C(e3ACe3) +e3® C?%(ea) A e3
Usando (26) e (9) em (25) chegamos a equacao pretendida.
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