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Resumo

A evolugdo da tecnologia e industrializacdo das estruturas de madeira, incluindo técnicas
de fabricacdo de pecas compostas e de reforco estrutural, tem possibilitado diversos
avancos na capacidade resistente dessas estruturas, como o emprego de elementos com
maior esbeltez. Esses elementos mais flexiveis possibilitam ganhos de economia e
otimizagdo do material, contudo, podem sofrer grandes deslocamentos, ndo sendo
aceitavel a analise de seu equilibrio na posicao inicial apenas. Dessa forma, neste trabalho
apresenta-se uma metodologia para andlise ndo linear geométrica de sistemas trelicados
planos de madeira, a partir de uma formulacdo posicional do método dos elementos
finitos, para avaliar o comportamento de dois modelos de trelica. Madeiras folhosas com
classe de resisténcia C60 sdo consideradas para composicao das barras. A formulagdo do
elemento finito ¢é realizada a partir da minimizagao da energia potencial total, cujo sistema
de equagdes ¢ ndo linear em relagdo as posi¢des nodais da estrutura e sua resolugdo ¢
alcancada empregando o método de Newton-Raphson. Os resultados obtidos sdo
comparados aos de uma andlise linear geométrica para cada modelo, sendo possivel
observar que esta analise (linear) pode conduzir a valores inferiores de esforgos internos
e deslocamentos, o que influencia a etapa de dimensionamento e eventualmente pode
oferecer riscos a seguranga estrutural. Conclui-se que o emprego de analise nao linear
geométrica deve ser priorizado no projeto de estruturas de madeira, mesmo que isto
implique em maior custo computacional e complexidade envolvida no procedimento de
analise.

Palavras-chave: Estruturas de madeira. Analise ndo linear geométrica. Método dos
elementos finitos. Formulagdo posicional.

Abstract

The evolution of timber structures technology and industrialization, including fabrication
techniques of composite and structural reinforcement, has enabled several advances in
these structures strength, such as the use of elements with greater slenderness. These
flexible structural elements allow savings in material and optimization, however, they
may suffer large displacements, and is not acceptable the analysis of their equilibrium in
the initial configuration only. Thus, this work presents a methodology for geometric
nonlinear analysis of timber plane truss, based on a positional formulation of the finite
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element method, to evaluate the behavior of two truss models. Hardwoods with strength

class C60 are considered in the elements. The finite element formulation is performed
from the minimization of the total potential energy, whose nonlinear system of equations
in relation to the nodal positions of the structure and its resolution is achieved using the
Newton-Raphson method. The results obtained are compared to those of a linear
geometric analysis for each model, and it can be observed that this linear analysis can
lead to internal forces and displacements with lower values, which influences the design
and may eventually offer structural safety risks. It is possible to conclude that the use of
geometric nonlinear analysis should be prioritized in the design of timber structures, even
if this implies in a higher computational cost and complexity involved in the analysis
procedure.

Keywords: Timber structures. Geometric nonlinear analysis. Finite element method.
Positional formulation.

1 Introducao

Diversos avangos relacionados a capacidade resistente de estruturas de madeira tém sido
observados nas ultimas décadas, incluindo a industrializagdo de pecas compostas e
diversos tipos de reforco estrutural, que contribuem para o emprego de elementos mais
esbeltos. Esses elementos possibilitam ganhos de economia e otimizagdo do material,
sendo utilizados em diversas aplicagdes na construcao civil, principalmente em sistemas
estruturais de edificios, coberturas, torres e pontes (CALIL JUNIOR; LAHR; DIAS,
2003). Na Figura 1 ¢ ilustrada uma passarela com sistema em arco de madeira, onde ¢
possivel observar a esbeltez dos elementos em relagdo ao vao vencido.

Figura 1 — Passarela com sistema em arco de madeira em Portland (EUA)
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Fonte: Western Wood Structures (2019). Disponivel em:
< https://lwww.westernwoodstructures.com/projects >. Acesso em: 03 nov. 2019

Apesar das vantagens possibilitadas por elementos esbeltos e mais flexiveis, ¢ evidente
que a estrutura pode sofrer grandes deslocamentos e instabilidade dependendo de suas
propriedades fisicas e geométricas, ndo sendo aceitavel a analise de seu equilibrio na
configuragdo indeformada. Assim, uma formula¢do que permita a andlise nao linear
geométrica da estrutura deve ser priorizada, devido a necessidade de avaliar seu
comportamento conforme a deformacao. A formulacao posicional baseada no Método dos
Elementos Finitos, concebida por Coda (2003) e colaboradores, tem se mostrado como
uma opgao interessante devido a simplicidade de sua abordagem e precisao dos resultados

Anais eletrénicos do XVIl EBRAMEM @ Servigo de Biblioteca
Disponivel em: http://eventos.eesc.usp.br/ebramem2020 ___,SBl Prof. Dr. Sérgio Rodrigues Fontes


https://www.westernwoodstructures.com/projects

4 ) :
b, TN xvi

! %ﬁﬁf Encontro Brasileiro

P Y em Madeiras e em
EESC - USP UNIVERSIDADE FEDERAL Estruturas de Madeira

DE SANTA CATARINA
8 A 10 DE MARCO DE 2021 | FLORIANOPOLIS - SANTA CATARINA
possibilitados.

Dessa forma, neste trabalho utiliza-se uma metodologia de andlise nao linear geométrica
obtida a partir da formulagao posicional do método dos elementos finitos, para avaliar o
comportamento de trelicas planas de madeira. Sao testados dois modelos de treliga plana,
com dimensdes tipicamente empregadas na construcdo civil nacional, considerando
madeiras folhosas com classe de resisténcia C60 segundo a norma brasileira ABNT NBR
7190:1997. A formulagdao do elemento finito ¢ realizada a partir da minimizagao da
energia potencial total, sendo as posi¢des nodais da estrutura adotadas como varidveis
principais. O sistema de equagdes gerado € nao linear em relagdo essas posicoes, sendo
empregado o método de Newton-Raphson para resolugdo. Nos casos estudados, busca-se
verificar a variacao dos deslocamentos e esfor¢os internos nas barras, comparando os
valores obtidos segundo as analises geometricamente linear € nao linear.

2 Revisao de literatura

Uma breve revisdo sobre a analise ndo linear geométrica de estruturas de madeira e do

método dos elementos finitos posicional ¢é apresentada nesta se¢do, buscando
contextualizar o tema estudado.

2.1 Analise ndo linear geométrica de estruturas de madeira

Em geral, pode-se notar que ndo ha ampla discussdo sobre a anélise ndo linear geométrica
de estruturas de madeira no Brasil. A escassez de trabalhos voltados especificamente a
estruturas de madeira, € a auséncia de diretrizes da norma brasileira relacionadas ao
assunto, podem ter contribuido para esse cenario.

Por um lado, as normas de dimensionamento de estruturas de aco (ABNT NBR
8800:2008) e de concreto armado e protendido (ABNT NBR 6118:2014) mencionam a
necessidade de empregar analise ndo linear geométrica de acordo com a deslocabilidade
da estrutura. Além disso, nessas normas, sao propostos métodos aproximados para prever
0 comportamento ndo linear geométrico de estruturas com certos limites de esbeltez,
como o método da amplifica¢do dos esforgos (no caso das estruturas de aco) e o método
vz (no caso das estruturas de concreto).

Por outro lado, a norma brasileira de dimensionamento de estruturas de madeiras, ABNT
NBR 7190:1997, nao faz meng¢do a possiveis andlises fisicamente ou geometricamente
nao lineares. Dessa forma, o procedimento considerando na NBR 7190 prevé que a
estrutura trabalhara a pequenos niveis de deslocamento e deformagdao (em relagdo a
geometria original), o que pode nao corresponder ao comportamento real e limitar suas
possiveis aplicagoes.

2.2 Sobre o0 método dos elementos finitos posicional

A formulagdo posicional do Método dos Elementos Finitos voltada a andlise ndo linear
geométrica foi proposta originalmente por Coda (2003). Diversos trabalhos seguintes
deram continuidade e estenderam o alcance de aplicagdes do MEF posicional, sendo dois
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trabalhos particularmente importantes no contexto de sua formulagdo voltada a analise

ndo linear geométrica de estruturas reticuladas: os trabalhos de Coda e Greco (2004) e
Greco et al. (2000).

Coda e Greco (2004) desenvolveram a formulagdo posicional do MEF voltada a anélise
ndo linear de porticos planos, utilizando polindmio de aproximagdao cubica. A
objetividade da metodologia proposta também foi demonstrada. Os resultados obtidos
foram comparados aos da literatura e do programa ADINA, tendo sido observada notavel
precisdo.

Greco et al. (2006) apresentaram a formulacao posicional do MEF para andlise ndo linear
de trelicas especiais. Exemplos da literatura foram empregados para validar a
metodologia proposta, assim como simulagdes no programa ANSYS. Os resultados
também se mostraram satisfatoriamente precisos em relacdo as simulagdes efetuadas e a
literatura.

A formula¢ao empregada no presente trabalho, adaptada para treligas planas de madeira,
foi baseada nas publicagcdes mencionadas. Ela sera descrita de forma detalhada na
proxima segao.

3 Materiais e métodos
3.1 Procedimento de analise

Dois modelos de treli¢a sdo propostos para analise, sendo uma treliga tipo torre € um arco
trelicado. Em todos os casos, considera-se que a madeira empregada na estrutura pertence
a classe de resisténcia C60 das madeiras folhosas. Admite-se que o valor médio do
modulo de elasticidade paralelo as fibras da madeira seja £y = 24500 MPa, tanto a tracao
quanto a compressao, de acordo com a ABNT NBR 7190:1997. Além disso, considera-se
que as barras das trelicas sdo dispostas de tal forma que a forga interna atua na diregdo
paralela as fibras da madeira, e que os nds da treli¢a sdo considerados como articulagdes
perfeitas.

Nos dois exemplos de validagdo, a anélise ndo linear geométrica realizada a partir do
Meétodos dos Elementos Finitos Posicional foi comparada a uma analise linear de primeira
ordem. Um cddigo em linguagem MATLAB foi utilizado para a implementagdo
computacional da analise proposta. A formulagdo do elemento finito de trelica ¢ descrita
na subsecao seguinte.

3.2 Método dos elementos finitos posicional

O principio da minima energia potencial total ¢ empregado para formulacio do elemento
finito de treli¢a voltado para andlise ndo linear geométrica. A energia potencial total de
um corpo em equilibrio estatico ¢ definida na Equagdo 1, em funcdo da energia de
deformacao (U) e da energia potencial das forcas externas (W).

I=U-W (1)
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A energia total de deformacdo ¢ obtida em fun¢do do volume da barra (V), conforme
Equagdo 2. Nessa expressao, a tensdo normal € representada por ¢ e a deformacao de
engenharia ¢ indicada por &.

U=|udv=]|ods dV=IV%~Eg2 dv )

A energia de deformagdao das forgas aplicadas ¢ apresentada na Equacdo 3, onde F
representa o conjunto de forcas aplicadas e Y o conjunto de posi¢des independentes que
podem ser ocupados por um ponto do elemento.

W=2 F-Y (3)

A energia potencial total, portanto, pode ser reescrita na Equacao 4, substituindo a energia
de deformagdo e o potencial das forgas externas pelos termos indicados nas equagdes
anteriores.

E
H:Ejvgz av->F.y 4)

O equilibrio da estrutura ¢ admitido quando a variagdo da energia potencial total em
relacdo as coordenadas nodais é nula (condigdo estaciondria), ou seja, quando as
derivadas da energia potencial em relagdo as posi¢cdes nodais sdo nulas. Isso também
significa que a forca interna em um n6 deve ser igual a forca externa aplicada sobre ele,
0 que caracteriza o equilibrio, conforme Equacao 5.

oIl
6_Y: 0 < I:in'f = Fext (5)

Na formulacdo posicional do elemento de trelica plana, admite-se que o elemento sofre
deformacao uniaxial constante, com variacao nula da secdo transversal. Admite-se que as
secdes permanecem planas apos a deformacao (hipotese de Euler-Bernoulli).

Um elemento com coordenadas iniciais dos nés sendo Yy = [x1, y1, X2, 12], € ilustrado na
Figura 2. Apds a deformacdo, assume-se que os nds do elemento passam a ocupar as
coordenadas Y = [Xi, Y1, X2, Y2].

A deformagao longitudinal infinitesimal do elemento ¢ definida na Equacgdo 6, onde dso ¢
o comprimento inicial do elemento e ds ¢ o comprimento ap6s deformagdao. Como a
referéncia ¢ o comprimento original do elemento, a formulagdo ¢ classificada como
Lagrangiana. Caso a referéncia fosse adotada uma medida de deformagdo em que a
referéncia fosse o comprimento atual, a formulagdo seria denominada Euleriana (CODA,
2018).

ds—ds, ds
E=———

=— 1
ds, ds, ©)
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Figura 2 — Elemento finito de treli¢ca plana
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Fonte: Autores (2019).

A partir da expressdo anterior, a configuracao inicial ¢ definida pela Equagao 7, sendo Lo
o comprimento original do elemento.

dSOZ\/dX2+dy2 :\/(XZ_X1)2+(y2_yl)2 =Ly (7)

De forma semelhante, a configuragdo geral ¢ dada pela Equagao 8. O comprimento apds
deformagdo do elemento ¢ representado por L.

ds = \Jb +dy? = (X, - X, +(Y,=%,) =L (8)

A partir da Equagdo 2 e das expressdes anteriores, a energia de deformagdo do elemento
pode ser reescrita na Equacdo 9, admitindo que a drea de secao transversal (4) e o médulo
de elasticidade longitudinal (E£) do elemento sejam constantes. O termo u; representa a
energia especifica de deformacdo do elemento.

1 1
U:jVE-Egz dV:E-E-A-gz-LO:LO-ut (9)

A energia potencial total do elemento de trelica plana ¢ entdo fornecida na Equagao 10,
onde (X1, Y1, X2, ¥2) s@o as posigdes nodais e (Fxi1, Fyi, Fx2, Fy2) sdo as respectivas forcas
externas dos nos.

H:Lo'ut_Fx1'X1_FY1’Y1_Fx2'Xz_sz'Yz (10)

A variacdo da energia potencial total ¢ representada na Equagdo 11, sendo dada pela
primeira derivada parcial em relagdo as posi¢des nodais. Como sdo considerados dois
graus de liberdade por nd, tem-se i = 1-4. As posicoes nodais (X1, Y1, X2, ¥2) podem ser
representadas pelo indice i que varia de um a quatro, ou seja, na forma (1, 2, 3, 4).
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ou,
-L =t _FE=0
L o (11)
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O sistema de equacdes gerado ¢ nao linear quanto as posi¢des nodais, € pode ser
representado de forma genérica na Equacao 12.

91(X11Y1’ Xzin) = fl(X17Y1’ Xzin) - I:x1 =0

gZ(X11Y1’ Xzin) = fz(prl' Xz’Yz) - FYl =0

(12)
93(X11Y1’ X2’Y2) = fs(X11Y1’ X2’Y2) - sz =0

94(X11Y1’ Xz’Yz) = f4(X11Y1v Xz’Yz) - FYZ =0

O sistema de equacdes da Equagdo 12 também pode ser escrito com auxilio de notagdo
indicial, segundo a Equagdo 13. Nesta expressdo, o indice j varia de um a quatro para
cada valor do indice i.

g—l;i[:gi(Yj,E)Zfi(Yj)—Fizo (13)

Para resolucao do sistema nao linear de equagdes, pode-se utilizar o Método de Newton-
Raphson conforme Equacdo 14, e adotar uma estratégia matricial.

g(Y)=9(Y,) +Vg(Y,)-AY =0 (14)

Na Equacao 14, as posi¢des nodais iniciais sdo representadas pelo vetor Yy, enquanto Y €
o vetor de posi¢des nodais atuais e 4Y € o vetor de correcao das posi¢des nodais. O termo
g(Yy) representa o vetor de residuos, e g ¢ a matriz Hessiana. O vetor de residuos €
determinado de acordo com a primeira derivada parcial da energia potencial total em
relagdo as posi¢des nodais, enquanto a matriz Hessiana € obtida pela segunda derivada
parcial em relacdo a essas mesmas posigdes.

Em sintese, os procedimentos indicados a seguir descrevem o funcionamento do Método
de Newton-Raphson aplicado a analise ndo linear geométrica:
1. Definir Yy como a posi¢ao inicial dos nds, e calcular o vetor de residuos g(¥9).
2. Determinar a matriz Hessiana Fg.
3. Resolver o sistema de equagdes a partir da Equacdo 14 e calcular o vetor de
corre¢do das posi¢des nodais A4Y.
4. Atualizar o vetor de posi¢des Yy considerando Yy = Yy + A4Y.
5. Retornar a etapa 1 até que o vetor 4Y ou sua norma seja suficientemente pequeno,
de forma que seja menor ou igual a tolerancia adotada.

Para que o processo seja considerado iterativo-incremental, o carregamento total €
dividido em incrementos cumulativos, os quais sdo aplicados gradualmente a estrutura.
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Para o sistema estrutural, a montagem do conjunto de equacdes ¢ realizada de forma
semelhante ao que € feito nas analises convencionais do MEF. Contudo, ndo ¢ necessario
introduzir transformagdes de coordenadas na formulagdo posicional, o que reduz o
trabalho algébrico do problema. Esta ¢ uma vantagem notavel da formulagao posicional.

4 Resultados e discussao

Dois modelos de trelicas planas de madeira foram estudados, sendo comparada a
influéncia das analises linear e nao linear geométrica na variacdo do deslocamento dos
nos ¢ do esfor¢o normal nas barras conforme o aumento das solicitagoes.

Na analise nao linear geométrica, como critério de parada foi considerada uma tolerancia
de 107 para a norma do vetor 4Y determinado segundo a resolucdo do sistema de
equacdes ndo lineares pelo Método de Newton-Raphson, para cada incremento de forga.
Ao todo, foram considerados 50 incrementos de for¢a para cada modelo de trelica.

4.1 Treliga tipo torre

A primeira trelica analisada € do tipo torre (Figura 3), que possui comprimento total de
16 m e ¢ birrotulada em sua base. Considera-se a agdo de uma forga vertical P aplicada
ao no localizado na extremidade livre da trelica, conforme representado na Figura 3.
Outras propriedades da treliga sdo indicadas nessa mesma figura. De um modo geral, a
forga P tende a comprimir a trelica.

Figura 3 — Torre trelicada
P

:

N
L L=1500m
5 hA=1,0m

+ 4= 0,0096 m?
L E =24 500 MPa

_r
L
3
L
5
L
b)

N o+
-~

h
Fonte: Autores (2019).
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O deslocamento do né localizado na extremidade livre € relacionado com a intensidade
da forca P na Figura 4. Percebe-se que o deslocamento aumenta significantemente quando
P > 600 kN, uma vez que a partir dessa solicitagdo, a variagdo entre os valores do
deslocamento obtidos a partir das duas andlises supera 50%. O deslocamento cresce de
maneira ainda mais acentuada entre 900 kN e 1100 kN, considerando os valores obtidos
pela analise ndo linear, e continua aumentando desproporcionalmente até a iminéncia da
instabilidade da treliga.

Figura 4 — Gréafico forga-deslocamento (torre trelicada)
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Z Andlise linear B
o x 600 Andlise ndo linear
500 7

400 1 T
300 n
200 |1 .

100 =

1 L | I L 1

0 1 1 1 L 1
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6
Deslocamento vertical do n6 extremo
(m)

Fonte: Autores (2019).

Na Figura 5, o gréfico ilustra a variagdo do esfor¢o normal na barra mais solicitada da
trelica conforme o aumento da forca P.

Figura 5 — Variagao do esfor¢o normal na barra mais solicitada (torre trelicada)
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Fonte: Autores (2019).
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Até alcangar uma forca proxima de 700 kN, ambas as andlises fornecem resultados
semelhantes para o esforco normal. Assim, como essa solicitagdao possivelmente nao seria
obtida em servigo, pois a ruptura da madeira provavelmente ocorreria primeiro, o valor
do esforco normal obtido pela andlise linear ndo ofereceria riscos se fosse adotado no
dimensionamento.

4.2 Arco treligado

O segundo sistema analisado ¢ um arco trelicado biarticulado de madeira (Figura 6), com
vao de 27 m e altura total de 5,5 m. Esse sistema ¢ uma opc¢ao eficiente para utilizagao
como estrutura de coberturas de madeira de médio e longos vaos, acima de 25 m,
conforme discutido por Lahr (1978). Para analise nao linear geométrica, devido a simetria
do arco e das areas de influéncia, considera-se que uma forga vertical P ¢ aplicada aos
nos internos do banzo superior do arco, enquanto os nds de extremidade desse mesmo
banzo estdo sujeitos a apenas metade da for¢a P. As barras mais solicitadas localizam-se
no banzo inferior do arco, proximas aos apoios.

Figura 6 — Arco trelicado
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Fonte: Autores (2019).

O gréfico que relaciona o deslocamento do no6 central do banzo superior e a intensidade
de P ¢ indicado na Figura 7. Considerando a curva obtida pela analise ndo linear
geométrica, nota-se maior variagdo do deslocamento quando P supera 400 kN, em que ha
uma diferenca percentual de 15% entre as duas andlises. Quando P > 800 kN, o
deslocamento aumenta de forma significante em relacdo ao acréscimo de forga, até que a
iminéncia da instabilidade do arco seja alcangada.
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Figura 7 — Gréfico forga-deslocamento (arco treligado)
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Na Figura 8 apresenta-se outro grafico, que relaciona o esfor¢co normal na barra mais
solicitada (N) do arco com a intensidade da for¢a P. Observa-se que o esfor¢co normal
obtido pela analise ndo linear geométrica ¢ maior quando P> 200 kN. Apesar de ser uma
intensidade notavel considerando a area da secdo transversal dos elementos (4 = 0,0096
m?), é possivel que tal carregamento seja alcangado em servico antes que ocorra ruptura
da madeira, logo ¢ imprescindivel que os valores obtidos a partir da anélise ndo linear
sejam considerados no dimensionamento deste arco.

Figura 8 — Varia¢do do esfor¢o normal na barra mais solicitada (arco trelicado)
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Fonte: Autores (2019).

5 Consideracoes finais

Neste trabalho foi apresentada uma formulagdo Lagrangiana posicional do Método dos
Elementos Finitos para analise ndo linear geométrica de dois modelos de treligas planas
de madeira.
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A influéncia da andlise ndo linear geométrica foi mais perceptivel no caso do arco
trelicado. De um modo geral, foi possivel observar que a andlise linear pode, dependendo
da solicitagao e da flexibilidade da estrutura, conduzir a valores inferiores de esforgos
internos e deslocamentos. Essa variagdo influencia a etapa de dimensionamento e
eventualmente pode oferecer riscos a seguranga da estrutura. Logo, o emprego de anélise
ndo linear geométrica deve ser priorizado no projeto de trelicas de madeira, mesmo que
isto implique em maior custo computacional e complexidade envolvida no procedimento
de andlise.

Sugere-se, para trabalhos futuros, que a formulagao posicional seja adaptada e estendida
a analise nao linear geométrica de outros elementos e sistemas estruturais de madeira,
como porticos e elementos bidimensionais.
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