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Resumo 

Este traballto é uma generalização do artigo [1]. Aquí caracteri­
zamos todos os sitemas hamiltoníanos analíticos que apresentam cen­
tro na origem e têm uma dada função período T e uma dada energia 
cinética F. Tratamos inicialmente o caso clássico em que F tem mínimo 
estrito não degenerado cm zero, e depois o caso não clássico cm que 
esse mínimo estrito é degenerado. 

1 Introdução 

Em todo o trabalho, consideraremos sistemas hamiltonianos 

{ 
:i; = -G'(y) = -g(y) 
iJ = F'(x) = f (x) 

(1) 

em que a energia cinética F(x) = ax2M +O(x2M+1), a> O, é analítica numa 
vizinhança n da origem e a energia potencial G(y) = by2N +O(y2N+l ), b > O, 
é analítica numa vizinhança n da origem. _ 

Tais sistemas hamiltonianos são clássicos no caso em que M = 1, e a eles 
daremos nossa atenção nas seções 3 e 4. Na seção 5 trataremos o caso não 
clássico, em que M > 1. 

Tais sistemas têm um centro na origem, e nosso interesse é estudar a 
função período desses centros e caracterizar as energias potenciais que com­
partilham uma mesma função período. 

• Mathematics Subject Classifications: 35L55, 35Ll5 
K ey words: Função período, hamiltoniana analítica, sistema hamiltoniano 
1JME-USP, São Paulo, SP, Brasil, sonia@ime.usp.br 
1UNEMAT, Barra do Bugre, MT, Brasil, emivan@unemat.br 
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Para h > O suficientemente pequeno, a função período T(h) é definida 
como o período da órbita periódica que está próxima da origem cuja energia 
total é h. 

O caso em que M = N = 1 foi estudado por Anna Cima, Armengol 
Gasull e Francesc Mafiosas [l]. Nesse caso, para cada energia cinética F 
e cada função T analítica em zero com T(O) > O, caracterizaram as energias 
potênciais G analíticas em zero que admitem tal função T como função 
período. Também nesse caso, para cada função T analítica em zero com 
T(O) > O, caracterizaram as funções r, analíticas com mínimo não degenerado 
na origem tais que o centro de (1) com F(x) = 11(x) e G(y) = 'Tl(Y) têm tal 
função período. 

Na seção 4 estenderemos os resultados de [l] para o sistema (1) no caso 
em que a energia potencial é degenerada na origem (N > 1), e na seção 
59 estenderemos os resultados de [l] para o sistema (1) no caso em que a 
hamiltoniana é não clássica, isto é, a energia cinética é degenerada na origem 
(M > 1). 

2 Preliminares 

Sejam F(x) = ax2M + O(x2M+l), a> 0, e G(y) = by2N + O(y2N+1), b > O, 
analíticas respectivamente em vizinhanças n = nF e n = nc da origem. 

Então existem :L < O < x+ e y_ < O < Y+ tais que 

(i) [:L,x+Jc n, 

(ii) [y_ ,'ii+JC fi, 

(ili) F' < O em (:L,0) e F' > O em (O,x+J, 

(iv) G' < O em (y_,O) e G' > O em (O,'ii+J , 

(v) existe h > O tal que h = F(x-) = F(x+) = G(y_) = G('ii+)· 

Seja H(x, y) = F(x) + G(y), (x , y) e n x fi, a hamiltoniana (ou função 
energia) do sistema (1). 

Sejam D-;; e !1 x fia região delimitada pela curva de nível H(x, y) = h, 
e "Ih = (xh, Yh) a órbita periódica contida em D-;; correspondendo à curva de 
nível H(x, y) = h, h E (O, h). Esta órbita cruza o eixo x (respectivamente o 
eixo y) nos pontos determinados por 
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(resp. H(0, Yh) = F(0) + G(yh) = G(yh) = h) . 

Já que F tem um único ponto crítico em [x-, x+J, que é a origem, e 
F(x+) = F(x-) = h, então para h E (O, h) a equação F(xh) = h tem duas 
soluções em (x-,x+), a saber, uma solução Xh- E (x-,0) e outra solução 
xh+ e (O, x+l• 

Note que 

F+ =Fico,%+): (0,x+)--+ (0,h) e F_ = Fj(%-,o): (:L,0)-+ (0,h) (2) 

sã.o inversíveis e que xh- = F:1(h) e xh+ = F_;1(h) . 
Analogamente, 

são inversíveis e a equação G(yh) = h tem exatamente duas soluções em 
(Y-,Y+l quando h E (0,h), que são Yh- = G=1(h) e Yh+ = G:;:1(h). 

Quando M = N = 1, a função período do sistema (1) resulta analítica 
em [O, h), mas no caso em que N > 1, mesmo com M = 1, o período das 
soluções tendem a infinito quando a energia total h tende a zero. Então, 
antes de mais nada, precisamos determinar a classe das funções que são 
funções período para o sistema (1) nesse caso. 

Os próximos resultados encontram-se em [l) e não dependem dos valores 
de N, ME N• . 

Proposição 2.1 Seja Ta função periodo associada ao sistema (1). Então 

T(h) = (lF • lé;)(h) = d~ (lF • lc)(h) = : 2 (/F • lc)(h), (4) 

onde lF e la são definidas por 

(5) 

Proposição 2.2 Sejam Ta função periodo associada ao sistema (1), e lF 
e la definidas em (5). 

Então 
hT'(h) = (VJF • lé;)(h) + (lp • 1/Ja)(h), 

onde VJF e 'IPG são definidas por 

{ 

'IPF(h) = l'p(h)+;hl'É(h) 
1 

1/Jc(h) = IQ(h)+;hlÇ(h). 

3 

(6) 

(7) 



Como consequência da Proposição 2.1, prova-se em [1) o seguinte resul­

tado no caso em que M = 1: 

Lema 2.1 Seja F(x) = a2x2 + O(x3 ) com a2 > O, analítica em n. Para 
h E (O, 7i) consídere a função LF dada por (5) . Então lF(h) = ,/ii,F(h), onde 
F é analítica em zero e F(0) > O. 

De modo análogo, conclui-se em (l] que se N = 1 então lo(h) = v'hÇ(h), 
onde Ç é analítica em zero e Ç(0) > O. 

3 Um exemplo ilustrativo 

:'\esta seção procuraremos uma conveniente classe de funções onde es­
tarão as funções período para sistemas hamiltonia.uos analíticos c:om euergia 

cinética F(x) = ax2 + O(x3) e energia potencial G(y) = by2N + O(y2N+ 1), 

a > O e b > O, nos casos em que N = 2 e N = 3. 

Observação 3.1 Se fí é uma vizinhança da origem e G(y) = by4 + O(y5), 

é analítica em ?í, com b > O, então K definida por K(y) = ~, se y # O, 
- y 

e K(O) = b, é também analítica em n. Além disso, para y E [ii.-, ii+I tem-se 

K(y) > O, e portanto '1/J(y) = VK(y) é analítica em (y_,77+). 

Fato 3.1 Seja G(y) = by4 +O(y5), com b > O, analítica em fí . Então, para 
h E (O,h) , tem-se lo(h) = v'h(91(h) + ,/ii,Ç2(h)), onde 91(h) e 92(h) são 
analíticas em zero e 91 (O) = Vb > O. 

Dem. Sejam K e '1/) as funções definidas na observação 3.1. A função 

<I> : (ii-,Y+)-> (--Yh, -Yh), definida por 

ct,(y) = sgn(y) y'G(y) = y-rj;(y), y E (y_, Y+) 

é analítica e ct,'(O) = ~ > O. 

(8) 

Também ct,'(y) = sgn(y)G'(y) > O em (y_, O) U (O, il+), logo <l>'(y) > O 
4V(G(y))3 

em (y_, 'ii+), Assim, q, é inversível e sua inversa é analítica em (- ~. -Yh). 
Se Y+ E (O, ii+) eh E (0,7i) são tais que G+(Y+) = G(y+) = h então 

<l>(Y+) = v'h e portanto G:j:1(h) = Y+ = ct,-1
( v'h) . 

Analogamente G=1(h) = Y- = ct,-1(-v'h). 
Logo lo(h) = ct,-1(v'h)-ct,-1(-v'h). 
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Além disso a função I(h) = <J,-1(h) - ef,-1(-h) é ímpar e analítica em 
(-.:ih, .:ih). Para s suficientemente pequeno, temos 

J(s) = ef,-l(s) -ef,-1(-s) = L~=ob2n+1s2n+1, 
onde b1 = I'(O) = Vb· Portanto, para h > O suficiente pequeno 

lc(h) = ~ L:,o ~n+l v'Jin = ~ ( L~=O b4n+1hn + vh L~=O b4n+3hn), 
como queríamos. 1 

Fato 3.2 Sejam F(x) = ax2 + O(x3 ) analítica em n e G(y) = by4 + O(y5) 
anal-ítica em fí com a> O e b > O. Então valem as seguintes afirmações: 

(a) IÉ-(h) = ~' com A analítica em zero e A(O) > O. 

(b) lé;(h) = 8*3> + B~), com B1 e B2 analíticas em zero e 

B (h)- Y1 (h)+4h9í (h) B (h)- 392(h)+4Mi2(h) B (O)- 2 > O 
1 - 4 , 2 - 4 , 1 -4¼ • 

( c) Existem T1 e T2 analíticas em zero com T1 (O) > O tais que 
T(h) = Vh(T1(h) + vhT2(h)). 

Dem. (a) e (b) Decorrem imediatamente do Lema 2.1 e do Fato 3.1. (e) 
Pela Proposição 2.1 temos: 

T(h)=(l' •l')(h)= fh(B1(z) +B2(z))A(h-z)dz. (9) 
F e lo {/(z)3 {/z Jh - z 

Sejam 

00 00 00 

B1(h) = L)~hn, B2(h) = Lb;,hn e A(h) = Lªnhn (10) 
n=O n=O n=O 

as expansões em série de Taylor de B1 , B2 e A em wna vizinhança de zero. 
Façamos em (9) a mudança de variável z = h cos2 8. Então 

T(h) = .~[ [i B1(hcos28)A~
8

)d8+ 
vh lo cos8 

+ fo1 
.JiiJcos 8B2(hcos2 8)A(hsen2 8) )d8] 

= +-[ rt ( I)}(hcos2 8)Í) ( f: a;(hsen2 8)i)d8 (11) 
~ lo i=O i=O Jcos8 

+Jh 1½ Jcos 8( ~ bJ(h cos2 8)3) ( ~ a;(hsen2 8)i)d8]. 
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Como as séries (10) convergem uniformemente e absolutamente numa 

vizinhança de zero, segue que, para h > O suficientemente pequeno, 

T(h) = .\ [ f ( L b}a; ( 2 li cos<2i-½) 8 sen2
i 8d8)) h" (12) 

v'fi n=O i+j=n O 

+ ..fhf, ( L b;a;(21!J; cos<2i+½>nsen2iOdO))h"] 
n=O i+j=n O 

= ~ [~ (~" b}adl,i)h" + vh~ ( 2;" b;aJl,i)h"], 

onde 

l~ . = 2 fi cos<2i-½) 8sen2; BdO e [2 . = 2 fi cos<2i+½) 8sen2' 8d8 (13) 
1

'1 lo •,i lo · 
Portanto, definindo 

t; = L b}aJt e t~ = L b;aill,j, n EN, (14) 

i+j=n i+j=n 

temos que T1 (h) = E::°=o t:,h" e T2(h) = E::°=o t~h" convergem numa vizi­

nhança de zero, e assim, 

1 
T(h) = v'fi(T1 (h) + vhT2(h)) e T1 (O} = bàaolJ,o = B1 (O)A(O)JJ,o > O. 

1 

Observação 3.2 Dos resultados anteriores segue que se F é analítica da 

forma F(x) = ax2 + O(x3), a> O, então 

(i) G(y) = by2 + O(y3), b >O=> lâ(h) = ~ , com B analítica em zero 

e B(O} > O, e T é analítica em zero com T(O} > O. 

(ii) G(y) = by4 + O(y5), b > O => lâ(h) = 8t)/!t + B~) , com B 1 e B2 

analíticas em zero, B1(0) > O, e T(h) = "h(T1(h) + ../hT2 (h)), com 

T1 e T2 analíticas em zero e T 1 (O) > O. 

De modo análogo, se N = 3, 

(iii) G(y) = by6 + O(y7) , b > O => la(h) = B~) + Ba;.) + B~) e 

T(h} = *(T1(h) + ~T2(h) + WT3(h)), com B1, B2, B31 T1 , T2 e 

T3 analíticas em zero, B1 (O} > O e T1 (O} > O. 

6 



4 Energias potenciais degeneradas 

Nesta seção está nosso resultado principal, o Teorema 4.1. Nela estende­
mos os resultados de [1] para sistemas hamiltonianos com energia cinética 
F(x) = ax2 + O(x3 ) e energia potencial G(y) = by2N + O(y2N+ 1), ambas 
analíticas em zero, com a > O e b > O. Exceto por menção explícita em 
contrário, manteremos as notações das seções anteriores. 

4 .1 Função período para energias potenciais degeneradas 

Observação 4.1 Se G(y) = by2N + O(y2N+l) , com b > O, é analítica em 

ri, então K definida por K(y) = G~~ , se y # O, e K (O) = b, é também 
y 

analítica em ri. Além disso, para y E [Y-,Y+l temos K(y) > O, e portanto 

1/J(y) = 21{/K(y) é analítica em (Y-,Y+)-

O próximo resultado estende o Lema 2.1 e o Fato 3.1. 

Lema 4.1 Seja G(y) = by2N +O(y2N+l) analítica em ri , com b > O. Então 

lc(h) = 2o/h( 91 (h) + o/h92(h) + · · · + o/hN-lQN(h)), h E (O, h), 

onde 91 , 92, • • • , 9N são funções analíticas e 91 (O) = 2~ > O. 

Dem. A prova é análoga à do fato 3.1. 
Sejam K e 'f/J as funções definidas na observação 4.1. 
A função cJ,: (y_, Y+) -+ (-

2o/k, 2
'Vh.), definida por 

rp(y) = sgn(y) 21{/G(y) = y'I/J(y), y E (Y-,Y+)- (15) 

é analítica em zero, rp'(O) = 2% > O. Além disso, !N G' Y2N 
1 

> O em 
2N (G(y)) -

(y_, O) U (O, ii+), logo rp'(y) > O em (y_, 17+). Assim, cp é inversível e sua 
• , ) ' , ( 2NF,h 2NF,h) mversa e ana 1tica em - v n, v n . 

Se Y+ E (O, ii+) e h E (O, h) são tais que G+(Y+) = G(y+) = h, então 

<P(Y+) = 2%, e portanto G:j:1(h) = Y+ = <J,- 1( 
2%). Analogamente 

G:1 (h) = rp-1 (-
2%). Assim 

lc(h) = rp-1( 2%) _ <P-1(- 2%). 
A função I(h) = rp-1(h) - <J,-1(-h) é ímpar, analítica em (- 2V/i, 2

~), 

então I(h) = E~=O a2n+1h2n+l, donde, para h > O suficientemente pequeno, 

7 



00 

lc(h) = 2%La2n+1 Vhn 
n=O 

00 00 

= 2%(L a2Nn+1h" + · · · + '{ihN-I L ª2Nn+(2N-l)h"] 

n=O n=O 

= 2%(91(h) + %92(h) + · · · + 'v'hN- l9N(h)], 

2 
onde Ç1, 92,• • • , 9N são analíticas em zero e 91(0) = a1 = I'(O) = 2% > O. 

1 

Lema 4.2 Seja G(y) = by2N +O(y2N+l) analítico. em Õ, com b > O, e seja 
o-(y) = y -sgn(y)lc(G(y)),y E CY- ,Y+)-

Então o- é uma involução estrita analítico. tal que G(y) = G(u(y)). 

Dem. Usando <Ji(y) = sgn(y) 2VC[y'), dada em (15) e o Lema 4.1, temos 

N-l 

o-(y) = y-sgn(y) 2o/GM[L ,V(G(y))k9k+i(G(y))] 
k=O 

N-1 

= y- <Ji(y) L V<G(y))k91c+1(G(y)) (16) 
k=O 

Sejam 'Yk(Y) = 1!.jG(y)k, e {J;(y) = (Ç;oG)(y), i = 1,2, · .. ,N. Então "'fk 
é analítica em zero, pois b > O e 

"'fk(Y) = 1!.jby2Nk + O(y2Nk+l) = 1!.jy2Nlc(b + O(y)) = y2k 1{fb + Q(y), 

e {J;(y) = (9ioG)(y) é analítica em zero, pois é composição de funções 

analíticas. 
Decorre que O' é analítica em zero. 
Por outro lado, 

{ 

y - lc(G(y)) < O, se O< y < 'il+, 
u(y) = O se y = O, 

y+la(G(y)) > O, se y_ < y < O. 

Note que sgn(o-(y)) = - sgn(y) e que 

( ) { 
Yh- = G:1(h) < O, quando y = Yh+ = G+1(h) > O, 

O' Y = -1 l 
Yh+ = ª+ (h) > o, quando y = Yh- = a: (h) < o, 
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portanto 

G(u(y)) = G(y), >ly E (Y-,ii+)- (18) 

De (18) vem que la(G(y)) = la(G(u(y))), e como sgn(u(y)) = - sgn(y), 

u(u(y)) = u(y) - sgn(u(y))la(G(u(y))) = y. 

Além disso, de (16) temos 

N-1 

u'(y) = l -<J,'(y) [91(G(y)) + L 1k(Y)9k+1(G(y))] 
Ã:=l 

N-1 

+ 4>(y)[91(G(y)) + L 'Yk(Y)9k+1(G(y))]'. 
k=l 

e portanto, como '"IA:(0) = O, k = l , 2, · • · , N - 1, e cj,(0) = O, obtemos 

u'(0) = 1- </>'(0)91(0) = 1 - 2% 2~ = -1. 

Portanto u é uma involução estrita. 1 

Observação 4.2 Para la dada no Lema 4.1 temos, para h > O, 

lc(h) = 

onde B1, B2,· · ·, BN são funções arialíticas em zero, com 

B (h) = (2k - l)9k(h) + 2Nh9Hh) 
k 2N e 

91 (O) 2 
B1 (O) = 2N = 2N 2% > O. 

Na prova do Lema 4.4 usaremos sem demontrar o seguinte resultado: 

Lema 4.3 Seja r(y) = ['y(y)j 2N, onde 1 é analítica em zero com 1(0) = O. 
Então ['(O)= r"(O) = · · · = r<2N-l)(O) = 0 e r<2Nl(O) = (2N)!['y'(0)]2N. 

Lema 4.4 Sejam l(h) = 2%(91 (h) + %(h(h) + ·, · + v'hN-1ÇN(h)), 

com 91, 92, . .. , 9N analíticas em zero e 91 (O) > O, eu uma involução estrila 
analítica. 

Então existe uma única função G da forma G(y) = by2N + O(y2N+l ) , 

com b > O, analítica numa vizinhança Wo da origem, satisfazendo 
lc(h) = c:;1(h) - G=1(h) = l(h), para h > O suficientemente pequeno, e 
u(y) = y - sgn(y)l(G(y)), em Wo. 
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Dem. A função L(s) = s9i(s2N) + s392(s2N) + • • • + s2N-IÇN(s2N), é 

analítica, pois é composição de fuuções analíticas. 
Seja .C(s2N) = 91(s2N) + s2Q2(s2N) + ... + s2N-2gN(s2N). 
Então L(s) = s.C(s2N) , com .C(O) > O, e L'(s) = .C(s2N)+2N.c'(s2N)s2N, 

donde L'(O) = .C(O) > O. Assim, existe uma vizinhança V= (-
2 'Vh., 2W) 

de zero onde L é estritamente crescente e Llv possui uma inversa L- 1 

analítica definida em W = L(V). Como L-1 (0) = L(O) = Oe tanto L quanto 
L- 1 são crescentes temos sgn(L(8)) = sgn(s) e sgn(L-1(.~)) = sgn(8). 

Seja Wo uma vizinhança aberta de zero tal que y E Wo se, e somente 
se, y - u(y) E W. Para y E W0 definimos G(y) = (L- 1(y - u(y)))2N . 

Claramente G é analítica e G(y) E [O, h), 'vy E Wo. 
Pelo Lema 4.3, 

G'(O) = G"(O) = · · · = c2N-1(0) = 0 e c<2Nl(o) = (2N)![
1 

~/~~~
0

)J2N > o. 

Assim, G tem a forma pretendida. Portanto, como 

temos que 

l(G(y)) = l((L-1(y - u(y)))2N) = sgn(y - u(y))(y - . u(y)) 

= sgn(y)(y - u(y)) . (19) 

Logo, u(y) = y - sgn(y)l(G(y)) em Wo . 
Usando que ué uma involução e que sgn(L- 1(s)) = sgn(s), temos que 

G(u(y)) = G(y). 
Portanto, tomando Yh+ = G:j:1(h) e Yh- = G: 1(h) temos u(Yh+) = Yh-, 

e usando (19) vem que 

l(h) = l(G(Yh+)) = Yh+ - u(Yh+) = G:j:1(h) - G:1(h) = lc(h). 

Note que se l(G(x)) = l(G(x)) , então L{ 2
~ = i( 2~), logo 

a unicidade de G decorre do fato de L ser estritamente crescente em V . 1 

Lema 4,5 Sejam Po, PI,· · ·, Pk-1 e Po, Pi,···, Pk- 1 analítica.s em [0,f) 
{onde E> O}, tais que 

<J,(s) = Po(s) + ◊-'8P1(s) + {rs2P2(s) + · · · + ~sk-lPk-1(s) e 

~(s) = 'iJo(s) + ❖'sP1(s) + Vs2p2(s) + · · · + ~sk-lPk-1(s) 

coincidam em [O, e). Então PJ= P;, em [O, E), j = O, l, 2, · · · , k - 1. 



Dem. Para concluir que Pi = Pi numa vizinhança de zero, basta observar 
00 

que <I>(s) = <f>(sk) - J(sk) = L Cnsn é analítica numa vizinhança de zero 
n=O 

com O= Cki+i = a{ - ã{, O$ j $ k - 1, i EN. 
Do princípio do prolongamento analítico segue que Pi = Pi onde ambas 

estiverem definidas. 1 

Lema 4.6 Sejam F(x) = ax2 + O(x2) e G(y) = by2N + O(y2N+1), com 
a > O e b > O, ambas analíticas em zero. Então exi.stem T1, T2, • • • , TN 
Junções analíticas em zero com T1(0) > O tal que a função período para o 
sistema (1) é dada por 

T(h) = 2~ [T1 (h) + 2
WT2(h) + 2

WT3(h) + .. · + 2
v'h2N-2TN(h)] . 

hN- 1 

Dem. Usando o Lema 4.1 e a Observação 4.2, temos 

onde B 1, B2, .. • , B N são funções analíticas em zero com B1 (O) > O, e do 

Lema 2.1 temos LF(h) = A~) com A(O) > O, logo, pela Proposição 2.1, 

T(h) = fh A(h - z) ( B1(z) B2(z) + .. . + BN(z))dz. 
lo Jh - z , '{/z2N-l + ,~z2N-3 ,0 

Daqui segue a tese de modo análogo ao item c) do Fato 3.2. 1 

O resultado abaixo será usado na prova da proposição 4.1, da proposição 
5.1 e da proposição 5.2. 

Para O< a < 1, O< /3 < 1, e i, j EN, definimos 

I;,i(a,/3) = rr:~~~:: . 
Lema 4.7 Sejam a,/3,"'f,ô, õ,,8,':y,6, satisfazendo 

O < a < 1, O < /3 < 1, O < "'( < 1, O < ô < 1 e "'(+ô $ a+ /3; 
/3 $ ô ou a+ /3 = "Y + ô+ l; 
O < ã < 1, O < ,8 < 1, O < :Y < l, O < 6 < 1 e 1 + 6 $ õ + P; e 
"fi $ 6 ou ã + ,ã = :Y + 6 + 1. 

- -3 -2 - -
Sejam Il,i = Ii ,j(ô,,) , I; ,; = l;,;(a, /3), Ii,i = l;J(ó/y), It; = li ,j(êi,1), e 

considere p("Y,ô), p(1,6) e ç(a,/3, 1 ,ô), ç(ã,'ii,:Y,6) definidos no Fato 6.1. 
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(a) Se existem a> O, r > O e C > O tais que 
(a~)neN, (a~)neN, (t~)neN, (t~)neN 

satisfazem 
lb~I $ (u + m)R", lb~I $ (u + wn)Rn, n E N. 

{b) Em particular, se existem r > O e C > O tais que (an)neN, (tn)neN 
satisfazem 

ao= 1, lanl::; cn, ltnl $ rC", 

então existem u > O, v > O e R > O tais que a sequência (dn)neN dada 
por 

n 

tn-[ L ajdn-/J.n-j] 
do = Jii._l' ,I = j=l > 1 

""" i ,n_, 
lo.o lo,n 

satisfaz 
ldnl $ (u + vn)R", n EN. 

Dem. 
( a) Sem perda de generalidade, suponhamos que C ~ 1. 

Sejam ç = max{ç(a,,B, , ,ó),ç(õ,,B,::Y,6)} e p = min{p(-y,ó),p(::Y,8)}. 
Sejam u, v e w taís que 

)b}I $ uci, lbJI 

V = 4(1 + u), 

Tomemos R satisfazendo 

$ uCi,j=0,1,2, 

1 
w = 2(1 + 13~)v . 

R > 
12açw 

R > C, 
V 

12 

(20) 

(21) 

(22) 



rC 
R ~ 2C,, R 2:: 20y, R ~ -, (23} 

p 

R > C(, +} + 3aç}, R ~ C(1 + ~ + 4aç}, (24) 

A prova será feita por indução. 
Claramente, 

Suponhamos que para algum n ~ 3 vale 

lb}I $ (u+vj)R1, lbJI $ (u+wj)R1,j=0,l,2, .. . ,n-l. (26) 

Então, usando a hipótese de indução e os itens (ii), (iii), (iv), (xili}, (viii), 
(ix) e (x) do Fato 6.1 obtemos 

Majorando as somatórias e a seguir usando (22) obtemos 

rC"n ou lb~I $ -p-+CR"-1(u+v)(n-l}'Y+C"R "J'n+ 

+ ac0 R"-1(u + w(n - l)}ç + aCR"-2(u + w(n - 2))ç + 
+ aC2 R"-3(u + w)(n - 3)ç + acn-1 Rºu{n 

n [TC ( 1 ) C C 1 ] $ nR pR + 1 + 6 + 4aç Ru + 1 Rv + 3açRw . 

Finalmente, usando (22), (23) e (24) obtemos 

lb~I $ nRn[1 +u+ i + ~] = nR"v $ (u +vn)Rn. 

Analogamente, usando a hipótese de indução, a majoração de jb~I e os 
itens (ii), (iii), (iv), (xii), (v), (vi) e (vii) do Fato 6.1 obtemos 
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cn n-1 :::- 1 
$ ~n+ [Lcí(u+w(n-j))Rn-j_'I __ ] +cnu:::::.n+ 

p j=l n - J Ô 

+ aCº(·u + vn)Rnç + aC(u + v(n - l))Rn-lç + 
n-1 

+ [L aCi(u + v(n - j))Rn-j n ~ j] + aC"uRº{n. 
j=2 

Então, majorando as somatórias e usando (22) obtemos 

rC" u lb~I $ -n+CR"-1(u+w)(n-1)1í+cnR0 :::::.n+aC°R"(u+vn){+ 
p ô 

+aCR"-1(-u + v(n - l))ç + aC2R"-2(u + v)(n - 2){ + acnRºu{n 

n [TC (- 1 ) C 3 _C ] < nR pR + ,- + 8 + 3aç Ru + açu + a{v + ,-Rw 

Finalmente, usando (22), (23) e (24), e a seguir (21) , obtemos 

lb~I $ nR"[l + u + a{u + 3a{v + ~] $ nR"[~ +a{~+ 3açv + ~] 

= nR" [i(l + 13aç)v + i] = nR"w $ (u + wn)R" . . 

{b} Para obter a majoração de ldnl basta aplicar o item (a) com a~ = ª"' 
a~ = O, t~ = tn, t~ = O, n E N, observando que nesse caso b~ = d,, e 
b~ = O, n EN. I 

Proposição 4.1 Seja 

T(h) = 2~ [T1 (h) + 2
WT2(h) + 2

V/0T3(h) + · • · + 2
'v1h2N- 2TN(h)] 1 hN-1 

onde T1 , T2, T3,· · · ,TN são funções analíticas em zero e T1 (O) > O. Seja A 
analítica em zero tal que A(O) > O. Então a equação integral 

T(h)= fhA(h-z)( B1(h) B2(h) + ·· · BN(h))dz 
lo ~ 2o/h2N-I + 2o/h2N-3 + 2o/ii ' 

tem solução única dada por N funções analíticas B1, B2, • • • , BN com 
Bi(O) > O. 

(27) 

Observação: A wLici<la<lc nesse cnw1cia<lo acima significa que se B1, B2 , • • •, 

B.rv são analíticas em [O, r) satisfazendo J.27) e B1, B2, · · · , BN são analíticas 
em (O, f) satisfazendo (27) então Bk = Bk em (O, r) n [O, f), k = 1, 2, • • • , N. 

14 



Dem. Seja R > O tal que para h E (O, R], 
00 00 00 CX, 

A(h) = Lªkhk, Ti(h) = Lt~hn, T2(h) = Et;hn, . .. ,TN(h) = Et;;hn. 
k=O n=O n=O n=O 

Unicidade de solução: 

Sejam B1 , B2, · · · , BN analíticas cm [O, r) satisfazendo (27) e suponha-
mos que 

00 00 00 

B1(h) = Lb~hn,B2(h) = Lb!hn, . . · ,BN(h) = Lb;jhn em [O, t), 
n=O n=O n=O 

para algum f > O. Podemos supor sem perda de generalidade f $ R. 
Com operações análogas às usadas em (11) e (12) na prova do item (e) 

do Fato 3.2 obtemos 

T(h) = r A(h- z) ( B1(h) B2(h) . . . BN(h))dz 
} 0 ,/h=z 2o/h2N-1 + 2 ';Jh2N-3 + + 2 'ifii 

N oo 

= l [""' ( 
21
:Jh2m-2""' ( ""' a;b'!'l:",)hn)] (28) 

2';,lhN-1 L L L J t,J 1 

m=l n=O i+ j=n . 
12 2 · 2 · N-29+ 1 

onde/~ . = 2 sen '8cos J- N (JdfJ. 
t,J o 

Agora usando o Lema 4.5, temos, para q = l, ... , N, 

00 

Tq(h)= L ( L aib'JIJ;)h", ou seja, ti= L a;bJir; - (29) 
n=O i+i=n i+i=n 

Observando que a0 = A(O) =I- O, a unicidade de bJ segue do fato de o 
sistema 

(30) 
i+j=n 

nas incógnitas bZ, bY, . .. , bt . .. ser triangular superior possível e determi­
nado. 

Disto segue a unicidade local de B1,B2 , · · · ,BN. 
A unicidade global segue então do princípio do prolongamento analítico. 

Existência de solução: 

Sejam (b~);eN, q = l, 2, · · · , N, definidos por (30). 
Suponhamos sem perda de generalidade a0 = A(O) = 1. 

Já que as séries de potências L anhn e L tihn convergem numa vizi­

nhança de zero, podemos tomar C ~ 1 e r ~ O de modo que 

lanl $ cn e ltil $ rcn, Vn EN, q E {l, • • • 1 N}. 
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Então, para cada q E {1, ... , N}, podemos usar o item (b) do Fato 4.7 
com 

I' - Iq - J. ·("' 8) - /·(! 2q - 1) i,i - iJ - i,1 " - i,1 2, 2N , 

e concluir que existem uq, v9 , Rq tais que Rq ~ C de modo que 

00 

Isto prova a convergência das séries L biz" numa vizinhança de zero. 
n=O 

00 

Assim, B9 (z) = L bizn, q E {l, ... , N}, satisfazem as passagens em 
n=O 

(28), resolvem (27) para z ~ O suficientemente pequeno, e B1 (O) = bà > O. 
1 

Lema 4.8 Sejam l(h) = 2 V}i(Ç1 (h) + V}iÇ2(h) + · · · + 1v'hN-lÇN(h)) com 
Çl, Ç2, ... , ÇN analíticas em zero e Ç1 (O) > O, e seja 
L(y) = yÇ1(Y2N) + y3Ç2(Y2N) + ... + y2N-1gN(Y2N) . Dadas G analítica 
em zero da forma G(y) = by2N + O(y2N+l), com b > O, tal que lc = l, e 
a(y) = y- sgn(y)l(G(y)), então G(y) = [L-1 (y- a(y))]2N numa vizinhança 
de zero. 

Dem. Pelo Lema 4.2, a é uma involução estrita analítica. Então pelo 
Lema 4.4 decorre que existe uma única função analítica G definida numa 
vizinhança Wo da origem, da forma G(y) = by2N + O(y2N+1) tal que 
l(h) = G:j:1(h) - 8=1(h) = lc(h) para h > O suficientemente pequeno, e 

a(y) = y - sgn(y)l(GiY)) em Wo . _ 
Da unicidade de G e de nossas hipóteses segue que G = G onde ambas 

estiverem definidas. 
Da construção de G na prova do Lema 4.4 decorre que 

G(y) = G(y) = (L-l(y _ c,(y))j2N 

numa vizinhança da origem. 

4.2 Resultado principal 

1 

Nesta subseção apresentaremos a generalização de um dos principais 
resultados de [1], o Teorema A. O outro resultado importante de (1], o 
Teorema B, não faz sentido no contexto em que Af = 1 e N > l. Voltaremos 
a tratar disso na próxima seção. 
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Teorema 4.1 Sejam 

T(h) = 2~ [T1(h) + 2
@T2(h) + ... + 2

t-'h2N-2TN(h)], 
hN-1 

onde T1, T2,· · · ,TN são analíticas em zero e Ti(O) > O, e F(x) = ax2+O(x3) 

analítica em zero, com a > O. Seja 
lF(h) = F.;1(h) - F~1(h), h E [O, h[. 

Então as afirmações abaixo são verdadeiras: 

{i) Existe uma única l(h) = 2%[91 (h) + %92(h) + · · · + ~hN-lQN(h)], 
com 91,92,··· ,9N analíticas em zero e 91(0) > O tal que, se G é 
analítica em zero da forma G(y) = by2N + O(y2N+ 1), com b > O, e 
satisfaz la= l, então a origem de ( 1) é um centro com função período 
T . 

{ii} O conjunto das funções G da forma G(y) = by2N +O(y2N+l), analíticas 
em zero, com b > O, satisfazendo la = l, está em correspondência 
biunívoca com o conjunto E das involuções estritas analíticas. Mais 
concretamente, paro cada u E E, a função correspondente G é dada 
por G(y) = [L-1(y- u(y))]2N onde 

L(y) = y9i(Y2N) + y392(y2N) + ... + y2N-lQN(Y2N), 

com 91, 92, · · · , ÇN dadas em (i). 

Dem. 
(i) Pelo Fato 3.2, lÉ-(h) =~.com A(O) > O. Pela Proposição 4.1, existem 
únicas funções analíticas B1, B2, 83, · · · , BN, com B1(0) > O tais que 

T(h) = fh A(h- z) ( B1(h) B2(h) . . . BN(h))dz. 
} 0 ~ 2~h2N-1 + 2r:;h2N-3 + + 2% (31) 

Mostremos que existe uma única maneira <le escrever Bk, k = 1,2, · · · , N, 
como 

(32) 

com Yk analítica em zero. 
00 

Como Bk é analítica em zero, Bk(h) = L b~hn numa vizinhança (-E, E) 
n=O 

de zero, e bà = B1 (O) > O. 
00 

Suponhamos que exista Yk analítica em zero, 9k(h) = L ~hn nwna 
n=O 

vizinhança de zero, que satisfaz (32). 
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Então 
00 

Bk(h) = L b~hn 
n=O 

. k (2k - 1)~ k (2k - 1 ) k 
ou seJa, b0 = 

2
N e bn = ~ + n cn, n ~ 1. 

Isto mostra a unicidade de Yk analítica em zero satisfazendo (32) numa 
certa vizinhança de zero. 

Provemos a existência de Yk analítica em zero satisfazendo (32) . 
A candidata a Yk é dada por: 

ç; .(h) = ~ rt.h" = ..k ~ ckhn = 2Nb~ ~ 2Nb~ hn. 
k L, ' n '1l + L.., n 2k - 1 + L.., 2k - 1 + 2Nn 

n=O n=l n=l 

1 

2Nbk 1 00 
Como l~I = 

2
k _ 

1 
/

2
Nn $ lb~I, Vn ~ 1, a série L c~hn converge onde 

n=O 
00 

a série L b~hn converge. Portanto Yk dada acima está bem definida e é 
n=O 

analítica numa vizinhança da origem, e claramente satisfaz (32) . Também 
91(0) = 2Nbà = 2NBi(0) > O. 

Definamos l(h) = 2o/ii[Ç1(h) + o/iiÇ2(h) + · · · + ~hN-lÇN(h) ] . 
Seja. G analítica em zero da forma G(y) = by2N + O(y2N+I ), com b > O, 

tal que lc = l. 
Claramente (1) tem centro na. origem. 
Pelo Lema 4.1 temos lc(h) = 2o/h[Q1(h)+ o/iiQ2(h)+· · ·+ tfhN-lÇN(h)], 

com 91,92, ... ,ÇN analíticas em zero e 91(9) > O. 
Como lc = l decorre do Lema 4.5 que Ç}k = Yk, k = 1, 2, .. . , N. 
Pela. Observação 4.2 decorre que 

[' (h) = l'(h) = B1(h) + 82(h) + ... + Bqiíi(h) + BN(hl 
G 21t;h2N - 1 2"f;h2N - J 'lfh3 ""'fy7,;• 

e segue da Proposição 2.1 que (1) tem centro de função período T . 
Com isso mostramos a existência de l satisfazendo (i). 

Suponhamos que l1(h) = 2o/ii [Q1(h) + o/iiõ2(h) + · · · + tfhN-IÇN(h)] , 

com Ç1(0} > O e Çk,k = 1,2,··· ,N, analíticas em zero, seja tal que para 
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toda G analítica com mínimo na origem da forma G(y) = by2N + O(y2N+I) 

satisfazendo lc(h) = l1(h) , teuhamos em (1) um ceutro de função período 
T . Então pela Observação 4.2, temos 

1 B1(h) B2(h) BN(h) - - -
la(h) = 2'v'h2N-l + 2'v'h2N-3 + ... + ~% ' com B1, B2, .. . 'BN 

funções analíticas em zero, e B1(0) = g~~) > O. Pela Proposição 2.1, 
h - - -

T(h) = f A(h - z) ( B1(h) B2(h) .. . BN(h))dz 
} 0 Jh - z 2'v'h2N-1 + 2'y'h2N-3 + + 2% · 

Então, pela unicidade dada na Proposição 4.1, Bk = Bk, k = l, 2, • • • , N, 
e pela representação de Bk, l ~ k ~ N , em termos de Yk apresentada na 
Observação 4.2, temos 

B = (2k - l)Qk(h) hr.' (h) = (2k - l)Çk(h) hr.' (h) 
k 2N + ~k 2N + ~ k . 

Devido à unicidade de solução analítica em zero para a equação diferencial 
acima decorre que Yk = Yk, numa vizinhança da origem. 

Portanto, l1 = l numa vizinhança da origem. 
(ii) Seja l(h) = 2%[91(h) + %92 (h) + · · · + 'v'hN-IQN(h)] satisfazendo 
o ítem (i). 

Seja u uma involução estrita analítica. O Lema 4.4 garaute que existe 
uma única função G analítica em zero, G(y) = by2N + O(y2N+l) com b > O 
tal que 

lc(h) = G.:j:1 (h) - G:1(h) = l(h) e u(y) = y - sgn(y)l(G(y)). 
Pelo Lema 4.8, G(y) = [L-1(y - u(y))] 2N. 

Por outro lado, dada G(y) = by2N + O(y2N+l) com b > O analítica em 
zero, tal que la= 1, segue do Lema 4.2 que u(y) = y- sgn(y)l(G(y)) é uma 
involução estrita analítica. 

Novamente pelo Lema 4.8, G(y) = [L-1(y - u(y))]2N. 1 

4.3 Sistemas isócronos e comportamento da função período 

Nesta subseção obteremos algumas conseqüências dos resultados ante­
riores sobre o comportamento da função período, ainda no caso em que 
M= 1. 

Corolário 4.1 Se em (1), F é analítica em zero com lF(h) = a../ii. com 
a> O e G(y) = by2N + O(y2N+l) é analítica em zero com b > O, então a 
origem de (1) é um centro isócrono se e somente se N = 1 e lc(h) = /3../ii. 
com /3 > O. 

Dem. Se N = 1, está provado em [1] que a origem de (1) é um centro 
isócrono se e somente se lc(h) = /3../ii. com /3 > O. 
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Se N ~ 2, pelo Lema 4.6, T(h) não é limitada perto de h = O, e assim 
não temos isocronismo. 1 

O exemplo a seguir destaca uma propriedade que estudaremos no final 
desta seção. 
Exemplo: Sejam G(y) = o.y2N, com o.> O, e N EN. Se lF(h) = a./h com 

a > O então 2'{/hN-1T(h) é constante. Além disso, lo(h) = b 2o/h, onde 
2 

b = 2Vci > O. 

De fato, numa vizinhança da origem, G(y) = cxy2N = h, se e somente se 

2N(h 2% . 
y = ± y ~ = ± 2Vci. Assim, 

2o/fj, 2o/fj, 2 
lc(h) = ª+'(h) - c='(h) = 2Vci - ( - 2Vci) = 2Vci 2'ifii_, 

e deste modo, lo(h) = b 2%, b > O. 
Fazendo a mudança de variáveis z = hsen2 9, obtemos 

T(h) = 

Portanto, 2'{/hN-1T(h) é constante. 

Usando a proposição 2.2 obtemos algumas condições para assegurar a 
monotonicidade de T quando M = I e N = 1. Nesse caso, como lF e lo 
são funções crescentes em (O, h) e (O, h) com h > o, ocorre que lF e la são 
funções não negativas nesse intervalo. Sendo assim, se 1PF e 1/Jc definidas 
por 

1PF(z) = lF(z) \2zl}(z) e 1/!o(z) = lé(z) \2zl'é(z) 

são positivas [respectivamente, negativas) em (O, Íi) então pela Proposição 
2.2 resulta que T é monótona crescente [respectivamente, decrescente] nesse 
intervalo, pois pela Proposição 2.2 temos 

hT'(h) = (1PF • lé)(h) + (lp • 1/Jo)(h). 

Não devemos esperar que 1PF e 1/Jo sejam ambas positivas, quando M = l 
e N > l, em nenhum intervalo (O, h) e (O, h) com h > O, caso contrário 
teríamos T monótona crescente em (O, h), o que é impossível, já que próximo 
da origem T não é limitada se M = 1 e N ~ 2. 

Assim, próximo da origem nunca teremos T crescente se M = 1 e N ~ 2. 
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No entanto, podemos tentar estudar o comportamento de 21;/hN-lT(h). 

Corolário 4.2 Seja T a função período para o sistema (1) no caso em que 
F(x) = ax2+O(x3) e G(y) = by2N +O(y2N+l) são funções analíticas, a> O 
e b > O. Suponhamos que 21v'hN-lT(h) seja constante e que lp(h) = c./ii, 
com c > O. Então lc(h) = d 2%, com d> O. 

Dem. Temos l'p(h) = A~) = cl'L_ Pelo Lema 4.1 
vh 2vh 

lc(h) = 21v'h( ~h(h) + 1v'h92(h) + · .. + 1v'hN-i9N(h)), (33) 

onde 91,92,· · · ,9N sã.o analíticas em zero e 91(0) > O, e pela Observação 4.2, 
I' h B1(h) B2(h) BN(h) 
e( ) = 21v'h2N-1 + 2flh2N-3 + .. . + 2'ifii_ onde 

B (h) = (2q- l)Çq(h) + hr.'(h) = ~bqhn q-1 2 ··· N 
q 2N ':fq L.., n ' - ' ' ' . 

n=O 
(34) 

Por hipótese, existe o> O tal que T(h) = 2~, e pela Proposição 2.1, 
hN-1 

a fh A(h- z) [ B1(z) B2(z) BN(z)] _ 
21v'hN-1 = Ío .,fií"=z 2o/z2N-1 + 21v'z2N-3 + .. . + 2o/z dz. (3o) 

Pela Proposição 4.1, B1 , .. • , BN analíticas em zero, com B1(0) > O, 
satisfazendo (35), são únicas, e podemos verificar diretamente que elas são 
dadas por 

B1 (h) = /3 = (3N:tf(~°i-l)rrc' Bq(h) = O, q = 2, . .. , N. 
Pela Observação 4.2, 
9~t) + h9~ (h) = /3, (2q -

2
~Çq(h) + h9~(h) = O, q = 2, · · · , N. 

Resolvendo as equações diferenciais ordinárias acima e lembrando que 
Çi(h),92(h), . . . ,9N(h) devem ser analíticas em zero obtemos obtemos 
91(h) = 2N/3, 9q(h) = O, q = 2, · .. , N. 1 

5 Energia cinética não clássica 

O nosso objetivo nesta seção é generalizar os resultados de [l] mudando 
principalmente a função F , que será da forma F(x) = ax4 + O(x4 ),a > O. 
Observe que, neste contexto, deixamos de trabalhar com sistemas hamil­
tonianos clássicos, em que a energia cinética F(x) tem matriz hessiana 
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não degenerada numa vizinhança de zero ( como ocorria no caso em que 
F(x) = ax2 + O(x3), com a> O). Trataremos o caso em que M = 2 com 
N = 1 e com N = 2. 

Os domínios de analiticidade n e !1 das funções F e G aqui consideradas, 
bem como :L, X+, y_, Y+ eh, satisfarão, a menos de menção explícita em 
contrário, as mesmas propriedades destacadas na seção 2. 

5.1 O caso em que G tem mínimo não degenerado 
x4 y2 x4 y2 

Seja H(x,y) = 4 + 2 , isto é, F(x) = 4 e G(y) = 2 . 
Então G(y) = h <=> y = ±v'2h, e F(x) = h <=> x = ± 14fi,, donde 

lc(h) = G"+ 1(h) - G=1(h) = v'2h - (-v'2h) = 2v'2h, 
lp(h) = F:j:1(h) - F::1(h) = fü- (-fü) = 2fü. 

Assim obtemos lá(h) = {2 e lHh) = ~- Logo V h 4 (4h)3 

T(h) = (lp * lá)(h) = r lc(z)lp(h - z)dz = r ~ dz. lo lo .Jz• (h- z)3 

Fazendo a mudança de variáveis z = h cos2 0, obtemos 
Í 1 2 t 1 

T(h) = 2 f -;:===--====hsen0cos0d8 = -
4

- f --dB. lo Jhcos2 0{/(hsen2 0)3 ~ lo Jsen0 
Isto motivou o estudo do caso não clássico em que F(x) = ax4 + O(x5). 

Neste caso, podemos reescrever os resultados apresentados em Fato 3.1, 
Lema 4.2 e Lema 4.4 com F no lugar de G, obtendo os dois resultados 
abaixo: 

Fato 5.1 Se F(x) = ax4 +O(x5), é analítica em n, com a> O, então 

{i) para h E (O, h) tem-se 
lp(h) = ifii(F1 (h) + JhF2(h)), 

onde F1(h) e F2(h) são analíticas em zero e F1(0) = ~ > O. 

{ii) lp(h) = AYta) + Ati:), com A1 e A2 analíticas em zero, A1 (O) > O. 

{iii) u(x) = x - sgn(y)lp(F(x)),x E (x-,x+), é uma involução estrita 
analític.a. tal que F(x) = F(u(x)). 

Fato 5.2 Sejam l(h) = ~(ó(h) + ✓iif3(h)), com ó e /3 analíticas em zero e 
ó(O) > O, eu uma involução estrita analítica. Então existe uma única função 
F da forma F(x) = ax4 + O(y5), com a > O, analítica numa vizinhança 

22 



Wo da origem, satisfazendo lF(h) = F:;1(h) - F.::1(h) = l(h), para h > O 
suficientemente pequeno, e o-(x) = x - sgn(x)l(F(x)), em W0 • 

Observação 5.1 Sejam (al)keN, (a%)keN, (tDkeN e (t%)keN seqüências reais 
com a5 > O e tà > O. Considere o sistema linear dado pelas equações a seguir 

~1- l ~2- 2 
(a) L,; a;bJli.j = tk, k EN (b) L,; a;bjlí,i = tk , k EN onde 

i+j=k i+j=k 

{ 

I-: . - 2/o½ (2i-½J o 2j OdO - r(i + ¼)r(j + ½l ,,; - sen cos - ( . . 3 o r1.+ 1 + 4) 

f = 2 fÍ sen(2i+½l 8cos2J 8d8 = I'(i + J)r(j + ½) 
•.i lo r(i + j + V 

(36) 

Note que l;,j = IJ,; e l;J = IJ,; onde IJ,;, q = 1, 2, são dadas pela 
definição 6.2 com N = 2. 

Considerando apenas k = O, 1, · · · , n, (a) pode ser escrito como 
Jnbn = tn 

onde 
1- 17 aolo,n ª1 l,n-1 

o 1~ 
ªolo,n-1 

Jn= o o 

o o 
é invers{vel, 

bn 
bn-1 

bn = bn-2 

bo 
- -1-portanto bn = (Jn) tn. 

1-
ª2hn-2 

17 al l,n-2 
1y ªo 0,n-2 

o 

e tn = 

tl n 

t~-1 
t~-2 

ti o 

l[ an n,O 
1 -

ªn-tln-1,0 
1 -

ªn-2In-2,o 

aàlo,o 

Do mesmo modo, considerando apenas k = O, 1, · · · , n, o sistema (b) 
pode ser reescrito como 

Jnbn = tn, 
onde J n e tn são matrizes definidas analogamente a J n e tn substituindo-se 
- - 1 2 1 2 l;,i por Ii ,i, a; por a; , e t; por t; . 

Assim, se olharmos para (a) e (b) com O $ k $ n como um sistema 
de 2n + 2 equações com inc6gnitas bo, b1, . . . , bn, para termos existência e 
unicidade de solução é necessário e suficiente que a relação Jn(ln)-1tn = tn 
seja satisfeita. 
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Na Proposição a seguir, J0 e Jn serão as matrizes definidas na Ob­
servação 5 .1. 

00 00 

Proposição 5.1 Sejam A1(h) = L a~hn e A2 (h) = L a!hn, h E [O, R), 
n=O n=O 

com A1(0) =ªô> O, e seja também T(h) = v,:(T1(h) + v'hT2(h)), onde 
00 00 

T1(h) = L t~hn e T2(h) = L t~hn, h E [O, R), com T1(0) = tA > O, 
n=O n=O 

tais que Jn(Jn)- 1 tn = t01 Vn EN. Então a equação integral 

(37) 

tem uma única solução analítica B tal que B(O) > O. 

Observação: Essa unicidade significa que se B: [O, r) -+ R e B1 : [O, r 1) -+ R 
são duas soluções analíticas de (37), então B = B1 em [O, r) n [O, r 1). 

Dem. 
Unicidade de solução: 

Seja B(z) uma solução analítica em [O, r), O < r $ R, e suponhamos que 
00 

B(z) = L bnz" em [O, fo), para algum fo > O, Eo $ r. 
n=O 

Com operações análogas às usadas <'m (11) e (12) na prova do item (e) 
do Fato 3.2 obtemos 

T(h) = r(A1(h-z) +A2(h-z)) _B(z)dz 
lo {j(h - z)3 ~h - z ,/z 

~ f ( L a:b}i,i)h" + vihE ( L afbjÍ~,i)h", (38) 
h n=O i+j=n n=O i+j=n 

onde, 1;,i e 1;,i são dados por (36). 
Assim, usando o Lema 4.5 obtemos 

(a) (b} 

O sistema (a) com O$ k $ n, do qual (b1, b2, · · · , b0 ) é solução, é possível 
e determinado. Isto prova a unicidade local de B. 
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A unicidade global segue do princípio do prolongamento analítico. 

Existência de solução: 
Seja (bj)jeN determinada por (a). Da hipótese Jn(J0 )-

1 tn = tn, n EN, 
segue imediatamente que tais b/s satisfazem também (b) . 

Podemos supor sem perda de generalidade aà = A1 (O) = 1. 
Procedendo como na prova da Proposição 4.1, tomemos C ~ 1 e r ~ O 

de modo que 
ja~I ~ C" e lt~I ~ rC" , 'vn EN. 

Então, usando o item (b) do Fato 4.7 com 

,1 ~ 1 1 
I;,j = Íi,j = 1,.k1,ô) = h.;(4, 2). 

decorre que existem reais u, v, R com R ~ C tais que 
lbnl ~ (u+vn)R". 

00 

Isto prova a convergência da série L bnzn numa vizinhança de zero. 
n=O 

00 

Assim, B(z) = L bnz" satisfaz (38) e portanto satisfaz (37) para z ~ O 
n=O 

suficientemente pequeno, e B(O) = bo > O. 1 

Teorema 5.1 Sejam Fuma/unção da forma F(x) = ax4 +0(x5 ) analítica 
em zero, com a> O, e lF(h) = F_; 1(h) - F::1(h),h E [O,h]. 

00 00 

Considere A1(h) = L a~h" e A2(h) = L a~h", com A1(0) = aà > O, 
n=O n=O 

e seja T(h) = ~[T1(h) + v'hT2(h)] 1 com T1 e T2 satisfazendo as hipóteses 

da Proposição 5.1. 
Então as seguintes afirmações são verdadeiras: 

{i) Existe uma única l(h) = v'h.C(h) com .C analítica em zero e .C(O) > O 
tal que se G é analítica em zero da forma G(y) = by2 + O(y3 ) com 
b > O e satisfaz lo= l, então a origem de (1) é um centro com função 
período T . 

(ii) O conjunto das funções G(y) = by2 + O(y3) analíticas em zero com 
b > O, que satisfazem lo = 1 está em correspondência biunívoca com o 
conjunto E das in11oluções estritas analíticas. 

Mais concretamente, para cada a E E a função correspondente G é 
dada por G(y) = [L- 1(y-a(y))]2 onde L(y) = y.C(y2) com .C dada em 
(i). 
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A1(h) A2(h) 
Dem. De fato, a Observação 5.1 nos garante que lF(h) = 4 /L'l + •IT , 

vh3 vh 
com A1 e A2 analíticas em zero e A1(0) > O, e, das hipóteses sobre T, a 
Proposição 5.1 nos garante que a equação integral 

T(h) = Íih ( Ai(h-z) + Al(h-z)) ~dz 
O tf (h-z)3 ~ Tz 

possui uma única solução analítica B tal que B(0) > O. 
A partir deste pouto a demonstração é análoga à do Teorema 4.1. 1 

5.2 O caso em que G tem mínimo degenerado 

Trataremos aqui apenas o caso em que G é da forma G(y) = by4 + O(y5) 

com b > O. O tratamento do caso geral G(y) = by2N + O(y2N+l ), com 
N ~ 3, parece-nos ser análogo, apenas envolvendo muito mais contas. 

Lema 5.1 Sejam F(x) = ax4 + O(x5 ) com a > O e G(y) = by4 + O(y5) 

com b > O analíticas em zero. Então a função período associada a (1) é da 
forma: 

com T1 e T2 analíticas em zero e Ti (O) > O. 

Dem. Pelo Lema 3.2 e do Fato 5.1, 

l' (h) = A1(h) A2(h) e l' (h) = B1(h) B2(h) 
F @+ ~ G @+ ~' 

(39} 

onde A1, A2, B1 e B2 são analíticas em zero e A1(0} > O, 8 1(0) >O.Logo, 
pela Proposição 2.1, temos 

T(h) = t ( A1(h - z) + A2(h - z)) (B1(z) + B2(z))dz. (40) 
lo {i(h - z)3 ~h - z -Yz3 ~ 

Sejam 
00 00 00 ~ 

A1(h) = L>~hn, A2(h) = L a;,hn, B1(h) = L b~hn e B2(h) = L)~hn 
n=O n=O n=O n=O 

as expansões em série de Taylor de A1, A2, B1, e B2 em (-f, f). 
Substituindo essas expansões em ( 40) e fazendo a mudança de variáveis 

z = hcos2 0, podemos usar a convergência uniforme das séries numa vizi­
:uhança de zero, podemos coucluir de modo análogo ao da prova <lo Fato 3.2 
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que 

T(h) = ~ [f ( L a]b}ll,;)hk + h f ( L a;bJ~J)hk 
k=O i+j=k k=O i+i=k 

00 00 

+v'h(L ( L afb}!;~;)hk + L ( L afbJl[J)hk)], (41) 
k=O i+j=k k=O i+j=k 

onde 
I' ~ ~ ~ 
..!d.= f 2 

senC2i- ½>ocos<2i - ½>odo ....!.,}_= f 2 
senC2i-½>ocosC2i+½>odO 

2 lo ' 2 lo ' 
f;\ (i (? ·+l) (2 "+ 1) !;j rt (2"+ 1 ) (2 . l ) 

2 = lo sen -• 2 Ocos 1 2 OdO, 2 = lo sen ' 2 Ocos 1-2 OdO. (42) 

Logo, 
oc 

T1(h) = aAbõlJ,o + L ( L a}b}ll,; + L a;b;Jl.;)hk (43) 
k=l i+j=k i+j=k-1 

00 00 

T2(h) = L t~hk = L ( L a;b}4~; + }: a}b;i'f.;)hk (44) 
k= O k=O i+j=k i+j=k 

satisfazem a tese. 1 
1 . 

Proposição 5.2 Seja T(h) = v'h(T1(h) + v'hT2(h)), onde T1 e T2 são 

funções analíticas em zero com T1 (O) > O. Sejam também A1 e A2 funções 

analíticas em zero com A1(0) > O. Então a equação integral 

T(h) = t ( A1(h - z) + A2(h- z)) (B1(z) + B2(z))dz. (45) 
lo {i(h - z)3 ij(h - z) ~ ffe 

possui uma única solução analítica (B1,B2) tal que B1(0) > O. 

Observação: Como nos resultados anteriores, tal unicidade significa que 

se Bi, B2 são analíticas definidas em [O, r) satisfazendo (45) e B 1, B2 são 

analíticas em [O, r) satisfazendo (45) então Bk = Bk em [O, r)n[O, r), k = 1, 2. 

Dem. Seja r > O tal que para h E [O, r), 
00 00 

A1 (h) = L a;.h", A2(h) = L a~h", (46) 
n=O n=O 
00 00 

T1(h) = }:t;.h" e T2(h) = Lt~h". (47) 
n=O n= O 
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Unicidade de solução: 
Seja ( B1 ,B2) solução de ( 45). Seja E > O tal que 

00 00 

B1 (h) = L);,hn, B2(h) = L)~hn, h E [O, f). 
n=O n=O 

Com operações análogas às usadas em (11) e (12) na prova do item (c) 
do Fato 3.2 obtemos 

-1 -2 r!3 -4 -onde Ii,i• Ii,J• Ii,i e Ii,j sao dados por (42), e usando o Lema 4.5 obtemos 

(49) 

ti= ( L afbg\ + L a}bfll,i), k ~ O. 
i+j=k i+j=k 

(50) 

Observando que aA = A1 (0) =I= O decorre que o sistema (49)-(50) é 
possível e determinado em (bt)keN e (bl)keN· 

Disto decorre a unicidade local de B1 e B2, e a unicidade global decorre 
do priucípio do prolongamento analítico. 

Existência de solução: 
Sejam (b~)neN, (b~)neN dadas por (49) e (50). 
Suponhamos sem perda de generalidade que aA = A1(0) = 1. 

Notemos que 

t l lbl 1~1 1 bl J-1 2b2 f3 2 b2J-3 
bl 

n- 0 1 n-1 ln-1-"·-an o no-ao n-1 On-1- .. ·-an-I O n-10 
- 1 1 1 1 

n- JI 
O,n 

t2 1b2 .., 1b2~r2 2b1 ~r4 2b1r~4 
b2 = n - ª1 n-111,n-l - · · · - 0 n O n,O - 0 1 n-1 l,n-1 - · ' · - ªn O n ,O 
n F , 

0,n 
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onde 
~1 l l 
li,i = l;,j(--r,ô) = l;,i(-4, 4), 
~2 ~ ""' 1 3 I;,i = l;,i('y,ô) = l;,i(4 , 4), 

são dados por (42). 
Já que as séries (46) e (47) convergem, existem reais a, T, C com~ 1 tais 

que 'ª~' $ C", 'ª~' $ aC", jt~I $ rC", jt~I $ rcn. 
Então, usando o item (a) do Fato 4. 7 decorre que existem reais u, v, w, R 

com R ~ C tais que 
jb~j $ (u + vn)Rn e jb~j $ (u + wn)Rn. 

00 00 

Isto prova a convergência das séries L b~z" e L b~z" numa vizinhança 
n=O n=O 

de zero. 
00 00 

Claramente, B 1(z) = L b~zn e B2(z) = L b~zn satisfazem as pas-
n=O n=O 

sagens em (48) e portanto resolvem (45) para z ~ O suficientemente pequeno. 
Também, B1 (O) = bõ > O. 1 

Observação 5.2 Se l(h) = ◊'h(91(h) + v'h92(h)) com 91 e 92 analíticas 
em zero tal que 91(0) > O, e L(y) = Y!11(Y4

) +1..392(y4
), segue do Lema 4,8 

que dadas G analítica em zero da forma G(y) = by4 + O(y5), b > O tal que 
lc = l, e u(y) = y - sgn(y)l(G(y)), tem-se G(y) = [L- 1(y - u(y))]4 numa 
vizinhança de zero. 

Teorema 5.2 Seja T(h) = ~[T1(h) + v'hT2(h)] onde Ti e T2 são funções 

analíticas em zero T1 (O) > O. Sejam também F(x) = ax4 + O(x5) função 
analítica em zero, com a> O, e lp(h) = F_; 1 (h) - F:1(h), h E [O, h[ . 

Então as seguintes afirmações são verdadeiras: 

(i) Existe uma única l(h) = ◊'h[.C1 (h) + v'h.C2(h)], com .C1 e C2 analíticas 
em zero e .C1 (O) > O, tal que, se G é analítica em zero e tem a forma 
G(y) = by4 + O(x5), com b > O, e satisfaz lc = l, então a origem de 
(1) é um centro com função período T. 

(ii} O conjunto das funções analíticas em zero da forma G(y) = by4+0(x5 ), 

com b > O, que satisfazem lc = l, está em correspondência biunívoca 
com o conjunto E das involuções estritas analíticas. 

Mais concretamente, para cada u E E a função correspondente G é 
dada por G(y) = [L-1(y - u(y))]4 onde L(y) = yC1(y4 ) + y3.C2(y4 ) 

com .C1 e .C2 dadas em (i). 
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Dem. 
(i) Pelo Lema 3.2 

A1 (h) A2(h) , . 
lí,-(h) = •r.-i + •n com AI e A2 anaht1cas em zero e Ai (O) > O. 

vh3 vh 

Pela Proposição 5.2 a equação integral 

T(h) = fh ( A1(h - z) A2(h- z)) (B1(z) + B2(z))dz (5l) 
lo y"(h - z)3 + v'h - z v'z3 ffe ' 

possui uma única solução (B1 ,B2) analítica em zero com B1 (O) > O. 
Como em (32) na demonstração do Teorema 4.1, Bk, k = 1, 2, pode ser 

escrita de modo único como 

(52) 

com .Ck analítica. em zero, e nesse caso, C1 (O) = 4Bi (O) > O. 
Defluamos l(h) = v'h(Ci(h) + ../ii,.C2(h)]. 
Seja G analítica em zero da forma G(y) = by4 + O(x5) com b > O, 

verificando la = l . 
Considere o sistema (1) com função de Hamilton H(x, y) = F(x) + G(y). 

É claro que H tem mínimo na origem e portanto a origem é um centro para 
(1), e como 

lc;(h) = l'(h) (53) 

.~(C1(h) + vhC2(h)) + v'h(Ci(h) + 
1
/LC2(h) + ../ii,.c;(h)) 

4vh3 2vh 
Ci (h) + 4hC; (h) 3C2(h) + 4hC2(h) B1 (h) B2(h) = ---~- + ----~- = -- + --

4@ 4v'h W v'h ' 

{oh l'p(h - z)lc' (z)dz = {h ( A1 (h - z) + A2(h - z)) (B1 (z) + B2(z)) dz 
lo lo V(h - z)3 v'h - z v'z3 ffe 

= T(h), 

donde o centro do sistema tem função período T(h). 
Isto mostra a existência de l com as propriedades requeridas em (i). 
Suponhamos que exista 11 (h) = v'h[Z1 (h) + Af2(h)], Z1 e Z2 analíticas 

com Z1 (O) > O, tal que para toda G analítica da forma G(y) = by4 + O(x5) 

com b > O satisfazendo lc(h) = li (h), a. origem de (1) seja um centro de 
período T. 
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Então, com cálculos análogos a (53) obtemos 

l' (h) = l' (h) = Z1(h) + 4hZ; (h) + 3C2(h) + 4hC~(h) = B1 (h) + B 2(h) 
G 

1 4W 4v'h {/f3 v'h ' 

h - -
T(h) = f ( A1(h - z) + A2(h- z)) (B1(z) + B2(z))dz 

lo v'(h - z)3 v'h - z ,½3 fi ' 

e da unicidade de solução de (51) segue que 8 1 = B1 e B2 = B2 numa 
vizinhança de zero. 

Agora, da unicidade de representação de Bk na forma dada em (52) 
segue que Z1 = .C1 e Z2 = C.2 numa vizinhança da origem. A unicidade 
global segue então do princípio do prolongamento analítico [3], [5] e portanto, 
11 = l. 
(ii) Seja l(h) = v'h[.C1(h) + v'h.C2(h)] dada pelo ítcm (i). Seja u uma in­
volução estrita analítica. A Observação 5.2 garante que existe uma única 
função G analítica em zero, G(y) = by4 + O(y5) com b > O tal que 

lc(h) = c·:/(h) + G= 1(h) = l(h) e u(y) = y - sgn(y)l(_G(y)). 

Pela Observação 5.2, G(y) = [L-1(y - 11(y))]4. 

Por outro lado, dada G(y) = by4 + O(y5) com b > O função analítica em 
zero tal que lc = l, segue do Observação 5.1 que u(y) = y - sgn(y)l(G(y)) 
é uma involução estrita analítica. 

Novamente pela Observação 5.2, G(y) = [L-1(y- u(y))]4 . 1 

Observação 5.3 Se T, (B1, B2) satisfazem a igualdade (55) apresentada na 
próxima proposição, então aT, ( foB1 , foB2) também a satisfazem, qual­
quer que seja a > O. 

Proposição 5.3 Seja T(h) = -j;;(T1(h)+v'hT2(h)), onde T1 T2 são funções 

analíticas em zero com T1(0) > O. Então a equação integral 

tem uma única solução analítica (B1,B2) tal que Bi (O) > O. 

Observação: A unicidade no enunciado anterior tem o significado já men­
cionado antes em várias oportunidades. 
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Dem. Seja R > O tal que T1 (h) = L~o t:,hn e T2(h) = L~=O t~h" em 
[O, R). 

Unicidade de solução 
Suponhamos que B1(h) = L~=O b:,hn e B2(h) = L~=O b;h", h E [O, E) , 

seja solução de (55). 
Com operações análogas às usadas em (11) e (12) na prova do item (c) 

do Fato 3.2 obtemos 

T(h) = ~ [bbbàfó,o + I: ( L b}b}lf,i + L bfbJftJ)hk (56) 
k=l i+j=k i+j=k-1 

- ~ -3 -4 onde If.i• Ii,j• Ii,j• Ii,i são dados por (42), e usando o Lema 4.5, obtemos 

se k ~ 1. (57) 

t~ = ( I: b~b}f;~j + L b}bftt.;)· (58) 
i+i=k i+i=k 

! 

Como tà = t1(0) > O, segue de (57) que bà = (..Jf-) 2 > O. Com isto, o 
0,0 

sistema (57)-(58) é possível e determinado em (b:,)nEN e (b;)neN, donde segue 
a unicidade local de B1 e B2, e pelo princípio do prolongamento analítico 
segue a unicidade global. 

Existência de solução 
Sejam (b:,)neN e (b;)neN definidas por (57) e (58). 
Pela Observação 5.3, podemos supor sem perda de generalidade que 

tà = fJ,o e portanto bõ = 1. 

Segundo o item (ií) do Fato 6.1 temos fJ,n ~ ¼P(¼, ¼) e lJ,n ~ ¼P(¼, ¾), 
para n ~ l. 

Como as séries L~=O t:,hn e L~=O t;,hn convergem numa vizinhança de 
- j2 1 

zero, existe C ~ l tal que lt:,[ $ IJ,nC" e lt;i $ -ºf-cn+2, para todo n EN. 

Vamos provar por indução que lbkl $ Ck e lb%1 $ c•
4
+li, para todo k EN 

j2 .l ! 
Para k = O lb11 = 1 = c0 e ll#.I < ----W-C2 < º--' O O - 16/2 4 ' 

0,0 
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-3 

Para k = 1, usando os itens (ii) e (iv) do Fato 6.2 temos ~ ::; 2 e 
1o 1 p . 

~ < l portanto 
IJ,1 - 3, , 

c 1+½ ci+½ 
+--<--. 

12 - 4 

Suponhamos que a afirmação seja verdadeira para k = O, 1, • • • , n - 1, e 

provemos que ela é válida para k = n, onde n ~ 2. 
Usando o item (üi) do Fato 6.2 e as igualdades l;~j = lJ,; e TfJ = lJ,; em 

(57), obtemos 

< it~I + 2jb}l~l ill,i + 2jb~llbrl73.1 < c2[! + ! + _!_2] c2 
2Jl 1 ~1 - 2 ~ 16 < 

0,2 210,2 210,2 o 

cn ( ).,..,,/í,n-1 (n - 2) l?.n-2 cn IJ,n-1 
:S - + n - 1 v--- + ------- + --1-

2 2/J,n 16 2IJ,n 16 10,n 

cn[l ( ) 1 (n-2) 3 2]<cn 
:S 2 + n- 1 B(n - ¾) + ~ B(n- ¾) + 16 - · 

Analogamente, usando o item (iv} do Fato 6.2 em (58) obtemos 

16 cn+½ cn+½ cn+½ 1 
lb~I :S ,n ~ + (n - 1)--+ ---

16/J,n 4 4 3 

cn+½ [1 1 1] cn+½ 10 cn+½ 
= -- -+(n- 1)---+- <--- <--. 

4 4 4(n - ¼) 3 - 4 12 4 

00 00 

Isto prova a convergência das séries L b~zn e L b~zn numa vizinhança 
n=O n=O 

de zero. 
00 00 

Claramente, B1(z) = L)~zn e B2(z) = L b~zn satisfazem as pas--
n=O n=O 

sagens feitas em (56) e portanto resolvem (55) para z ~ O suficientemente 

pequeno. Também, B1(0) = bà > O. 1 
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Teorema 5.3 Considere o sistema (1) com f = g. 
Seja T(h) = i[T1(h) + JiiT2(h)], onde Ti e T2 são funções analíticas 

em zero satisfazendo Ti(O) > O. 
Então as seguintes afirmações são verdadeiras: 

(i) Existe uma única l(h) = v'h[C1(h) + JiiC2(h)] com L:1 e C2 analíticas 
em zero e C1 (O) > O tal que se F e G são analíticas em zero, com a 
forma F(u) = G(u) = au4 +O(u5

) com a> O e satisfazem lF =la= l, 
então a origem de {1) é um centro com função período T . Além disso 
se T2(0) > O então .C2(0) > O. 

(ii) O conjunto das funções analíticas em zero da forma F(h) = ah4+O(h5) 

com a > O que satisfazem lF = l está em correspondência biunívoca 
com o conjunto E das involuções estritas analíticas. 

Mais concretamente, para cada <T E E a função correspondente F é 
dada por F(x) = [L-1(x - u(x))]4 onde L(x) = x.C1(x4 ) + x3.C2(x4) 

com L1 e .C2 dadas em (i). 

Dem. 
(i) Pela Proposição 5.3 a equação integral 

T(h) = r ( B1(h- z) B2(h - z)) (B1(z) B2(z))dz 
lo {!(h - z)3 + ~h - z ~ + ffe ' 

(59) 

possui uma única solução (B1,B2) analítica em zero com B1(0) > O. 
Como em (32) na demonstração do Teorema 4.1 (e como na demonstra­

ção do Teorema 5.2), conclui-se que Bk, k = 1, 2, pode ser escrita de modo 
único como 

(60) 

com Ck analítica em zero e k = 1, 2 e .C1 (O) = 4B1 {O) > O. 
Também como na demonstração do Teorema 5.2 definimos 

l(h) = ~(.C1(h) + Jii.C2(h)] . 
Sejam F = G analíticas em zero da forma F(u) = G(u) = au4 + O(u5) 

com a> O, verificando lF =la= l. 
Considere o sistema (1) com função de Hamilton H(x, y) = F(x) +G(y). 

É claro que H tem mínimo na origem e portanto a origem é um centro para 
(1 ). 
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Também como na demonstração do Teorema 5.2 concluímos que 

l' (h) = l' (h) = l'(h) = Bi(h) + B2(h) 
F G W ifh' 

portanto, 

{oh l'F(h- z)lc' (z)dz = {h ( B1(h - z) + B2(h- z)) (B1(z) + B2(z))dz 
ln lo yf (h - z)3 ~h - z ~ efi 

= T(h), 

donde o centro do sistema tem função período T(h). 
Isto mostra a existência de l com as propriedades requeridas em (i). 
Suponhamos que exista 11 (h) = ifii.[::C1 (h) + M2(h)], I'.i e ::C2 analíticas 

com ::C1 (O) > O, tal que para todo par (F,G) de funções analíticas em 
zero e da forma F(u) = G(u) = au4 + O(u5 ) com a > O satisfazendo 
lF(h) = lc(h) = li(h), a origem de (1) seja um centro de período T . Então 
com cálculos análogos a (53) obtemos 

l' (h) = l' (h) = L\(h) + 4hl~(h) + 3::C2(h) + 4h::C;(h) 
F G 4@ 4iffi. 

e tomando B 1 e B2 como em (54) segue que 

e de modo análogo à demoustração do Teorema 5.2, da unicidade de solução 
de (59) e da unicidade de representação de Bk na forma dada em (60) decor­
rerá que 11 = l. 
(ii) A demonstração desta afirmação é exatamente igual à feita em (ii) no 
Teorema 5.2, bastando trocar G por F. 1 

Corolário 5.1 O sistema {1} não tem centro isócrono quando F e G são 
analíticas da forma F(u) = G(u) = au4 + O(u5) com a> O. 

Dem. Decorre imediatamente do Lema 5.1. 1 

Corolário 5.2 Seja T a função período de (1) quando F e G são analíticas 
em zero da forma F(u) = G(u) = au4 + O(u5), com a > O. Suponhamos 
que v'h.T(h) seja constante. Então lF(h) = lc(h) = aifii. com a> O. 
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Dem. Pelo Lema 5.1 
./iÍ,T(h) = Ti(h) + ./hT2(h) 

com T1 e T2 analíticas em zero e T1(0) > O. Sendo assim, se ./iÍ,T(h) é 

constante entoo T1(h) = T1(0) > O e T2(h) = O. 
Pelo Fato 5.1, 

e 91, 92 analíticas em zero. Além disso, IHh) = IG(h) = 8*3) + ªWl, onde 

B1 e B2 são analíticas em zero, com B1 (O) > O, dadas por 

Como Bk e 9k soo analíticas em zero, sejam Bk(h) = L~=O b~hn e 
9k(h) = L~=O~hn. 

Por (57) e (58) temos 

00 

= (bo1)
2J:oo +"' ( "' b!b\I' · + "' b~b

2I' -)hk , L-, L..J 1 J 1,J i_, 1 J l,J 

k=I i+j=k i+j=k-1 

00 

Ü = T2(h) = E ( L bfbJit + E b;bjffJ)hk 
k=O i+j=k i+j=k 

1 

Concluímos com isso que bà = (r;,<0>) 2 , b~ = O, Vn ~ 1 e b~ = O, Vn ~ 1. 
º·º 1 

Logo, B1(h) = bà = (r;lºl) 2 
e B2(h) = O; disto e de (62) ter unicidade 

o.o 
de solução decorre imediatamente que 91 (h) = a> O e 92(h) = O, e portanto 
voltando a (61) obtemos 
lp(h) = lc(h) = a~, a> O. 1 

6 Apêndice 

Neste apêndice estoo alguns resultados que foram usados na demonstraçoo 
de diversas proposições deste trabalho. Omitiremos a demostraçoo de quase 
todos eles por serem bastante simples. Algumas fórmulas e relações da 
funçoo r podem ser encontradas em [2], [7]. 

36 



Definição 6.1 Paro O<°'< 1,0 < {3 < 1 e i,j EN, definimos 
r i+o r +/3 

Ii,j(<l, {3) = r i+J+o+P) · 

Nota: r(s + 1) = sr(s), se IR, r(l) = 1, r<½) = ..,fo. 

Definição 6.2 Paro N EN*, q = 1, 2, · · · , N, e i,j EN, definimos 
w N-2n.._1 r(· 1 )r(j+~) 

I q - 2 rz 2i t 2j-~ tdt - >+, ':'í i, - JO sen COS N - r(· . N+'>•- ) · 
>J •+J+ 2N 

Definição 6.3 Paro i,j EN, definimos 

I- . . _ 2 r~ (2i-½J o 21 (JdfJ _ r(i+¼Jrü+½l 
,,3 - Jo sen cos - r(i+J+¾) , 

- J;!!: (2·+t) 2· r(;+i!Jr(j+l) l· · = 2 2 sen ' 2 Ocos J 0dB = • 2 •.i o r(i+J+¾J · 

Note que h,J = I},; e J;,1 = IJ.; onde IJ,; são dadas pela definição 6.2 com 
N=2. 

Definição 6.4 Paro i,j EN, definimos 

1-1 _ 2 (i (2i-l) (J (2j-l) (Jd(J _ r(i+¾JrU+¼) 
i,i _ Jo sen 2 cos 2 - r(i+i+½l , 

112 _ 2 d (2i-1J 8 (2i+!J OdfJ _ r(H¾Jr<i+¾l 
i,j - JO sen 2 cos 2 _ r(i+j+l) , 

l 3 . = 2 r~ sen(2i+½l ocos<2i+½J fJd0 = r(H¾}r(J+¾l· 
,,i Jo r(i+ i+~) ' 

I-4 _ 2 r~ (2;+1.i 0 (2J-l)fJdB-r(i+¾JrU+¼J 
i,j - Jo sen 2 cos 2 - r(i+j+l) . 

Fato 6.1 Sejam a,{3,-y,ó tais que O< a< 1,0 < {3 < 1,0 < 'Y < 1 e 
O < ó < 1 com 'Y + ó ~ a+ /3 e suponhamos que /3 ~ ó ou o:+ {3 = 'Y +ó+ 1. 

S . ( ó) 6 r -,)r 6 e3am p 1', = 2 . r -,+6 e 

{
4r(o-)r({3)r('y+ó) r(a)r({J)f('y+ó)} 

~(o-, /3, 'Y, ó)= max óf('y)f(ó)f(a + /3)' ,,r(--y)r(ó)f(a + /3) · 

Então 

(i) lo,o('Y, ó)= P('Y, ó). 

{ii} Io,nb, ó) :2: ¼Pb, ó), n :2: 1. 

(iii} 1t,n-(r,ó) < ,.J.....,.. 1 < · < n - l. 
lo,n -,,6) - (n-j) 1 - ] -
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(vi) 
1

1;,:~~/1 $ç(o:,fJ,1',ô)(n:j)' se2$j$n-l. 

(vii)~"º º·f $ ç(o:,fJ,1',ô)n, se O< 1' < 1,0 < 6 < 1 e n ?! 1. o.n j, 

( .. "} li,n-2(0,/3) < "( a ô.) · - 1 < 2 viu 1 ( 6) _ ., a.,,.,, 'Y, , se J - _ n - . 
O,n "Y, 

( .) l;n-; - 1(0,/3) < "( f3 •) 1 2 < · < 2 
ix 'Io,nb,6) - " CY., , 'Y, u (n-j-l) 1 se - J - n - · 

(iii) Temos 
71 . . 

(a) 
1
;-1,z ::5 1 para 1 $ j $ n - 1 

_ l,n-1 
Jl 

(e) --4!!-=-!- < 1 para n > 1. 
IJ,n - 4(n-¾) -

(e) 7
~n-H < 1 para n > 3. 
/3 - -
l,n-2 

13 
(b) 7~-• $ 2 paro n ?! 2. 

O,n 

(d) i'?,n-2 3 > 3 
11 < 4(n-il) para n - . 

0,n 4 

(iv) Para n ?! 1, temos 

(a) ~ < l (b) l?.n-1 = 1 Iln - 3· 16,n 4(n-¼) · 

Se O < j $ n - 1 então 
J2 

(e)~< 1. 
/1,n-1 

Dem. Faremos apenas a da afirmação (i), que é mais delicada. 

73 
-" l ! ( -" ! ) ½ ( .!!. l ) ½ (i) ~o = fo2 sen2 Ocos2 OdO $ J0

2 (sen2 8)2d0 J0
2 (cos2 0)2dO 

-" 1 1 71 

== 1 $ i $ J0
2 sen-2 Ocos-2 8d8 = T · 1 
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