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SUMARIO

Neste trabalho, apresentam-se extensdes de um algoritmo de
pontos interiores que minimiza funcdes lineares com restricdes
no formato Ax s b, para problemas com restric¢des canalizadas
(b” « Ax s« b } e para a minimizacdo de funcdes quadrdticas com
restricdes de desigualdade e restricdes canalizadas. Uma
aplicacdo destes algoritmos é feita em exemplo de anélise
estrutural. :

1 - INTRODUCAO

Métodos de pontos interiores tém sido objeto de muita
atencdo nos ultimos anos na Otimizagdo. Em geral, estes métodos,
a partir de um ponto interior ao convexo formado pelo conjunto
de restricdes,definem uma trajetdria de caminhamento para o
vértice solucdo, com a caracteristica de que os pontos da
trajetéria mantém-se no interior do convexo. Os métodos se
baseiam em transforma¢des mudanca de escala que equivalem a
resolver o problema de direcdes de busca em elipsdides, os quais
ndo favorecem nenhuma direcdo particular, além de projecdes do
gradiente escalado da funcdo objetivo,noc espaco de direcdes
factiveis contido neste convexo.

Um crabalho,em especial, que anunciou bons resultados
computacionais é devido a (Adler et al,1986), o qual explorou a
estrutura das restricfes no formato Ax s b.

Neste trabalho, na secdo 2, apresentamos o algoritmo béasico

que explora este tipc de restricgdes. Uma interessante
interpretacdo geométrica das direcdes de busca deste método,
encontrada em (Arenales e Balbo, 1991), permitiu prontamente a

extensdo do método para o caso de restricdes canalizadas, objeto
da secdo 1.



Na segdo 3, mostra-se que, a estratégia de resolucdo de um
problema com restrigdes canalizadas & andloga Aquela de
problemas com restrigdes do tipo Ax = b, A diferenga estd na
definigdo da matriz wudanga de escala e no tamanho do passo a
ser dado em determinada diregdo,definido pelas condigdes de
fronteira do problema (j& que agora limitantes inferiores e
superiores devem ser considerados) .

Na sec3o 4, exploraremos o caso de minimizagdo de fungdes
quadriticas com restrigBes de desigualdade e com restrigdes
canalizadas. Algoritmos andlogos a aqueles vistos nae segdes 2 e
3 830 entdo definidos. Este caso possui ampla aplicagdo em
problemas de engenharia estrutural, fato gque motivou o seu
estudo.

Finalmente na segdo 5, um estudo da eficiéncia destes
algoritmos é apresentado através de exemplo que trata do
comportamento ndo linear de wuma estrutura decorrente da
vinculagdo.

2 - O ALGORITMO DE ADLER/KARMARKAR/RESENDE/VEIGA

Nesta secdo revemos ¢ método encontrado em (Adler et al,
1986) seguindo um procedimento basicamente algébrico. A partir
dele é que deduziremos os algoritmos a serem vistos nas segdes
seguintes., Este, também é conhecido por método "Dual-Afim".

Consideremos o programa linear na seguinte formatagdo:

. . T
minimizar c %

sujeito a: Ax s b (1)

onde A € R"'", posto (A) = n. Introduzindo-se as varidveis de
folga temos: T
minimizar ¢ x

sujeito a: Ax + Iz = b, z 2 0 (2)
R Seja x um ponto interior, ou seja , Ax < b. Logo ,
z = b-Ax > 0. Considere a matriz diagonal formada
pelas varidveis de folga:
i -
i z, 0
VA =
0 z

Note que se redefinirmos as varidveis de folga por:
wa=2lz
a solugdo z & entdo transformada em e = ( 1,...,1 " Esta
mudanga de varidvel & particularmente interessante pois z,

préxime a zero & transformado em 1, ou seja, a sBolugdo factivel
(x,z) & transformada em (x,e). Assim teremos o seguinte problema
equivalente a (2):

minimizar ctx
Bujeito a: Ax + Z w = b (3)
w a0
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2.1- DETERMINAGAO DA DIREGRO:

para melhorarmos a solucdo x, o problema (3) ter4 papel
central na determinagdo da direcdo adotada.. Para 1isto,
introduziremos agora as dire¢8es factivels a serem adotadas, as
quais denotamos por:
d={dx]
d
w

Note que uma diregdo factfvel para o problema (3) deve
pertencer ao niicleo de (A,Z), ou seja,

5-1
A+ 2d, =0 = d =- 27 Ad. (4)

Note de (4) que d_ a ser escolhida adiante deve pertencer

ao espago imagem de [2'1A], cago contririo uma direcHo
infactivel seria gerada.
Admitindo que d € Im(2 'A), podemos expressar d, em funcio

de d usando-se a segu1nte estratégia:
-’lAd +d=0 -

INE AT Ad +d) =0 =
a 15 PR

= - A2 °A) A Z "a . (5)

w
Mostra-se facilmente que a matriz (ATi'lA] &€ definida
positiva, uma vez que postof{A) = n.
Para que dx seja uma direcdo de descida, isto 6,
(x + edx)~ < ch,
devemos ter Cde < 0.

Entdo
c'd = - (CT(ATZ-ZA]—lhri_l)dw= - {z27'a [ATZ-ZA]-lc)wa
tem o valor mais negativo quando: .
a, = 27'a (a'z7%A1 e (6)

Note que (6) & uma escolha possivel para d pois pertence
ao espago imagem de [Z Al . Substituindo (6) em (S) obtemos:
1

a, = - [ATZ'ZA)' c. {7)

a qual & a direcdo a ser usada.

2.2- DETERMINAGCAO DO PASSO.

A nova solucgd3o a ser adotada & dada por:

[

onde dz’ -Ad‘ ( diregcdo factivel para o problema (2) ).

N X
—_—
+
-~
—
o o
~ X
—_—



Para pregervarmos X + ¢ dx no interior da regido de

factibilidade, devemos ter:
zZ o+ € dl > 0= € < - | z, / (dz)1 1] se { dz)1 < Q.

Portanto calculamos o valor limite:

a=min { - (2 / (d,), ) se (d), <0}

i

e uma heurfistica adotada para a escolha do passo é: ¢ = 0.95 a.
Caso dz 2 0, entdo o problema (1} ndoc tem soluglo Otima

finita, uma vez gue dx & diregdo de descida ( a matriz
(a'272A)"' & definida positiva ) e ¢ pode ser arbitariamente
grande.

2.3- ALGORITMO:

Ap6és as considerag¢des anteriores podemos enunciar o
seguinte algoritmo:
Encontre x? . tal que ax’ < b e 2 = b - Axo, k = 0.
Enquanto { critério de parada nio satisfeito }

Calcule a diregdo:

faga:

T1,-2 -1 k k
dx = -~ [A zk Al "¢, onde zk = diag[zl,....zn]
d = -Ad
4 X
Calcule o passo:
. z:
a = min { - _Ta:TT s (dl)i <0}
€ = 0.95 «a.
Atualize a solucgdo:
x'Hl = xk + €4
l Zk"\l - 1 + €d
k €k + 1,

Un processo para determinar uma solugdo inicial xo é

discutido em Adler e outros; e um critério de parada utilizado
foi: ’
Ilse
| ! e’ x* | / wmax{ 1, | chkl } < tol

entdo o processo iterativo é interrompido, onde tol & uma
tolerdncia positiva e pequena escolhida a priori."

OBSERVAGAO:

Em f{(Arenales e Balbo, 1991), este método foi deduzido a
partir de uma motivagdo basjicamente geométrica,

A diregdo d, = - U\TZ'{'ZM'l (ou mdltipla desta) é obtida
regsolvendo-se o seguinte problema:
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minimizar ¢ (% + d,)

sujeito a: a [A'Z77A) 4 51 (8)

onde dI (AT272a) d, = 1, define um elips6ide centrado em X,

inteiramente contido na regido de factibilidade. Veja a figura:

‘\\\\\\\\\\\\\\\\\
e
N

<

figura 2.1- Elipse centrada em x inteiramente
contida na regido de factibilidade

3 - EXTENSKO PARA RESTRIGOES CANALIZADAS

Na seg¢3o 2, um método de pontos interiores fol deduzido
explorando-se a estrutura das restrigdes no formato Ax = b,

Aquele método, estepdido para a estrutura de restrigdes
canalizadas : b < Ax s« b , fol também deduzido em ( Arenales e
Balbo, 1991) e serd visto nesta secgéo,

Considere o programa linear com restri¢des canalizadas:

minimizar ¢ x
gujeito a: b's Ax s b,

com A € R"*" e posto(A)= n.
Analogamente ao estudo anterior, a direglo dx pode ser

obtida pela resoclu¢fo do problema (8), onde 2 agora & dado por:

Z = dlag [z .,i.] e

1t
+ -

51 = min{ i‘ - b;, b, -z, }i i=121,...,m,.

Assim, conforme (8), o elips6ide estd inteiramente contido
na regifo de factibilidade.

3.1- TAMANHO DO PASSO

Para preservarmos X + ¢ dx no interior da regifo de
factibilidade, devemos ter z + ¢ d, > 0 e entfo ¢ deve ser

escolhido levando-se em conta limitantes inferiores e superiores
do problema:



o' = min (- (z,- b])/(d,), tal que (d,), <0},
2 . + =
a® = min { ( b - z‘)/(dl)i tal que (d,)

€ = 0.95 min { o' ,of )

P 0 L

3.2- ALGORITMO PARA RESTRIGOES CANALIZADAS:

Encontre x' tal que b’ s ax® < bt, 2% = ax®, x 0.

Enquanto { critério de parada ndo satisfeito } facga:

Calcule a matriz Zk = diag [il,...,im] onde

- k - + k
z, = min{ z, - b‘, b' -z, }Jii=1,...,m

Calcule a diregdo:

Calcule o passo:

1 k -

o = min {- (z;- b/)/(d,), tal que (d,), <0 }.
2 . k

a° = min { { b:- 21)/(dz)1 tal que (dz)1 >0 }.

€ =0.95 min { o ,d® }

Atualize a solu¢do:
x'“l o xk + € dx : zIHl = zk + € dz ;
kK ¢k + 1.

4- METODO DUAL-AFIM PARA PROBLEMAS QUADRATICOS.

Nesta se¢do, pretendemos desenvolver o método dual-afim,
explorando  fungdo objetivo quadrdtica e sequindo um
procedimento andlogo a aquele visto na segdo 2. Veremos que a
diregdo utilizada pelo método desenvolvido aqui & semelhante a
direg8o utilizada pelo método dual-afim.

Vale observar que, fungdes objetivo quadrdticas sdo
frequentes em problemas de engenharia estrutural formulados via

método da energia, por exemplo. Daf, a importlncia de estudar
o método desta secgdo.

Considere o seguinte problema:

minimizar u(x) = IIZxTQx + ch

sujeito a Ax = b

onde Q & simétrica e definida positiva.
0 problema acima é equivalente a:

minimizar ui{x) = 1/2xTQx + ch

sujeito a Ax + z = b, z 2 0
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Para este problema as condigdes de Karush-Kuhn-Tucker s&o:
AX + 2 = b, z 2 0 ‘
ATw a Qx + Cc, wao (9)
ZWe = 0
onde 2 = diag(z1) e W= diag(wi). Estas , ser8o importantes

para se definir um critério de parada, a ser visto.

4.1- A DIREGRO DE BUSCA.

Iniciando-se com uma solug3o interior x e considerando-se a
aproximagdo linear para a fung3o objetivo em torno de x,

u(x + d,) = u(x) + VU(i)dx,
uma direcdo de descida pode ser determinada resolvendo-se o
seguinte problema: -7
minimizar Yu(x) dx

sujeito a dI (aTz72

A]dx. (10)
onde z = b -Ax e Z = diag(ii).

Note que, o problema (10) é um problema linear eqﬁivalente
ao problema (8) da segdo 2, sua solugdo entd3o & dada por:
dx - - [ATZ-Z 1
que explicitamente é:

AT vu(x),

a, =- (ATz72a1 7 (Qk + o) (11)

4.2-NOVOS PONTOS. )
Ap6s determinada dx em (11), numa iteracdo k:
calcule d = -Ad_;
4 X

calcule w* = i;zdl . Esta definiclo de Wk (denominada

estimador dual de (9)), encontrada em (Chandru e Kochar,1986)
serve para avaliar (9), definir W_e nos Bserd util para a
definigdo de um critério de parada.

08 novos pontos serdo determinados por:

xk” = Xk + € dx,'

z'”l = zk + € dz,

com ¢ definido a seguir.
4,3- TAMANHO DO PASSO.
Considerando-se 0 < a < 1, calcule:

€ = o min{ -z:/(dz)1 tal que (d



e, = (- tarT @+ e/ (@) aain;
tome € = min { el,ez)

4.4~ CRITERIO DE PARADA.

Um critério de parada semelhante a aqguele encontrado em
{Fang e Tsao, 1992) pode ser enunciado:
Se

S A VR I o ;

1) | ATW - /el v+ 1 <a
iin) (2597w < a

onde o

p i
i
09 e oo sdo pequenas tolerdncias positivas, pode ser
ugado como critério de parada.

Seguindo-se estes procedimentos, um algoritmo andlogo ao
enunciado na se¢8o 2 pode ser enunciado.

4.5- EXTENGKO PARA RESTRIGOES CANALIZADAS,

Um método para se resolver o problema:

minimizar u(x) = l/szQx + ch

sujeito a b’s Ax s b’

onde Q ¢é simétrica e definida positiva, pode ser enunciado
explorando-se conjuntamente, todo o trabalho feito nas se¢des 2,
3 e 4, o que ndo faremos aqui.

5- APLICACAO EM UM EXEMPLO DE ANALISE ESTRUTURAL.

Uma das vantagena do algoritmo proposto para problemas
quadrdticos com restrigdes canalizadas €& a resolugdo de
problemas de andlise do comportamento estrutural nfo-linear. Um
exemplo consiste na ndo-linearidade introduzida pelas condig¢des
de vinculac¢3o, ou problemas de contato.

Neste item apresenta-se uma aplicac¢8o simples que consiste
na andlise est&tica de um pértico plano (v.fig.5.1) sobre o qual
impde-ge uma restricdo ao deslocamento correspondente a um grau
de liberdade.

figura 5.1- Pértico plano
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Este problema pode ser colocado na segquinte forma:

minimizar l/2xTQx + ch

sujeito a b's Ax = b"
onde:
- Q & a matriz de rigidez global do problema, Q € R7‘7;
- ¢ é o vetor de forgas nodais equivalentes, c € R7;
- x é 0 vetor de deslocamentos nodais, x € R7:

- A € R”7 & uma matriz de restrigdes para os deslocamentos;
+

- b, b s3c limitantes inferior e superior, respectivamente,
para os deslocamentos, b e b e R7.
As matrizes Q, A e os vetores c,b e b* sdo dados a seguir:
c' = (p/2,PL/8,0,P/2,-PL/8,0,0)
(b)7 = (-1e5,-1e5,-1e5,-1e5, -PL/8, - 1e5, - 1e5) ;
()7 = (P/2,PL/8,1e-5,P/2,1e5,1e-10,1e-10) ;
A & a matriz identidade;

12 6L 0 -12 6L 0 0
6, 412 0 -sL 212 o 0

0 0 12 0 6L -12 6L

0 - = 12 -6L 0 12 -6L 0 0
L 2 2

6L 2L 6L -6L 8L -6L, 2L
0 0 -12 0 -6L 12 -6L
0 o e, o0 212 -6, a1l

Observe-se que a matriz Q foi montada desprezando-se as
deformagdes axials das barras e que neste primeiro caso a
varidvel x, tem deslocamento livre em sentido negativo.

Utilizando-se o método citado com a golugdo inicial

x' = (0,0,-1,0,1,0,0)

a resposta obtida foi:

X, = 9.7599454369%e-11
x, = 4.3399225830e-11
Xy -3.1250803943e-02
X, 7.2916568051e-02 (12)
X = 6.2500699306e-02
X, = -6.8468506686e-16
X, = 6.2678809136e-12

Acrescentando-se ao problema a restrigdo, -2e-2 < x, s 1e5

3
e utilizando-se a solugdo inicial,

x* = (0,0,-1e-3,0,1e-3,0,0),



a resposta encontrada foi:

X = 6.1697127633e-12
X, = 2.5365751788e-12
Xy = -1.999999988413e-02
Xy = 5.4166661671e-02
Xg = 1.9999996993e-02
X = -1.5060760494e-18
Xy = 2.76091727447e-13

Numa segunda situacdo, acrescentando-se ao problema a

restrigido, -3e-2 < X, s leS5 e utilizando-se a solugdo inicial,

x' = (0,0,-1e-3,0,1e-3,0,0),
a resposta encontrada foi, naturalmente, mais préxima daquela

obtida em (12), quando consideramos o deslocamento em Xy

desimpedido.

7- CONCLUSAO;

A extensdo do algoritmo de pontos interiores com restrigdes
canalizadas para o caso da minimizagdo de fung¢des quadréticas
pode conduzir a bons resultados no campo da andlise de
estruturas. Em particular, a partir do exemplo estudado, o
algoritmo apresenta-se como alternativa vidvel para o estudo do
comportamento ndo-linear de estruturas devido A& restrigdes
limitantes de certos graus de liberdade.
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