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Resumo

Neste trabalho fazemos uso de uma regra de parada mondtona através da repre-
sentagio semimartingal dos processos de contagem envolvidos nos processos de falha,
para determinar o tempo étimo de garantia que minimize o custo de garantia esper-
ado por unidade de tempo assintético, sob uma politica tipo pro refe. Consideramos
que o processo de falha do produto segue um modelo geral de falha como em Block,
et. al. (1985), porém, os processos de falha do tipo I e II tem processos de intensidade
estocésticos.

Palavras chaves: Regra de parada étima, modelo geral de falha, semimartingal

regular ou SSM, politica de garantia pro rata.

1 Introdugao

Na teoria cléssica da confiabilidade o problema da otimizagao dos custos de garantia para
um sistema coerente séo analisados sem considerar o relacionamento entre o sistema, € seus

componentes, isto ¢, através de uma abordagem denominada na literatura existente de



caixa preta. Sob tal aproximagio, Block, et. al. (1985) descreve o modelo geral de falha.
Neste modelo o processo de falha do sistema apresenta dois possiveis tipos de falhas na
idade t: falha do tipo I, reparavel minimamente, isto é, reconstitui-se a sua taxa de falha a
condigdo imediatamente anterior & falha, e falha do tipo II a qual é catastréfica e portanto
ndo repardvel. Os processos de falhas relacionados com os tipos de falhas sdo processos
de Poisson nio homogéneos com taxas de falhas deterministicas. Neste artigo analisamos
uma generalizagio deste modelo, considerando que as taxas das falhas do tipo I e II sédo
processos estocasticos. Esta aproximagio permite-nos observar um sistema coerente ao

nivel de seus componentes, ou seja através da filtragem G = (G;):»0,
G={1mon i=1, 2., m 0<s <t
onde T;, i = 1,--- ,m séo os tempos de vida dos componentes do sistema.
A partir da representaciio semimartingal dos processos de contagem envolvidos nos pro-
cessos de falhas considerados é possivel definir, sob certas condigdes, uma regra de parada

6tima baseada em uma classe apropriada de tempos de parada, como é descrito em Jensen
(1989) e Aven e Jensen (1999).

Neste artigo representamos o custo de garantia e do ciclo de operagao sob garantia derivados
de uma politica do tipo pro rata através de semi-martingais regulares e utilizamos a regra
de parada ILA (Infinitesimal-Look-Ahead) para determinar o tempo 6timo de garantia que
minimize o custo de garantia unitario esperado por unidade de tempo assintético, para um

sistema coerente observado ao nivel de seus componentes.

2 Notacao e suposigoes
Neste trabalho consideramos as notages e suposigdes descritas abaixo:

e () o custo (fixo) por unidade pelo servigo de garantia;



e () o custo por reparo minimo por unidade,C; > Cp;

e C, o custo por falha do tipo II por unidade, C; > Ci;

Cy o prego de venda por unidade, C, > Ci;

A processo de intensidade das falhas do tipo I;

M processo de intensidade das falhas do tipo II;

e w comprimento do periodo de garantia a oferecer;

Zw Custo de garantia por unidade, para um periodo de garantia de comprimento w;

X o ciclo de operacdo sob garantia para uma unidade;

e 7 tempo até a primeira falha do tipo II de um produto novo;

N} o nimero de falhas do tipo I no intervalo (0, ¢, com a representagéo semimartingal

regular (SSM),
t t
N! =f Ads + M} com E{f )\ids} < 00, Yeso-
0 0
e N o0 nimero de falhas do tipo II no intervalo [0,¢], com a representagio SSM,

t t
N =/ Alds + M}" com E{/ z\fds} < 00, Vio.
0 0

M a classe de martingais integrdveis de média zero;
e [.I indica processo uniformemente integrdvel;
e a Ab=min{a,b}; e Vb=max{a,b}.

Supomos que na idade ¢ um sistema pode experimentar um de dois tipos de falha: falhs
do tipo I, reparédvel minimamente, ou falha do tipo II, nfio repardvel. Assume-se que o
sistema é coerente e é observado ao nivel de seus m componentes, com tempos de vida T;,

i=1, 2,..., m, definidos em um espago de probabilidade completo ({2, F, P). Observamos
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também as marcas V; = 0,1 indicando o tipo de falha (I ou II, respectivamente), através

da filtragem F = (F)¢>0,
Fi= {1{T5>3}7 i=1! 2"": m, ‘/-!=0311 DSSSt}a

uma familia de sub og-dlgebras de F satisfazendo as condigies de Dellacherie, isto &,
crescentes, continuas & direita e completas. Supomos que os processos A e AU sio Fi-
progressivamente mensurdveis, M, M € Mo, séo U.I, e T é um tempo de parada finito,
totalmente inacessivel, com E[r] < co. Portanto, o processo pontual 1(,<; tem a seguinte

representacio SSM,
t
Lirsy = f > Xads + Mip,, Miy, € Mo, U, (1)
0

enquanto que o processo N! parado em 1, isto é, NJ,,, tem a representacio SSM dada
por,

3]
NL = fo Lirsay\lds + ML, ML, € Mo, U.L. @)

3 Otimizacgao usando a representagdo semimartingal

3.1 Regra de parada monétona

Segundo Jensen (1989), uma regra de parada é uma estratégia que determina o tempo de
parada com respeito a toda a informagao passada sobre um processo aleatério. Assim, as
regras de parada podem ser identificadas com tempos de parads, e portanto, sob condigdes
apropriadas, pode-se descrever como o primeiro instante no qual o processo observado atinge
o supermartingal minimal dominante. Neste trabalho consideramos a chamada regra de
parada ILA (Infinitesimal-Look-Ahead) que corresponde ao primeiro instante de entrada,

de um processo observado, em um conjunto Borel conhecido e fixado (Jensen, 1989).

A regra ILA é aplicada & processos Z = (Z;)i»p 0s quais admitem a representagéo semi-
martingal regular (SSM),
t
Zy=2Zo+ f feds + M,, 3
0
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onde E|Zy| < oo, (fi): é um processo progressivamente mensurdvel com E [ f(: | f,lds] < 00,
Vis0, € M, um martingal integrdvel de média zero. Usamos a notagdo Z = (f, M) (Aven e
Jensen, 1999). Tais processos sdo definidos no espago de probabilidade completo (2, F, P),
com a filtragem F = (F;);>0. Segundo Aven e Jensen (1999), se 7 > 0 é um Fi-tempo de

parada finito com E[Z,] > —oo e CF é a classe de F;-tempos de parada finitos,
CF = {9:9 ¢ Frtempo de parada, 9 <, Blr] < o0, E(Zy] > —oo}, (4)
Seja Z = (f, M). Sob a condigao (caso monétono),

{£20} € {fun <0} Vurenr, U{f <0} =1, (5)
£20
a regra JLA é dada por,
g=inf{t>0: f:SU}. , (6)
Segundo Aven e Jensen (1999), se o martigal M é uniformemente integravel e se (fi)i>0

satisfaz o caso mondtono entao,
E(Z] =sup{E[Zs] : 9 € o}, )

onde £ é a regra ILA.

3.2 Problema de otimizagao

Nosso objectivo é determinar o periodo 6timo de garantia w > 0 que minimize o custo de
garantia esperado por unidade de tempo assintético K (w), dado por

_ Elz.)
E[XW]

Assumindo que Z, e X, tem representagGes semimartingais regulares, procuramos um

K(w) (8)

Fi-tempo de parada ¢ numa classe apropriada de tempos de parada,
CF = {W : W é Fi-tempo de parada, W < 1, E[r] < 0o, E[Xw] < oo}, )]

tal que
Kopim = K(¢) = inf{K(W) : W € CF}. (10)
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Suponha que um produto novo é fornecido com um periodo de garantia w e que 0 processo
de falha deste produto corresponde a0 modelo geral de falha (Block, et. al., 1985). Durante
o periodo de garantia as falhas do tipo I sdo reparadas minimamente até a idade de uso w
ou até o tempo da primeira falha do tipo II, o que acontecer primeiro. Uma falha do tipo
IT (catastréfica) ocorrida na idade 7 < w produz o término da garantia e a devolugdo de

uma quantidade R(7), definida por,
aT 1 1
R(r) = k- Cp(1= 20 ) 1pguy =k Gyl = @) ruy + & - Coor(= = Npew (1)

onde 0 <k <1,0< a <1 Além dos custos por reparo ou falha no periodo de garantia,
cada unidade vendida sob este servigo leva um custo adicional de Cy < C;. Entéo, o custo

de garantia de periodo de comprimento w, é
1
Zu=Co+ CiNL,, + R(r) = Co+ CiNL,, + k- Cp(1 — a)Lrgup + & - C‘,,a'r(% = D psur
(12)
Para a representagio SSM de Z,, note que em {7 < w},
1 1 vl pl | _ 1 1 vl
(; - E) = .[r Fds = A ;1(,5,}!18, e entao, T(; — E) 1{.,-5',,) = ‘/0 FTl{,-s.)dS + 0.
(13)

com parte martingal igual a zero P-q.c. Logo, das equagdes (1), (2), e (13), temos que a
representacdo SSM de (12) é,

. 1
L= CO +/ [1(.,.).} (Cl’\i +k- Cp(l - O')/\il) +k- Cpas—le(fs,}] ds+R,, R, € My, Uulr.,
0
(14)
onde o martingal R, é igual a
R, = ClMiA'r +k- CP(]' - a)MSI\T (15)

Desde que s6 tempos de parada W com W < 7 séo considerados podemos simplificar a

ltima integral em {r > w} por,
Zy=Co+ f Lrsa [Ci + k- Cy(1 - )Ml ds + Ru, Ry € Mo, UL, (16)
0
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com
E{ j; Yot [cl M+ k- Cy{l— a)Ail] ds} < 00, Va0,

Entdo podemos escrever Z,, = Z = (f, R), onde o processo f,, é igual a fi, = 1(rsu} [k-
Cy(1 — o)Al + cl,\:u].

O ciclo de operagao sob garantia por unidade vendida é dado pela varidvel X, = wA 7,

com a representagio SSM dada por,
w
Xo=wAT= ] 1{r>5yds + 0 (17)
0

Observe que a parte martingal de X, é zero P-qg.c. Logo, podemos escrever X,, = X =

(g,0), onde o processo gw = l{r>w}-

Seja o processo
Tw = le\f,, +k- Cp(l - a) “i wE [On T) (18)

Tinf = inf{rw(w), 0<w<r{w),we Q} (19)
Note que 7y = fu/gw em {7 > w}. Segundo Aven e Jensen (1999), se R, é uniformente
integravel, e E[Zy — Tint - Xo] = E[Co — 7ing - 0] = Cp > 0, entdo Kopyig é limitado pelas
quantidades k; < Koptim < ku, onde,

Co+k-Cy(1-a)+ C’IE{ IN ,\gds}

C
0< k= — + i, € by = K(7) = ity

k=g (20)

Teorema 3.2.1. Seja o processo T, definido em (18) e os limites k; e k, dados em (20).

Suponha que ry, é (ki, k. )-crescente P-q.c. em w € [0, 7), isto é
para todo w € [0,7) e h € RY, 7y, = ki implica ry+n 2 Ty A ky. (21)
Entéo, o tempo de parada 6timo é ¢ € CF, tal que
¢ = Wy, AT, cOM wz:—-inf{wzo: rwzz} (22)
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Co+ CLB{ [;*"" Mds} + k- Cyl1 — ) P(r < w,)

E{f:’ 1{.,-),}ds}

Tint = inf{:z: >0: < I} = Koptims

(23)

Prova. Com o fim de aplicar a regra ILA apresentada em 3.1, sob as condigbes da Segdo

2, consideramos os processos Y.Z, para = € |k;, k], dados por,
Y:=z-x,,,—zw=-co+f heds + P, € My, U.I (24)
0

onde hf = 175, [:c - (Cl)\f, +k-Cp(l — a)/\f,’)], e o martingal P = (P,)w, Py = —Ru,
com R, dado em (15). Em {7 > w}, hZ = = — ry e por (21), satisfaz o caso mondtono

para w € [0,7) e z € [k, k], assim, a regra de parada ILA, p,, dada por
p==in.f{w20: I—TWSO}/\T
=inf{w20: Tw _>_:c}/\1'
=w, AT (25)
é 6tima e E[Y?] = sup{E[Y}7], W € CT} para cada z € [k;, ky). Por definicio, p, € CF e
pela condigao (21), (22) e (25), ¢ = PKopym- Além disso, E[Y]] = z - E[X,] — E[Z,], em

particular para £ = Kopim, € w € [0,7),

E[Yfaptim] = Kopﬁim . E[Xtu] - EIZ,,,] < sup E[onptlm]

we(0,7)

sup E [Y,{f“‘““‘]
wecCt

—s E[YcKepllm]

= Koprim * E[X(] — E{Z(]
=0.
Logo, para w € [0,7),

i Se 0 < ki < £ < Kypum, entdo para todo w € [0,7), E[YZ] < E[Yf“"“"’] <0,e

portanto, E[Y] = sup E[YZ] <0.
welf0,r)



i. Se ky = = > Koptim, entdo para todo w € [0 T), EYZ] 2 E[Yf *rim] e portanto,
E|YZ]= sup E[YZ]> sup E[Yu ""“"’]

wel0,7) wel0,7)

onde, {7 < p,} = {7 = pz} = {7 < w.}, logo

y’:; =$'XP= _Zp=
=z-p — [Co+CiIN], + k- Cp(l — @)l rcu,)] (26)
Assim, de i., . e {26), conclui-se que
Tinf = inf{:r: >0: E{Y’] > 0}

Co+ CiE{ [3="" Nids} + k- Gy(1 - @) P(r < w,)

E{J;)w’ 1{,>,}ds}

€ (= Phopum = Wrpe N T L

= inf{z >0: < :z:} = Koptim

Um caso particular de (12) é quando k- C, = C; > C) e a = 0. Nesse caso o custo de

garantia por unidade se reduz a,
Zy = Co+ C1Nyp, + Calir<u}s (27)
com a representacio SSM igual a, -
Zy=Co+ /0 ’ 1> [C1 A, + C2Al)ds + My, My, € My, U, (28)
onde o martingal M = (M,,)w>0 é dado por
M, = M, + CoMy,,, (29)

e E{fnw 1> [C1AL + C’z)\lsl]ds} < 00, Vy3o. Entdo Z, = Z = (f, M), com o processo
fu = Yrsu)[CLAL, + C2AL). O processo 7, fica igual a 1, = C1AL + CoMl, w € [0,7) e
Koptim é limitado pelas quantidades ki < Koptim < ku, onde,

Co+ ClE{fJ )\ids} + G,
k= B .

(30)
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O tempo 6timo de parada é ¢ € CF, tal que

¢ =wg AT, comuw, = in.f{w >0: CAL + Co)I > a:} (31)

Eadk C,E{ el Agds} + CoP(r < w,)
E'{f[)m’E l{f>,}d5}

Linf = inf{:c >0: < $} = Koptim, (32)

3.2.1 Exemplo

Considere um sistema coerente com m = 2 componentes em paralelo e a estrutura de custo
dada em (27). Suponha que os tempos de vida dos componentes, T e T3, sdo tais que
Ty = Zi AN Zyy, To = Z3 A\ Zyp, onde Z), Z,, e Zjp sao varidveis aleatorias exponenciais
iid, com taxa de falha r(t) = 3, ¢ > 0, as quais descrevem os tempos quando o sistema é
atingido por um de trés possiveis choques, causando falha do componente 1, 2 e de ambos
componentes a0 mesmo tempo, respectivamente. O tempo de vida do sistema é T =Ty VT3

e o processo de intensidade do sistema é
Mlirsy = Blirsg + Bllin<emsy + Lim>e<y]
= Blirsy + Blizisy[lizicuzion + Lizistz<n)-

Se uma falha do tipo II acontece quando o sistema em operagao é atingido por um choque
associado a Zjz, e uma falha do tipo I quando a falha é causada pelos choques associados as
varidveis Z, e Z,, entdo 7, o tempo da primeira falha do tipo 1I, é igual a Z;2, e enquanto

Zy2 > t, as falhas do sistema sao do tipo 1. Assim, temos que,

Mz>t = Blizusylizienzasg + Lzt zazn) € M1 zasg = Blizu>y-  (33)

Sob as condigdes anteriores, assume-se que observamos os tempos de vida dos componentes
e 0 tempo no qual o sistema é atingido por um choque associado a Z,, isto é, o indicador

do tipo de falha é V; = 1;z,,5¢), através de (F,)i>0 com

Fo={l@msam i=1 2 Lz 0S8 St}
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Dc . 28) e (33) temos,

E[Zw] =Co+ E{/{; ﬁ1(2u>a}[1(21_<_s,23>:} + 1{Zi>a,ZaSs}]d3}Cl + P(Zu < w)Cz

=GCo+ (1—e)C, - g(l —e )0 + (1 - e7P) 0y, (34)
e de (17),
ElX.] = jo ¥ P21 > s)ds = _/; ¥ ePigs = %(1 e (35)
Logo,
E{Z3,,) = E|Zu] = Co+ 301 + G, € E[Xz,] = E[X.o] = 1/5. (36)

Entao, por (30) e (36), o limite k, = B3(Cy + %Cl + C3). Pelo teorema 3.2.1, em {Z2 > w}

temos que 7y = B[1{z,azcw<z;vz,) C1 + G2, isto §,

Cs, " se0<w<ZINZ
Fo = ﬂ 2 1 2 (37)
ﬁ[cl-*-Cz], se ZZynNZaSw< 1V 2,

Logo, para todo wy < wy € [0, 212}, Tw, < Tuw,, portanto r,, tem realizacies P-q.c. ndo
descrescentes. Por (20) e (37), temos que o limite k; = B(Co + C2). Assim, com Cp < C},
ry também satisfaz (21), como pode ser visto na figura 1.

Para achar a solugdo étima sé é preciso considerar valores de = € [k, ky]. Seja ryyp =
B(C1 + C3). Pode acontecer que 74y, < ky 0U T4y, > ky, entdo, consideramos os seguintes

Casos:
a) Teup < ku, Co < C) < Oy, isto ¢, 2C) < Cp < Ci. Sob esta condigdo temos,

a-1) Se B(Co + C2) < = < Tgyp, entdo wy = Z; A Z,, € considerando que em {Z;2 > w},
Tw =Teup 5 21 A2y Sw < Z1 V Z,, entdo 215 > Z; A Z, e portanto p, = Z) A Z,.

Neste caso, temos

(Z1AZ2)A 212
E[Z,)=Co+ CIE{/ Bl1l¢z,<s,2258) + 1{Z;>J,nga}]d3} + CoP(Zy2 € 71 N 2Z5),
)

(38)
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revs.we [0,23)

T
+ 4 ‘. ----------- ?———_Q
= | : E
T : .
* i e s
= | : :
e .
[ min{Zy, Zo} max{Z,, 23}

Figura 1: Processo r, no exemplo 3.2.1

onde

P(Zyy < Zi A Z5) = / P(Z A Z, > 8)Be~"ds = / Be~%1ds = % (39)
0 0

E{ /0 O L rsazo + Lizoszsnlds) = B{ /Z ) pds} + B /Z ” pds} =0.
(40)
Enquanto que
E[Z, A Z,) = E{'/;zl l{z,>,;ds} = L‘“{L‘“ e“ﬁ'ds}ﬂe"ﬁudu = _;—3’ (41)
Entéo, de (38), (39), (40) e (41)
E[rz]= 5“;—3 - (Go+ %cg) =0= g, = (260 + -3-02). (42)

Esta solucao deve satisfazer a condigéo a-1),

Co+Cr<2Co+ 30, S G+ Gy 2GS Co < 301+ 5Cn,

12



2
¢ mais a condigdo a) obtemos que, =, = B(2Co + 502) e Pz, = Zy N2 se

2 1 1 1 c s
501 \" 502 <G < Ci A (ECJ + 602), isto e, se

1 2 1 1 1

302G < Co e 3C1V 502 <G < (501 + -60’2). (43)

a-2) Se rp < T < ku. Neste caso, w, = 0o e portanto p, = Ziz, logo z;, = ku e
Pz, = Zya.

Sob as condigdes em &) e dos resultados em a-1) e a-2), temos que z;, < z;,, logo se (43)

é satisfeito entdo Kopiim = 5, € ( = Z1 A Z», do contrario Koptim = 2, € ( = Zp2.
2
b) Teup = ky, Co<C < C,, isto é, Cy < §C]..

Sob esta condicdo temos que para todo z € [ki, k], w: = Z1 A Z; e pelo mesmo argumento
dado em a-1), pr = Z1 A Z;. Entdo zj = ﬁ(2Co + ;Cg), que deve satisfazer k; < = < ky,

ou seja,
2 1 1 1 1
Co+C2 < 2004‘502 SCO+§C]+02 = ‘502 <Gy < §Cx+§CZ
que junto com a condigfo b), obtemos que Koptim = T = (200-}-—2-0’2) e =py=21NZ
se,
1 1 1 2 .,
502 <G £ (':;cl + 502) A 501, isto €, se

1 1 1 1
502 <Ci<Cy e 502 <G £ (ECI + 502)' (44)

3.2.2 Exemplo

Considere de novo o sistema descrito no exemplo 3.2.1, sob a politica de garantia em (12).

De (17), (33) e (12) temos que,

212
E[Z,.] = E[sz] =Ch+ CIE{L ﬁ[1{21>l.2150) + 1{zlsg,z,>,}]ds} +k- Cp(l - a)
1
3
E(X,] = E[Zx] = 1/8. (46)

=Co+-Ci+k-Cpl—a), (45)
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Logo, de (20), o limite ky = B[Co+ 3C1 + k- Cp(1 — @)]. Pelo teorema 3.2.1 em {Z;, > w},

temos que 1y = B[l{z,az2cw<zivz2}C1 + k- Cp(1 — @), isto é,

k-Co(l —a)B, se0<w<Z1ANZ
_|ron-a 1A Z: -
[G] +k‘Cp(l—Q)]ﬂ, se Zl f\Zg <w< Zl VZg.
Assim, para todo w; < ws € [0,7), Ty, < M.y, portanto 1, tem rotas P-q.c. ndo descres-
centes. Por (20) e (47), o limite k; = B[Co+k-Cp(1 —&)], e se Co < Cy, ry também satisfaz
(21), como pode ser visto na figura 2.

ruvs. we [0,Z1)

s[circi(1-a))

L

MG, {1-0) B[CesiC;(1-0)]

..................................

Figura 2: Processo 7, no exemplo 3.2.2

Para a solugdo étima consideramos os mesmos casos que no exemplo 3.2.1, com C; =

k- Cp(1 — a). Assim obtemos que,

i Se lk-Cy(l—a) < C) < k-Cp(1—a), e 2C1Vik-Cp(l—0a) < Co < [§C1+1k-Cp(1-0a)],
ouse 1k-Cyp(1—a) < C, < k-Cy(l—a) e 3k-Cp(1—0) < Cp < [§C1+3k-Cp(1—a)],
entao K°pg1m = 6(200 + %Cg) e(=2Z A Zs.

ii. Caso contrario, Koptim = ky € { = Z12.
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3.2.3 Exemplo

Considere a estrutura de custo de garantia dada em (27) para um sistema coerente com
m = 3 componentes, onde o componente 1 estd em série com um subsistema em paralelo
formado pelos componentes 2 € 3. Assuma que os tempos de vida dos componentes sdo,
respectivamente, as varidveis aleatérias X, Xs, X3 e exp(f), de maneira que o tempo de
vida do sistema é T' = X; A (X, V X3). Sob a sigma dlgebra completa gerada pelos tempos
de vida dos componentes, o processo de intensidade de falha do sistema em {T" > t}, é
dada por,
A= ﬁ+ﬁ[1{ngt} 4 1{X35:}]-

Note que em {T > t} é preciso que {X; > t}, isto é, o funcionamento do componente 1 é
condigio necessaria para que o sistema funcione. Logo, se uma falha do tipo II acontece
quando falha o componente 1, e se uma falha do tipo I acontece quando falha o subsistema

em paralelo formado pelos componentes 2 e 3, entdo, em {T > t},
N = Bllixazn + Lixaznl M = 6. (48)

Neste caso o tempo da primeira falha do tipo II é o tempo de vida do componente 1, isto

é 7= X, e os processos Z,, e X, sio iguais a,
w w
Zw=Co +/ 1{X1>a}{01ﬂ[1{x=ss} + Lixs<s)) + Czﬂ}ds + My, Xo= f 1ix,>5)ds + 0,
0 0
entéo

E[Z,)=Co+ (2C: + C) 1 — ) = Ci(1 — e ), e (49)
E[X,] = %3(1 — e, (50)

Assim, temos que,

E[Zx,] = E|Zo] = Co + Cs + Cs, E[Xx,] = E[Xoe] = %. (51)
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De (30) e (51), obtemos k, = B(Cp + C; + Ca). Pelo teorema 3.2.1, em {X; > w} temos

que 7y = B[lix,axs<wcx,vxs)C1 + Co, isto &,

C,, se 0 < w< Xo AKX,
_ ] BC, 2 A X3 (52)

Tw =
ﬁ[Cl +C2], se oA Xz <w<XoVX;.

Logo, para todo w; < wy € [0, X)), 7y, < Ty,, portanto 7, tem realizagdes P-q.c. nao
descrescentes. Por (20) e (52), temos que o limite k; = B(Co+ C»). Seja reup = B(C1+ Cs).

Se Co < C), ent#o rigr < ki < Teup < ky € 1, satisfaz (21), como pode ser visto na figura 3.

ruva. we [0, %)

7
‘7% —
= | : z
T | ;
= | a
g{b—s

0 min{X;, X} max{X, Xo}

Figura 3: Processo y, no exemplo 3.2.3

Para achar a solugo étima precisamos considerar valores de z € [k, k,]. Consideramos os

seguintes casos:
a) Se B(Co+ C2) < z < B(C1 + Ca),
b) Se B(C1+ C) <z < B(Co+ C, + C).
Em (a), em {X; > w}, w, = X3 A X3 < X entdo p, = X, A X3. Logo,

X1AXaA X3
E[Z,.]=Co+ CIE{ /ﬂ Bll(xace) + 1{x35,}]}ds ey czp(x1 < X A xa), (53)
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onde,

P(X1 < .X2 A X3) = f P(X2 A Xa > s)ﬁe'ﬁ’ds = f ﬂe_sﬁEdS 3]:' (54)

E{/OxlAXzAXs Bl + l{xsss}]ds} = E{/;: /Bds} + E{/::s ﬂds} =0. (55)

Enquanto que

EXa A Xy] = B f T f { f s Mdu= 2 (56)
Entéo, de (53), (54), (55) e (56)
2
= _—— = * — -
BIYZ]=> ﬂ (co+ 02) 0= z;=4(2C0+ 302). (57)
Esta solugiio deve satisfazer a condigdo a), logo,
2 1 1 1
Co+Cy < 2Co+§cz SC+C = ECZ <G < 501 + 602’
e junto com a condigdo Cy < C < Cj, obtemos que z% = g (200 + %Cz) € P =X A Xy
se,
1 1 1 : 5
§C'2 LG < (-2-01 + 602) A Cy, isto é, se
1 1 1 1
'L-);Cg < Cl < Cg, e 502 < Co < (—Cl + gCg). (58)
Em b), em {X; > w}, w, = 0o entdo p, = X;. Logo, Ty =ky e p; =X).

Dos resultados obtidos para os casos a) e b) temos que 2} < z3, logo se (58) é satisfeito

entdo Kopim = z € ( = X3 A X3, do contrario Koptim = 7 € ( = X;.
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