
Um resultado classico da geometria afirrna que o lugar geometrico dos pontos de um 
fixado plano euclidiano E que "enxergarn" um dado segmento AA' segundo um angulo 
reto e a circunferencia f' c E de diarnetro AA' com os pontos A e A' excluidos. Mais preci­ 
samente, dado PEE, tern-se m(L'.'.APA')=90 se,esomentese, PE1-{A,A'}. 

A' 0 A 

Porem,numtriangulo PAA', m(LAPA')=90 eguivalea m(L'.'.PAA')+m(L'.'.PA'A)=9o 
de modo que, dado P E E, tern-se m(LPAA') + m(L'.'.PA'A) = 90 se, e somente se, 
P E 1 -{ A,A'}. Surge assim a seguinte questao: QuaJ seria o lugar geometrico dos pontos 

PEE taisque lm(L'.'.PAA')-m(L'.'.PA'A)/=90? 
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Urn triangulo PAA' ta! que 

lm(L'.'.PAA')-m(L'.'.PA'A)I = 90 
e charnado triangulo pseudorretangulo em P. 

Uma de suas principais propriedades e motivada 
por urna conhecida relacao metrica valida para 
triangulos retangulos: h2 = mn, em que h e a altura 
em relacao a hipotenusa e m e n sao as projec;:oes 
dos catetos sobre a hipotenusa. 

Lema l. Sendo Q a projecao ortogonal de P so­ 
bre a reta AA', tern-se que PAA' e urn triangulc 
pseudorretangulo em P se, e somente se, Q naa per­ 
tence ao segmento AA' e (PQ)2 = (AQ)(A'Q). 

Prova. Suponha que no tr iangulo PAA' valha 

m(L'.'.PAA')-m(L'.'.PA'A) = 90 · 

Neste caso, a projecao ortogonal Q de P sobre 
a reta AA' satisfaz A' - A - Q (leia-se: o ponto 
A esta entre os pontos A' e Q) e, pelo teorema do 
angulo externo aplicado ao triangulo PQA, tem-se 

m(L'.'.PAA') = m(L'.'.APQ) + 90. 
p 

A' A 

Logo, m(L'.'.APQ) = m(L'.'.PA'A) e, pelo crite­ 
rio AA de sernelhanca de triangulos, segue 
6.PQA - M'QP. Conclui-se gue 

PQ AQ . ~- = - , ou sep, 
A'Q PQ 

(PQ)2 = (AQ)(A'Q). 

agora pelo criterio LAL de sernelhanca de triangu­ 

los. Logo, 
m(L'.'.APQ) = m(L'.'.PA'Q) 

e, como m(L'.'.PAA') = m(L'.'.APQ) + 90, conclui-se 
gue m(L'.'.PAA')-m(L'.'.PA'A)=90. 

De rnodo inteiramente analogo, prova-se gue 

m(LPA'A)-m(L'.'.PAA') = 90 
se, e somente se, tern-se 

Q-A'-A e (PQ/=(AQ)(A'Q). 

O leitor interessado podera verificar, como exer­ 
cicio, as propriedades abaixo que tarnbern caracteri­ 
zam o fato de um triangulo PAA' ser pseudorretan- 

gulo em P: 
(a) A reta tangente em P a circunferencia cir­ 
cunscrita ao triangulo PAA' e perpendicular a 
reta AA'. 
(b) As bissetrizes dos angulos interno e externo 
de vertice P formam, com a reta AA', angulos 
agudos de medida 45. 

Retornando ao nosso problema, considere um 
sistema ortogonal de coordenadas cartesianas ta! 
que o eixo Ox contenha os pontos A e A' e o eixo 
Oy seja a mediatriz do segmento AA'. Sendo a> 0 
ta! que AA'= 2a, suponha A= (a, O) e A'= (-a, O). 

Se P = (x, y) satisfaz 

m(L'.'.PAA')-m(LPA'A) = 90, 
vimos no Lema 1 que x > a e a igualdade 

(PQ)2 = (AQ)(A 'Q) 

se escreve, nesse sistema de coordenadas, como 
y2 = (x - a)(x + a), ou, ainda, x2 - y2 = a2. Observe 
que o Lema l tarnbern garante a validade da recipro­ 
ca: se P = (x, y) e tal que x> a e x2 - / = a2, entao 

m(L'.'.PAA')-m(L'.'.PA'A) = 90 · 
Reciprocamente, suponha que a projec;:ao orto­ 

gonal Q de P sobre a reta AA' satisface 
A'-A - Q e (PQ)2 = (AQ)(A'Q). 

Entao, PQ = AQ e tem-se 6.PQA - M'QP 
A'Q PQ 

A igualdade x2 - y2 = a2 ou, equiva\entemente, 
2 2 

!:.._ _ L = 1, nada mais e do que a equacao reduzida 
a2 a2 
de uma hiperbole equilatera com vertices A e A', e 

ro 
L 
(1) 
+-' 
'fi 
:J 
CT 
(1) 

(1) 

0 
_o 
L 
'<V 
0.. 
_c_ 
m 
<I) 

0' 
:J no c ,m 
+-' 
Q) 
L 
L 
0 v 
:J 
(J.J 
V) 

Q_ 

0 
:J 
1:).1) 
c ,m 
L 
+-' 

0 ' 

rev1sta do pro\esso1 de rna\erna\1ca \ nQ 89 \ 43 



ro 
I... 
QJ 
+--' 
'<U 

:J ' v ' , ' , QJ , ' , QJ 
' , 0 ' , ' _o ' I... ' 'Q) 

' 
, , 0.. 

' , :.c 
' 

, , (rj ' , 
' QJ 

0 
:J 
Ol) 
c ,ro 
+--' 
QJ 
I... 
I... 
0 u 
:J 
QJ 
v, 
0.. 
0 
:J 
Ol) 
c 
«o 
L 
+--' 

0 , , , 
' 

, , 
' , 
' ' ' ' 

a condicao x> a nos diz que P = (x, y) pertence 
ao ramo dessa hiperbole que contern A excluido o 
proprio ponto A. 

De modo inteiramente analogo, prova-se que 
P = (x, y) satisfaz 

m(L'.PA'A)-m(L'.PAA') = 90 
se, e somente se, x< -a e x2 - y2 = a2. Neste caso, 
o ponto P descreve o ramo da hiperbole equilatera 
que contern A' excluido o proprio ponto A'. 

0 argumento acima estabelece a resposta a ques- 
tao colocada no inicio deste texto: 

Teorema I. Sejam A e A' dois pontos distin­ 
tos de um fixado plano euclidiano E. Nes­ 

sas condicoes, o lugar geornetrico dos pontos 

P E E tais que /m(L'.PAA')-m(L'.PA'A)/ = 90 
e a hiperbole equilatera de vertices A e A' 
com os pontos A e A' excluidos. 

Curiosamente, a propriedade descrita nesse teore­ 
ma e apresentada como definicao de hiperbole equila­ 
tera num classico texto publicado ern 1927 (veja [3]). 

Observacao 

O leitor talvez nao reconheca de imediato a igual­ 

dade x2 - y2 = a2 como a equacao reduzida de uma 

hiperbole equilatera, Um procedimento mais familiar 

e considerar a hiperbole equilatera como o grafico da 

funcao f(x) = kl x, sendo k um numero real nao nulo. 

Para verificar a equivalencia entre as duas formas, bas­ 
ta tomar um sistema ortogonal de coordenadas carte­ 

sianas de modo que os novos eixos coordenados OX 
e OY sejarn as assintotas da hiperbole equilatera. Ern 
outras palavras, considere OX e OY obtidos de Ox e 
Oy por uma rotacao de 45° no sentido horario em tor- 

. 0 N t· s coordenadas no da ongem . esse caso, as an 1ga 
(x,y) e as novas (X, Y) de um mesmo ponto arbitrario 

do plano estao relacionadas por 

h h ) 
x =2(X +Y),y=2(-X +Y 

e a igua!dade x2 - y2 = a2 e transformada na equa<;:ao 

a2 
XY=-· 

2 
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O resultado demonstrado no Teorema 1 justifica 
uma construcao muito simples que permite obter, 
com regua e compasso, os pontos de uma hiperbole 
equilatera de vertices A e A'. Na figura abaixo vemos 
desenhada a circunferencia r de diametro AA' (e 
a chamada circunferencia principal da hiperbole) e 
sua reta tangente t em A. Seja BB' o diarnetro de f 
perpendicular ao segmento AA'. 

Sendo R um ponto arbitrario da semicircun­ 
ferencia BB' de r que contem A, a interseccao 
da reta A' R com a reta simetrica da reta AR em 
relacao a reta tangente t e um ponto p ta! que 
m(L".PAA')-m(L".PA'A)=90 (por quei') e, portan­ 
to, p pertence ao ramo da hiperbole equilatera de 
vertices A e A' que contern A. Note que, se R = B 
ou R = B', a reta A' R e a reta simetrica de AR em 
relacao a t saa retas paralelas e, neste caso, o ponto 
p nao existe. 

Permutando-se os papeis de A e A', obtern-se o 
ramo da hiperbole equilatera de vertices A e A' que 
contern A'. 

Finalizamos este trabalho com a proposta de uma 
atividade investigativa que deve ser desenvolvida pre­ 
ferencialmente com o auxilio de um programa de geo­ 
metria dinamica. Tais programas permitem o tracado 
imediato de uma hiperbole equilatera consideran­ 
do-a, por exemplo, como a curva cuja equacao, num 
sistema ortogonal de coordenadas cartesianas, e dada 
por xy = k, sendo k um numero real nao nulo. 

Atividade 
(a) Trace a hiperbole equilatera H. de equacao 
xy = 1 e assinale tres pontos distintos A, B, C 
pertencentes a tf.. Construa o ortocentro H do 
triangulo ABC (Iernbre-se de que H e o encontro 
das retas suportes de duas alturas quaisquer do 
triangulo), 0 que voce observa? Essa observacao 
permanece valida para outras escolhas de pontos 
distintos A, B, C pertencentes a H.? 

(b) Repita a construcao efetuada no item anterior 
para a hiperbole equilatera de equacao xy = -3. 
Sua conjectura continua valendo? 

p 

B' 
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0 resultado esperado nesta atividade e uma no­ 
tavel propriedade da hiperbole equilatera descoberta 
pelos maternaticos franceses Brianchon e Poncelet 
(veja [2]). Eis o seu enunciado, observando que a ex­ 
pressao "triangulo inscrito numa hiperbole" significa 
que os vertices do triangulo pertencem a hiperbole. 

Teorema 2. 0 ortocentro de um triangulo ins­ 
crito numa hiperbole equilatera tambern per­ 
tence a essa hiperbole. 

Prova. Considere um sistema ortogonal de coorde­ 
nadas cartesianas de modo que a hiperbole equilatera 
dada tenha equacao xy = k, k um numero real nao 
nulo, Assim, o ponto P = (x, y) pertence a hiperbole 
se, e somente se, y = kl x. 

Sejam 

A= (a, k!a), B= (b, k!b) e C= (c, k!c) 

tres pontos distintos pertencentes a hiperbole. Note 
que nenhuma das retas AB, BC, AC e, nesse sistema 
de coordenadas, uma reta vertical ou horizontal. 

Como o coeficiente angular da reta BC e igual a 
k - - , segue que a reta que passa por A e e perpendi- 
bc 

cular a reta BC tem equacao 

k be y-- =-(x-a). 
a k 

Analogamente, a reta que passa por Be e perpen­ 
dicular a reta AC tem equacao 

k ac ri=i':" 
A interseccao dessas duas retas e o ortocentro 

H = (x
1
, y1) do triangulo ABC. Calculos rotineiros 

nos mostram que 
2 k abc 

Xl =-- e y =-- 
abc I k 

e, portanto, x1y1= k. Segue que H tambern pertence 
a hiperbole equilatera dada. 

Uma pergunta natural que surge a partir do 
teorema acima e saber se essa propriedade notavel 
caracteriza a hiperbole equilatera. Surpreenden­ 

temente, a resposta e afirmativa. No capitulo 3 da 
referencia [ 1], 0 leitor encontrara varias demons­ 
tracoes (baseadas nas propriedades projetivas das 

conicas) do seguinte fato nao trivial: o ortocentro 

de um triangulo inscrito numa conica nao dege­ 

nerada C tambem pertence a essa conica se, e so­ 

mente se, C e uma hiperbole equilatera. 
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