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INTRODUÇÃO.

A nocao de compacto associado tem sido estudada tanto no contexto da Ana­

lise Harmônica em que K e um grupo abeliano compacto (ou localmente compacto; e X 
um suoespaco mvariante por translaçao de C(K) [1], quanto num contexto mais geral 
da Analise Funcional [2]. A abordagem aesse trabalho se dã no contexto mais geral 
em que K e um compacto Hausdorff e C(K) e o espaço das funções continuas definidas 
sobre K a valores em R munido da norma uniforme ||fII = sug lf(x)|. Para toda parte 

compacta K0 ae K notamos que llf/^ll = sup If(x)I.
K Q

DEFINIÇÃO 1.

Seja X um subesoaco fechado de C(K). Dizemos que X admite compacto pro- 
prio associado se existe um K0 b K compacto e existe M > 0 tal oue llfll s M llf/^ll. 

para toda funcao f e X.

EXEMPLO 1.

Seja K um compacto Hausdorff infinito e p um ponto de acumulacao de K. Seja 
X = {f e C(K) : f(p) = 0}. Então X nao admite compacto próprio associado.
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Demonstração.

Seja K0 * »t> um compacto DroDrio de K, e seia 6 = K - K0. Temos dois casos

a consiaerar:

íi) P € K0.

Então, p € tf e. como p e ponto de acumulacao de K. existe q e d, com p * q. 
Pelo teorema de Tietze, existe f € C(K) tal que f/*o ,, (pj ■ 0 e f(q) = 1. 

Dessa forma, f(p) = 0, e portanto, f € X. Por sua vez, f/K0 a 0, o que prova que 

K0 nao e compacto proorio associado a X.

(ii) p e K0.

Seja q t tf, e considere f «5 C(K) tal que f/^ ■ 0 e f(q) = 1. Então f e X, 

e K0 nao e comDacto associado a X.

Dessa forma, X nao possui compacto proorio associado.

LEMA.

Seja K um compacto Hausdorff e X um subesoaco de C(K). Suponha que X nao 
admite compacto proprio associado. Então, para toao ponto isolado p € K, x(0) e X.

0 proximo exemplo e consequência imediata ao lema precedente.

EXEMPLO 2.

Seja K um compacto Hausdorff finito. Então todo subespaco prcprio de C(K) 
possui compacto proorio associado.

EXEMPLO 3.

Seja K um compacto Hausdorff infinito e X um subesoacode C(K) de dimensão 
finita, tntao X admite compacto proprio associado.



-287-

0 proximo exemplo permite exibir toda uma ciasse de subespacos ae C(K) sem 
compacto proprio associaao.

EXEMPLO 4.

Seja K um compacto Hausdorff infinito, e F j K fechado. Seja x = {f •£ 
C(K): f/p = 0}. Sào equivalentes:

(i) F = rp.

(ii) X ndo admite compacto próprio associado.

Introduziremos uma notacao: dado um compacto K e F um subconjunto de K. de­

notamos por C0(K, F) = {f t C(Kj: f/p s 0}.

TEOREMA 1.

Seja K um compacto Hausdorff infinito e K' o conjunto dos pontos de acumu- 
lacao de K. Considere C0(K, K') = {f e C(K): f/*' 5 0}. Sáo equivalentes:

(i) C0(K, K') nao tem compacto proprio associado:

(ii) K e fecho dos seus pontos isolados:

(iii) K' nao possui interior em K.

Exemplos de espaços compactos aue satisfazem a condicao (ii) do teorema aci 
ma sao os compactos dispersos. Mas existem outros:

a) K = #r. o compactificado de Stone-Cech de um conjunto T infinito auai- 
quer, considerado com a topologia discreta.

b) Seja f: [0,1] R, dada por

1. se x = 0
1 p ± 0 e § na forma irredutívelf (x) = T3' se X =

0, se x í ®

Considere K = {(x. ftx)i: x *£ [0,1]} u ([0,t] x {0}). com a toooiogia indu-

Entao K'= [0.1] > {0} e K = {(x, f(x)j: x ” i0,1J}, isto <-*, K fechozida de R2. 
dos seus contos isolados.
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Ainaa sobre tais compactos, vale citar o seguinte resultado:

TEOREMA 2.

Seja K um comDacto Hausdorff Infinito que o fecho dos seus pontos isoiados. 
Seja X um subespaco fechado de C(K). Sao equivalentes:

(i) X nao possui compacto proprio associado;

(ii) X 2 C0(K, K').

Ate agora, citamos subespacos de C(K) sem compacto proprio associado que 
sao do tipo C0(K. F). onde F e fechado de K com interior vazio. No entanto, e fá­

cil produzir exemplos que nao sejam deste tipo. e que justificam resultados como o 
do teorema acima.

Seja K = riN, F = pfl-NeX = span [C0(K, F) u {f ■ 1}]. X nao possui com­

pacto proprio associado, pois Z = C0(K, F) nao o possui eZçX. Mas X nao e do ti­
po C0(K. F), pois as funções constantes estão em X. .

0 seguinte resultado caracteriza os subespacos de CÍK) sem compacto proprio 
associado no caso do compacto K ser fecho de seus pontos isolados.

TEOREMA 3.

Seja K um compacto Hausdorff infinito e I o conjunto dos pontos isolados de

K. Suponha Que K = I. Seja X subespaco fechado de CÍK). Sao equivalentes: 
(i) X nao possui compacto proprio associado;

(ii) X contem subespaco isomètrico a C0(l).

Mesmo quando o com pacto K nao e como acima, podemos tirar conclusões geomé­

tricas importantes se K possui infinitos pontos isolados.

TEOREMA 4.

Seja K um compacto Hausdorff com infinitos pontos isoiados, e suoonha que X 
e subespaco fechado de C( K) sem compacto proprio associado. Então X contem subes­

paco isomètrico a C0(N).



-289-

0 Droximo resultado è importante, pois independe da existência de pontos 
isolados no compacto.

TEOREMA 5.

Seja K um compacto Hausdorff infinito e X subespaco fechado de C(K) sem 
compacto proprio associado. Então X contêm subespaco isomorfo a C0(N).

Demonstração.

Vamos provar aue existe uma sequência (fn)n>1 de funcòes de X verificando 
as seguintes condicoes:

a) existem c,, c2 > 0 tais que 0 < c, í ||fn II s c2 < x, Vn i 1.

b) sup T lfn(x)| < v.
xCK n£l

Pelo teorema de A. Pelczynski ([4]), poderemos então concluir que X possui 
copia isomorfa de C0(N).

Sendo K um compacto infinito, existe uma sequência (An)nil de abertos de K, 
nao vazios e dois a dois disjuntos. Como X nao possui compacto proprio associaao, 

para cada n i 1, existe fn r X com !|fn!| = 1 e ||fn/ 1
K-AnH < 2n‘

11 Além disso.Fazendo c, = ^ e c, = 1, obtemos que 0 < j < 1ltnll = 1, vn > 1.

U An'1 se x -• K 

2 se x ç 0 An
nil

y *
nZl

nil

Citaremos exemplos que motivarao uma questão:

EXEMPLO 5.

Se K = [0. W] e F = {W} então C0(K, F) = {f € C(K): f(W) = 0} o isometrico 
a C0(N). e portanto, isomorfo C(K).
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EXEMPLO 6.

Se K = tfN e F = piN - N então F e fechado sem interior, e portanto. 
C0(K, F) = {f € C(0N): f/p a 0} nao possui compacto próprio associado. Mas 
C0(K. F) * C0(N). e portanto, nao contem supespaco isomorfo a C(K).

Uma pergunta natural u a seguinte: seja K um compacto Hausdorff infinito, e
Quando e que C0(K, F) e isomorfo a C(K)?F um fechado sem interior em K.

0 teorema seguinte responde a pergunta para o caso em que K = [0,1].

TEOREMA 5.

Se F e um fechado nao vazio e sem interior de [0,tj então C0([0,1], F) e 
isomorfo a C[0,1].

Demonstração.

Como F e fechado em [0,1] então existe uma sequência (]an, bn[) 
tervalos abertos e dois a dois disjuntos em [0.1] tal que [0.1] - F = U ]an, bn[.

mi de in-

ni 1

Para caoa fundão continua f: F —, r. consideremos a extensão linear f de f 
a [0.1], dada por

f(x), se x ê F
f(x) = f(bn) - fíaj

f(a„) + ix - a*), se x p ja,,, bn[, para aigum n z 1.

Isl

Seja V = {f: [0.1] —» R: f e C(F)}. Y è subespaco fechado de C[0,1 ]. Alem 
Y, dada oor P(f) = tf/p) e uma projeção de C[0,1] emdisso, a funcao P: C[0,1j 

Y. o que implica que Y e complementado em C[0,1].

Como ker P = C0(K, F), obtemos que C[0,1] = C0(K. F) ~ Y.
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C0(K, F) e universal Dara separáveis: seja n0i 1 um numero natural ouai- 
quer. e consiaere um intervalo [p, q] ç ]anQ, bn(>í. Para cada f e C([p, qj), con­

sidere a função f: [0,1] —► K dada por

' f(x ), se x € [p, q] 

f<P> sext Car,o, p]
y

f(x) = .
f (q)— (bnQ- x),sexé [q, bnQ] 

VO, se x e [0,1] - [anQ, bnjj]
°"o

A aplicacão T: C([p, q]) C0(K, F) e uma isometria, o que demonstra que 
C0(K, F) e universal para separáveis. Citamos aqui o teorema de Rosenthal ([5]): 
se X e subespaco complementado de C[0,1] e X* e nao separavel então X e isomorfo a
C[0,1]-.

No caso, C0(K, F) e complementado em C[0,1] e, como e universal para sepa­

ráveis, possui dual nao separavei, e portanto, e isomorfo a C[0,1], o que termina a 
aemonstracao. Vale mais:

TEOREMA 6.

Seja K um compacto métrico perfeito e F um fechado sem interior em K. En­

tão C0(K, F) è isomorfo a COO.
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