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1 O terceiro problema de Hilbert - Antonio Conde

Dos vinte e treés problemas que D.Hilbert apresentou no Congresso Internacional de
1900, em Paris, o terceiro problema, que apresentaremos logo mais, foi o primeiro
a ser resolvido meses depois, por um de seus orientados, Max Dehn. Dada esta
solucao rapida, deste problema, que é sobre poliedros e portanto considerado camo
proprio da geometria elementar, o mesmo foi por muito tempo, considerado como
um problema que nao tinha o mesmo estatus que os demais. Tal impressao vem
mudando uma vez que o mesmo vem dando origens a desenvolvimento relevantes

em outras areas da matematica e criando novos problemas ainda abertos.

Nosso objetivo nestas notas nao inclui exposicoes destes desenvolvi-
mentos a que acabamos de nos referir. Queremos aqui, apenas explicitar os elemen-
tos (conceitos) envolvidos e a forma de sua solucao como aperfeicoada por autores

posteriores a solugao de Max Dehn.

Para entendermos o terceiro problema de Hilbert, o tipo de preacu-
pacao envolvida, que tem uma natureza de fundamentagao, precisamos esclarecer

inicialmente o que se entende, em geometria elementar, por "método de exaustao”.

Tal método foi descoberto na Grécia, por Eudoxus de Cnidus (408-355
A.C.) e usado pelo mesmo e por Arquimedes (que o atribuiu a Eudoxus). O método

consiste em se usar o seguinte axioma:

"Dados duas quantidades U < V se removermos, pelo menos metade
de V e em seguida, pelo menos, metade do restante e procedermos igualmente con-

tinuamente, chegaremos a uma quantidade menor que U”.

Este é chamado de ”axioma da continuidade’que tem uma forma



equivalente proposta por Arquimedes é conhecido agora como o ”axioma de Ar-
quimedes”: Dadas duas quantidades de A e B, existe um multiplo (natural) de A

que excede B, isto é existe um natural n tal que nA > B.

Para ilustrarmos o método de exaustao, vamos decompor uma piramide
em partes de volumes conhecidos e de restantes que podem igualmente serem de-
compostos. A figura 1 abaixo mostra a decomposi¢ao de uma piramide de base
triangular, em partes que sao duas piramides iguais A e B semelhantes a original
e dois prismas C' e D. Os vértices das componentes foram escolhidos de modo a

serem pontos médios das arestas originais.

FIG 1

Como as duas piramides sao semelhantes a original, podemos continuar
o processo de subdivisao produzimos quatro prismas e quatro piramides, semelhantes
as anteriores. Este procedimento pode ser repetido indefinidamente. Temos agora a
situacao em que se pode usar o método de exaustao, para mostrar que os volumes de
duas piramides de alturas iguais estao na mesma razao que as areas de suas bases.

Como consequéncia, tiramos que se as bases tem a mesma area, os volumes sao



iguais.
Este método nos permite demonstrar entao o

Teorema 1 (Eudoxus). Duas piramides de bases triangulares e mesmas

alturas tem seus volumes na mesma razao das areas das bases.

Demonstracao

Sejam P; e P, as piramides triangulares de mesmas alturas, V; e
V., seus respectivos volumes e B; e B, as respectivas areas das bases. Devemos
mostrar que

T ‘/1 = ‘/2 = Bl == BQ

Por contradigao, suponhamos que nao sejam iguais. Entao deve existir

um valor W tal que

31 ~By=V, =W

Sendo W & V,. Suponhamos que W < V,. Podemos pelo processo
anterior subdividirmos £ até que o volume das piramides remanescentes seja menor

do que Vo — W > 0 (usando o axioma de continuidade). Entao

Vo > (volume dos prismas em Py) > W

Fazendo o mesmo com P; chegamos a



(Volume prismas em P;) + (volume prismas em P;) = B; =+ By
Por hipdtese By +~ By = Vi = W e portanto
(volume prismas em P;) =V} = (volume prisma em Pp) = W.

Mas chegamos assim a uma contradi¢cao pois (volume prismas em

P) < V.
Portanto, devemos ter (volume prisma em P) < W.
Sabemos, por construgao que (volume prismas em Pp) > W.
Portanto, a suposicao W < V, deve ser falsa.

Uma contradigao similar é produzida pela suposicao W > V5. Assim

sendo W = Vj; e temos a tese.

O método de Eudoxus foi algo surpreendente e superlativo. Enretanto,
apesar de ser engenhoso e criativo e de evitar um calculo que nao tenha fim, ele tem
um inconveniente, antes de ser aplicado, é preciso que se saiba a férmula final. A

resposta tem de ser conhecida antecipadamente. Ele nao produz uma resposta.

A insatisfagao com este método aparece em cartas de Gauss a Ger-
ling. Ele expressa seu desconforto com certas demonstragoes da geometria espacial
que dependem do método da exaustao (em linguagem moderna ” que dependem do
axioma de Arquimedes”). Gauss menciona explicitamente o teorema 1, de Eudoxus

que aparece nos Elementos de Euclides.

O problema anélogo no plano, estava resolvido. Gauss diz: ¢ nossa

obrigacao provarmos que nao conseguimos faze-lo sem o método da exaustao ou



axioma de Arquimedes. referendo ao teorema 1.

O método de exaustao nao se faz necessario na geometria plana quando
lidamos com as regioes: poligonais, que chamaremos apenas de poligonos (a curva

com seu interior).

Dois poligonos de mesma area, P, e P sdo equidecomponiveis, o que
quer dizer que podemos decompor P (corta-lo em pedagos poligonais) e remontar
as partes de forma a se obter P, ou dito de outra forma, podemos decompor P,
em poligonos Ay, Ay, ..., Ay e P, em poligonos By, Bs, ..., B, de modo a termos A;
congruente a B;, 1= 1,2,... k. Na figura 2 abaixo mostramos a decomposicao de um

triangulo e de um pentagono que, remontado produz um quadrado, de mesma drea

FIG 2

Como um poligono pode ser decomposto em triangulos, basta mostrarmos como
passar de um triangulo genérico para um retangulo com um lado escolhido. A figura

3 abaixo fala por si sé6. (Fig. 3).



Com este processo podemos ir transformando os triangulos de uma

decomposigao de um poligono em retangulos que finalmente, compéem um quadrado.

Dados dois poligonos de mesma area, como ambos podem ser trans-
formados num mesmo quadrado, podemos transformaé-los entre si (aqui aparece a

necessidade de usarmos num refinamento de duas decomposigoes do quadrado)!
Esta é uma forte razao para Gauss e Hilbert quererem saber da neces-

6



sidade do método de exaustao para a comparacao de poliedros no espaco euclidiano.

A relagao entre poligonos de mesma area, determinada por decom-
posicao e remontagem ou equidecomposicao, ¢ uma relacao de equivaléncia (a tran-
sitividade faz uso de refinamento de duas decomposi¢oes de um mesmo poligono).
O que mostramos, logo acima, é que numa condi¢ao necessaria e suficiente para que

poligonos P, e P, sejam equivalentes e que tenham a mesma &rea.

Denotamos tal relacao de equivaléncia por

Py~ Fy

Podemos definir uma outra relacao entre P, e P, a que chamaremos

de estavelmente equivalentes, assim:

P, ~ P, <= Existe poligonos Q); e @2, @1 ~ @2, @Q; e P, com

interiores disjuntos e
PUQ ~ PUQ:.
~ é também uma relagao de equivalencia.

Podemos demonstrar que estas relagoes ~ e ~ sao de fato as mesmas,
mas vale aqui chamar atengao para o fato de que tal demonstracao sempre envolvera

de alguma forma, o axioma de Arquimedes.

Se dispensarmos o axioma de Arquimedes na geometria plana, tal

demonstracao nao é possivel, ha contra exemplo, veja [Hilbert F.G. pg 61].

O terceiro problema de Hilbert é essencialmente a pergunta de se é



possivel fazer uma teoria de volumes para poliedros ao espaco tridimensional seme-
lhante ao que se tinha para poligonos no plano. Em caso positivo poder-se-ia eliminar
o desconfortavel método da exaustao. Entretanto nem Gauss nem Hilbert achavam
que isto seria possivel. O terceiro problema de Hilbert colocava de fato a necessidade
de se procurar um contra exemplo. Especificamente: Achar dois tetraedros de bases
iguais e alturas iguais que nao se relacionem por ~ ou por ~, isto é, que nao

admitem decomposi¢oes congruentes, mesmo depois de se juntar a ambos poliedros

que admitam.

Tal problema foi resolvido por Max Dehn [2] alguns meses depois do

problema ser posto.

O trabalho de Dehn extendeu e aperfeigoou trabalho anterior de Bricard
[1].

O seguinte par de tetraedros A e B constitue um contra exemplo,

isto é, eles nao sao equidecomponiveis.
A = envolucro convezxo de{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
B = envolucro convezo de{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,1,1)}

Eles tem ambos volume 1/6 mas nao sao equivalentes por decom-

posicao.

Para solugao do presente problema, Dehn definiu um invariante as-
sociado a poliedros que é invariante por decomposi¢ao e remontagem, ou seja, € o

mesmo para poliedros equidecomponiveis.

O invariante de Dehn, para um poliedro P é definido assim: Denpote-



mos o grupo dos angulos entre retas, por A = R/ (7).

Sejal’= IR ®% A e temos

D(P) =) |Li|®6
=]

onde Ly, L, ..., L, sao todas as arestas de P, |L;| é o comprimentode L; e § éo °

angulo diedral formado pelas duas faces de P que tem a aresta L; em

Ccomaumn.

O invariante de Dehn toma valores em

R® (R/TZ)

Observe que (IR/7Z) se identifica naturalmente com a reta real pro-

jetiva que é topologicamente homeomorfa ao circulo unitario S*.

D:P-T

onde P ¢ o conjunto dos poliedros de IR? e valem

=)



(1) D(P,) = D(P2) se P, e P, sao congruentes.

(2) D(P)=D(P,)+ D(P.) se P, e P, formam uma decomposicao de P, isto é,

P =P UP, P, e P,com interiores disjuntos.

Para os tetraedros apresentados acima A e B, temos D(A) # 0,

D(B) = 0.

Observagoes: Esta formulagao do invariante envolvendo o produto ten-
sorial nao é o original de Dehn e sim aparecem em Nicolletti [7]. No caso plano,
poligonos, o invariante que decidia era apenas a area dos poligonos. No caso espacial

poliedros, o volume nao basta é necessario também o invariante de Dehn.

Dehn provou que poliedros equidecomponiveis tem o mesmo invarian-

te. A reciproca deste teorema foi obtida por J.P. Sydler em 1965[8].
Assim entao podemos enunciar o

Teorema 2. Dois poliedros P; e P, de mesmo volume sao equivalentes

por decomposigao se e somente se

D(Pl) = D(Pz)

Dehn se expressou da seguinte maneira. Se L, ..., L, sao todas as
arestas do poliedro P e §;, ..., 6, seus angulos diedrais, sejam 71, ...,7, juntamente

com 7 angulos independentes sobre os racionais §. Pomos

10



n

bi = TioT + Zﬁ_m

j=1

Dehn demonstrou que se P é um cubo entao

S

Z’I‘ilei} — 0] = 1,...,77,

i=1

Como estas mesmas condigoes nao sao satisfeitas pelo tetraedro regular

entao mesmo nao € equivalente a um cubol.

O leitor que quiser ter mais detalhes técnicos sobre o teorema de Dehn

deve continuar a leitura.

Seguiremos agora, bem de perto a referéncia Borg Jessen [6]. Mesmo

assim alguns pontos serao apenas indicados.

A dlgebra dos poliedros tem suas origens no tratamento de volume de

poliedros de Euclides.

Dehn havia introduzido o invariante que ja descrevemos e provado que
o mesmo é invariante por decomposicao e remontagem de poliedros, mas nao demons-
trou que o mesmo é fiel, isto é, poliedros com o mesmo invariante sao equivalentes

como acima.
Esta reciproca foi conseguida por Sydler em 1965.
Sydler foi aluno de H. Hopf, que reavivou o interesse por tal problema

e o progresso veio por seus alunos particularmente Sydler que comegou a trabalhar

11



no mesmo em 1943, concluindo o mesmo em 1965, obtendo entao o resultado:

"Dois poliedros sao equivalentes (como descrevemos acima) se e so-

mente se eles tem o mesmo invariante de Dehn”.

Para um tratamento detalhado e resultados béasicos remetemos o leitor

ao livro de Hadwiger [3].

Por grupo dos poliedros P no espago tridimensional queremos dizer o

grupo abeliano livre gerado pelos poliedros (fechados e nao degenerados).

Um poliedro P é dito composto dos poliedros P, P, ..., P, ou ser de-

composto neles se

P=hKAUBRU..UFE

e os interiores dos F; forem disjuntos.

Um poliedro @) é dito congruente ao poliedro P se existe um movimento

rigido (préprio) ¢, do espacgo tal que tP = Q.

Denotamos por € o subgrupo de P gerado pelos elementos P — P} —
P, — ...P, onde P se decompoée nos P; e mais todos os elementos P-QQ onde @ é
congruente a P. Se X e Y sao elementos de P, dizemos que X € equivalente a Y

se X —Y pertence a €. Assim, as classes de equivaléncia sao os elementos do grupo

quociente P /€.

Um poliedro @ € dito simétrico do poliedro P se existe um movimento

rigido nao préprio ¢ tal que ¢(P) = Q. Ha um resultado que diz:

12



"Se P e () sao poliedros simétricos entao sao equivalentes”.

A idéia na demonstracao deste é decompor um deles em poliedros

autossimétricos.

Por vol : P — IR denotamos o homomorfismo de P, no grupo aditivo
dos reais IR cujo valor num poliedro P é seu volume. Obviamente, vol. é sobrejetivo

e se anula no subgrupo € e portanto passa. ao quociente.

vol : P/le — IR

Assim a condigao vol X = vol Y é necessaria para a equivaléncia de X

e Y. Um resultado classico diz que esta condicao é também suficiente para prismas.

Se P e @ sao prismas entao vol P = vol ) implica que P é equivalente

a Q.
Tal fato decorre do caso plano com poligonos e mais algum esforgo.

Denotemos por F o subgrupo de P gerado por € e os prismas. Se X
e Y estao em P, dizemos que X é equivalente a ¥ mddulo prismas se X-Y estd em

F. Assim as classes de equivaléncia formam o grupo quociente P/F.

Denotamos por G o nicleo de vol.

Pelo resultado que informamos acima, que prismas de mesmo volume
sao equivalentes, segue que F NG = €. Assim o grupo P/€ aparece como soma
direta de F/e e G/e; a restrigao de vol : P/e — IR a F /€ é um isomorfismo e a
aplicacio de P/F em G/€ que leva cada elemento de P/F em sua interse¢cao com

G é um isomorfismo. Em particular temos:

13



Teorema 1: Dois elementos X e Y de P sao equivalentes se e sé se

vol X =vol Y e X e Y sao equivalentes modulo prismas.

Um poliedro @ é semelhante ao poliedro P na razao A > 0 se existe

uma semelhanga ¢ de razao A, no espaco tal que t(P) = Q.

Se P é um poliedro e A e pu sao reais positivos e Q, R e S sao
poliedros semelhantes a P nas razoes A, e A+ p entao S é equivalente médulo
prismas a () + R. Concluimos dai que existe em P/F uma unica multiplicagaq por
escalares A € IR que torna o grupo P/F num espaco vetorial sobre IR, tal que se z
¢é a classe contendo o poliedro P e A > 0 entao A z é a classe contendo o poliedro

semelhante a P na razao .

Consideremos agora o grupo aditivo IR/nZ. e o produto tensorial

R® (R/TZ)

temos neste uma multiplicagao por escalares reais assim

AMl®a)=(\)®a

que torna IR ® (IR/w7Z) um espago vetorial sobre IR. O classico argumento de Dehn

agora pode ser apresentado assim:

Seja /A o homomorfismo de grupo de P em R @ (I[R/nZ) cujo valor no poliedro P é

L) = i&@m
v=1

14



onde /; sao as arestas de P e «; é correspondente angulo diedral (interno) das faces

de P com /i em comum. A se anula em F e portanto produz um homomorfismo

§:P/F - R (R/1%)

6 é de fato um homomorfismo de espagos vetoriais, isto é, § é linear.

Se z: P — P/F é a aplicagao quociente temos que

Nh=6ox

Assim a condigao A(X) = A(Y) é necessaria para a equivaléncia

modulos prismas de X e Y.
Assim sendo temos o

Teorema 2. (Dehn-Sydler) Dois elementos X e Y de P sao equiva-
lentes, médulo prismas se e s6 se A(X) = A(Y).

Sejam X e Y pertencentes ao subgrupo de P gerado por Py, Ps, ..., P,
e {m, [, B2, ..., s} um conjunto finito de niimeros reais que seja linearmente inde-
pendente sobre @ e de modo que todos os angulos & diedrais de Py, P, ..., P, sejam
combinacoes £ = p T+ 01 1 +...0s Bs com coeficientes racionais. Entao encontramos

para A(X) e A(Y) expressoes da forma

Zpa ®ps € Z-(Ia ® B,
o=1

o=1

em que os nimeros p, € ¢, sao combinagoes lineares, com coeficientes racionais das

15



arestas de P, P, ..., P,. Como 1® (1, 1 ® f33, ..., 1 ® s sao elementos independentes
do espaco vetorial IR® (IR7Z), a condicao A(X) = A(Y') é equivalente as condigoes

P1r =415 Ps = (s-

Exemplos classicos sao fornecidos pelos poliedros regulares. Denotan-
do por T,0,D,I respectivamente os tetraedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro com
aresta de comprimento 1 e por ar, ag, ap e oaj seus respectivos angulos diedrais,

temos

1 -1 ) 3 1
cos ap = —, €0S o) = ——, COS 2ap = ~5 cos 2oy = 9

3 3
Admitindo o resultado conhecido de que os tnicos angulos a para os
quais ambos cos @ e a/m sao racionais sao aqueles para os quais 2cos « é inteiro,

segue que

A(T)=6@ar,A(0) =12 ag
A(D) = 30®(JD,A(1) = 30@051

sao nao nulos. Entao o resultado de Dehn mostra que 7,0, D, I nao sao equivalentes

a prismas.
Como ar + ag = 7 temos que A(2T" + 0) = 0.

Logo pelo resultado de Sydler 27" + 0 é equivalente a um prisma.
Lebesque notou [9] que o conjunto {7, ar, ag,ap,a;} é linearmente independente

sobre os racionais Q.

Consequentemente A(T'), A(0), A(D), A(I) sao linearmente indepen-
dentes em R ® (IR/7Z).

Por Dehn, os elementos de P /F contendo 7', DD, I sao linearmente in-

16



dependentes.

A dimensao do espago vetorial P/F e consequentemente > 3.

O resultado de Sydler significa que a aplicagao é é injetiva e é portanto

equivalente ao seguinte

Teorema 3. Para cada aplicagao linear 7 : P/F — V de P/F num
espago vetorial arbitrario V sobre IR, existe nma aplicacao linear ¢ : RQ(R/xZ) —

V tal que o seguinte diagrama é comutativo

X 5 A

Na verdade, o resultado de Sdler é equivalente a existéncia de ® no
caso V = P/F e T a aplicagao identidade 7(z) = z. Trabalharemos entretanto

com V arbitrario.

A demonstragao do teorema 3 ¢ precedida de trés lemas geométricos

e depois o restante é puramente algébrico.

Sejam a e b dois niimeros no intervalo (0,1) e a e [ angulos no

intervalo (0,7/2), determinados por sen’a = a, sen?f3 = b. Denotamos por a * 3 o

angulo em (0,7/2) determinado por sen®(a * 3) = ab.

A composicao a * 3 é comutativa e associativa.

17



Seja agora T'(a,b) qualquer tetraedro ABCD em que as arestas AB =
cot a, BC = cot a.cot B, CD = cot [} sejam ortogonais. Portanto dois tetraedros
T(a,b) ou sao congruentes ou simétricos e portanto sio equivalentes. Os é,n.gulos
diedrais em AB e CD sao a e B. O angulo diedral em AD é g —axfleem

AD = cot (a * ). Os angulos remanescentes sao retos. Dai
AT(a,b) = (cot @) @ a+ (cot ) ® B — (cot (a*f)) ® (a* )
Para o volume de T(a,b) temos

volT(a,b) = v(a) + v(b) — v(ab)

u—1
6u

onde v é a funcao dada por v(u) =

Agora sejam a,b,c nimeros em. (0,1) e a, 3,7 angulos em (0,7/2) de-

terminados por
2 — 2.7 b . =
sen‘a = a,sen” = b, sen“y = ¢ e pomos

X =T(a,b) + T(ab,c)
Y =T(a,c) + T(ac,b)

Encontramos que
vol X = v(a) + v(b) + v(c) — v(abc) = vol Y

A(X) = (cot a) @a+ (cot f) @ B+ (cot v) @y — (cot (ax Fx7))®
(ax* B*7y)=A(Y)

Assim X e Y satisfazem as condicoes dos teoremas 1 e 2. O lema

fundamental diz que eles sao equivalentes.

18



Lema 1. Para quaisquer a,b,c um (0,1) os elementos
T(a,b) + T(ab,c) e T(a,c)+ T(ac,b) de P sao equivalentes.

Como os volumes sao iguais, é suficiente mostrar que tais elementos

sao equivalentes médulo prismas; o que é feito inspecionando figuras.

Lema 2. Para quaisquer a,b,c reais positivos os elementos
a+b a a+b b
) ) + bT( ?
a+b+c a+b a+b+c a+b

a-+c a atc (&
, ) + e ,
a+b+c a+c a+b+e a+c

aT'( ) e

aT'( )

de P, sao equivalentes.

A demonstragao, como no caso anterior e por inspecao de figuras.
Constroi-se um tetraedro e percebe-se que este se decompoe na primeira como na

segunda soma.

Lema 3. Para trés angulos &,7,(¢ em (07/2) com soma 7 existe um
paralelepipedo retangular R com diagonais AB,CD,EF,GH tais que os angulos
diedrais em AB dos seis pares de tetraedros simétricos do tipo AT'(a,b) em que R é

decomposto pelos planos ABCD, ABEF, ABGH sao &,7,(.
Voltamos agora a demonstragao do teorema 3.

Seja X um espaco vetorial qualquer sobre IR e 7 : P/F — V uma

aplicagao linear.

Devemos provar a existéncia de uma aplicacao ¢ : IR @ (IRnZ) — V

tal que

19



Tox:(j)oA

Se ¢ é linear de R® (IR/nZ) em V, a funcao ¢ : IR — V definida por
©(&) = ¢(1 ® &) satisfaz as condigdes p(§ + 1) = ©(&) + ¢(n),p(7) = 0. Recipro-

camente se ¢ : IR — V é funcao satisfazendo tais condigoes entao existe uma tnica

linear ¢ : IR ® (IR7Z) — V tal que

d(1 ® &) = (&) para todo & de IR. Assim para provar o teorema 3

devemos provar:

Existe uma fungao ¢ : IR — V satisfazendo as condigoes @(§ + 1) =
w(&) +p(n) e @(r) =0 e tal que para cada poliedro P tenhamos

(1) Tox(P)= Zéu@(ap)

onde ¢; sao as arestas e «; os correspondentes angulos diedrais de P.
Seja F': (0,1)2 — V definida por
F(a,b) = 1o x(T(a,b))
F satisfaz as equacoes
F(a,b) = F(b,a)
F(a,b) + F(ab,c) = F(a,c) + F(ac,b)

A primeira é 6bvia e a segunda vem do lema 1

20



As fungoes F, que satisfazem estas equagoes sao por Jessen, Karpf e
thorup[5] precisamente as fungées que podem ser representadas por meio das funcoes

f:(0,1) = V pela férmula

(2) F(a,b) = f(a) + f(b) - f(ab)

No que segue f denota uma tal funcao

Do lema 2 segue que para quaisquer a,b,c de IR vale

a+t+b a a-t+b b a+c a
aF bF ’ =aF -
(a—{—b+c’a,+b)+ (a+b+c a.+b) (a+b+c’a+c)4
a-+c c
cF( : )
a+b+c a+tc

Usando a férmula (2) obtemos

0 f (2 BT (@t 0) (e ()] = [ (2
c a+c
For it o (m) pelEe el

Seja G : (IR")?> — V a funcao definida por:

b

+b)

G(avb):a’f( )+ f(

a+b
G satisfaz as equagoes

G(a,b) = G(b,a)

G(a,b) + G(a+b,¢c) = G(a,c) + G(a+ ¢, b)

G(\ a, A b) = A G(a,b)

A primeira e iltima sdo 6bvias e a segunda é precisamente a relagao
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acima. As fungées G : (IR*)? — V que satisfazem estas equagoes sao por (0 mesmo

que acima) precisamente as que podem ser representadas por
G(a,b) = ag(a) + bg(b) — (a + b)g(a + b)
onde g : IRt — V satisfaz
g(a) + g(b) — g(ab) =0
No que segue denota uma tal funcao.
Da 1ltima equacao segue que g(1) = 0.
se a,b de (0,1) sao tais que a+b = 1
Temos
af(a) +bf(b) = ag(a) + bg(b)
Introduzindo a fungao h(a) = f(a) — g(u) obtemos para F' a expressao
(3) F(a,b) = h(a) + h(b) — h(ab) onde h satisfaz
ah(a) + bg(b) = 0 quando a+b = 1.

Pomos ainda ¢ : IR — V dada por

tan & h(sen?¢), & # 0(mod g)]
0 gzmmwg)

Temos dai que ¢(&) + ¢(n) = 0 se £ +n = 0(mod g) e a férmula (3)

toma a forma

70 x(T(a,b) = cot ap(a)+ cot Byp(B) + cot(a * ﬁ)(,o(%w —ax*f3)
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A férmula (1) é portanto vélida para todo tetraedro T'(a,b) e dai para

todo A\T(a,b).

Sabemos j& que ¢(m) = 0 e que @(§ + 1) = () + (1) quando
& +1=0(mod3)

Para £,n e ( em (0, g) de soma 7 aplicamos o lema 3. Usando a
férmula 1 para os seis tetraedros e o fato de que o valor de x para um paralelepipedo
retangular € zero, achamos a relagao ¢(§) + ¢(n) + ¢(¢) = 0 (as contribuicoes dos
demais angulos se cancelam). Assim ficamos com ¢(§ + 1) = ¢(§) + ¢(n) quando

&, n estao em (0, g) e £+n€ (72—r,7r) e também quando &, 7 estao em [0, —g] e £+1
em [g,ﬂ]

Se &,m € [0, g] e E+ne|D, g] temos

™ ™ s
e 0. =

<

T—(E+n) e [g 7} donde

™

P& +m) = —plm — (€ +m) = ~0(5 = &) = p(5 =) = (&) + ¢{n)

Vs
o-
[0, ;—r] e m,n € Z. Logo ¢(&+n) = —p(& + 1) = —p(&) — () = wt&) + ¢(n)]

T
Para quaisquer &£, € IR temos £ = m??-—fo, N = n—=—",, onde &,, 1, €

Assim ¢ satisfaz p(§ +7) = @(§) +¢(n) e ¢(r) = 0. Como a férmula
(1) vale para todo tetraedro AT'(a,b) e como todo poliedro pode ser decomposto em

tetraedros A\T'(a,b) concluimos que a férmula (1) vale para todo poliedro.

Como o espaco vetorial P/F é gerado pelos elementos x(7'(a,b)) sua

dimensao é menor ou igual ao cardinal do continuo.
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Sejam ay, ..., an em (0,1), algebricamente independente sobre Qe ay, ..., a,,

o ™ 5 -
e 61,...,6, angulos em (0, =) determinados por sen® o, = a, e sen? 8, = a2 (e entdo

2

6, = a, * a,,). Entao o conjunto {m,ay,...,a,, 81, ..., 6, } é linearmente independente

sobre Q. De fato para pi,¢i, ..., Pn,¢n € Z temos

expiy (pvou +q6,) = I, ((1-a,)"/* +ial/2P (1 - a2)/? +ia, )™

v=1
e € facil ver que o membro direito, desta igualdade vale 1 somente quando todos os

Py € g, forem nulos.
Como
A(T{ay,0,))=(2¢c0l o) @ .00 — Leol-5,) B b,

Vemos que A(T(ay,a1))y ey A(T (@, a,)) sao linearmente independentes
em IRQ® (IR/7IR).

Portanto por Dehn, se 2 C (0,1) é uma base de IR sobre @), os ele-
mentos x(7'(a,a)), a € (L sdo linearmente independentes de P/F.

Como uma base () de IR sobre @ tem o cardinal de IR concluimos que

a dimensao de P/F é maior ou igual ao cardinal do continuo.

Assim sendo provamos o

Teorema 4. A dimensao do espago vetorial P /F € igual ao cardinal

de IR.

A imagem A(P) = §(P/F) é um subespago linear de IR @ (IR/nZ).
Para cada espaco vetorial V sobre IR, as aplicagoes lineares ¢ : R Q (IR/7Z) — V

que levam A(P) para zero, sao aquelas que satisfazem a condicao do teorema 3,
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quando 7 = 0.

Da demonstracao do teorema 3 fica claro que estas. fungoes ¢ sao aque-
las para as quais @(£) = ¢(1 ® &) tem a forma (4), onde h : (0,1) — V é a funcao

tal que

h(a) + h(b) — h(ab) =0

para todos a e be (0,1) e

ah(a) + bh(b) =0

quando a + b = 1.

Uma fungaod : IR — V é dita uma derivacao se ela satisfaz as equacoes

(5a) d(a+b) = d(a) + d(b)

(5b)  d(ab) = bd(a) + ad(b)

Para uma derivagao d : IR — V temos por (5b) que d(1) e
(5a) mostra que d tem perfodo 1. A funcao h : (0,1) — V dada h(a) CL)

evidentemente satisfaz as condicoes mencionadas mais acima.
Reciprocamente se h : (0,1) — V satisfaz aquelas condigdes, a fungao

d : IR — V com periodo 1 e para a qual d(a) = ah(a) com a € (0,1) e d(1) =0

serd uma derivacao.

Para ver isso, observemos que (5a) se verifica paraa e b € [0,1] com
a+b=1e que (5b) se verifica paraa e be [0,1].

Suponha agora que a e be [0,1] ea+b € [0,1].



Chegamos a

d(a) :d((a+b)aib) = aib d(a + b) +(a+b)d(aib)
b b b
d((a+ b)a+b) — a,+bd(a+b) + (a + b)d(a——HJ)

somando obtemos (5a) para a,b € [0,1], a +b € (0,1]. Entao (5a) se verifica para
a,b e a+be[0,1]. Se a,b€[0,1] e a+b€[1,2], temos 1 —a, 1 -b€ [0,1] e
(1—a)+ (1 —10)€0,1]. Logo

d(a)+d(b) = —d(1—a)—d(1—b) = —d(2—a—b) = d(a+b—1) = d(a+Db)
Portanto (5a) se verifica para a,b € [0, 1].

Para a e b € IR temos a = a, +m, b = b, + n onde a,,b, € [0,1] e

m,n € Z. Donde
d(a+ b) = d(a, + b,) = d(a,) + d(b,) = d(a) + d(b)
Tendo entao (5a), achamos

d(ab) = d(a, b, +n a, +m b,) = d(a, b)) + d(n a,) + d(m b,) =
b, d(a,) + a, d(b,) + nd(a,) + md(b,) = bd(a) + ad(b) e portanto (5b) se verifica

: d(a
Quando h : (0,1) — V é definida por h(a) = —%, onded: IR—YVé
uma derivacgao, a expressao {h(sen?S) em (4) toma a forma 2d(sen &)/cos £. Pondo

0/0 = 0 chegamos ao

Teorema 5. Para todo espago vetorial V sobre IR as aplicagoes lin-
eares ¢ : IR ® (IR/7Z) — V que levam o subespago A(P) = 6(P/F) no zero, sao

determinadas por derivagoes d : IR — V pela féormula
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(1 ®€) = d(sen £)/cos &

uma derivacao d : /R — ) se anula no conjunto dos niimeros reais e algébricos. Se
(2 é uma base de IR sobre @, toda fungao de 2 em V é a restricao de uma derivacao

d : IR — V. Provas destes resultados estao em [5].

Considerando agora o caso especial do teorema 3 onde V =P/F e 7T
a identidade, vemos que todas as aplicacoes lineares ¢ : R ® (IR/nZ) — P/F para
as quais = ¢ o /A coincidem no conjunto de elementos 1 ® £ para os quais sen £ é
algébrico, e se {2 C (0, 1) é uma base de IR sobre Qe I' e o conjunto daqueles angulos
v € (0, g) para os quais sen y € (), existe apenas uma aplicagao linear ¢ para a
qual z = po A e p(l ®E&) = 0 para cada £ € I'. O conjunto {m,['} é linearmente

independente sobre @,

Seja {m, A} uma extensao de {7,I'} a uma base de IR sobre Q. Entao
{1®8€&/ £ € A} é uma base de R® (R/nZ) e {¢(1R&)/ &€ AT} e basede P/F.

No teorema 5 tomemos V = IR. O subespaco A(P) de IR ® (IR/7Z)
é a intersecao dos micleos dos lineares ¢ : IR ® (IR/mZ) — IR cujos nicleos contém

A(P). Assim temos o

Teorema 6. O subespago A(P) = §(P/F) de IR ® (IR/nZ) consiste

daqueles elementos Z k, ® &, para os quais

v=1
Z ki sen &)/ eos & =0
v=1
para toda derivagao d : IR — IR.

Em particular, um elemento da forma k ® § com k # 0 pertence a
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A(P) se e 86 se sen £ é algébrico.

Para angulos arbitrarios &, ...&,, sejam ti,...,t; niimeros reais, alge-
bricamente independentes sobre @) e tais que os numeros sen §, sejam algébricos
sobre o corpo Q(ty,...,ts). Supondo que os polinémios caracteristicos dos sen &,
sobre Q[t1, ..., ts] sejam conhecidos, achamos para os nimeros d(sen &,)/cos &, onde

d : IR — IR é uma derivagao, expressoes da forma

S
Z ¢yo d(ty), onde ¢,, sao independentes de d. Como os valores d(t,)
o=1

podem ser arbitrarios chegamos a que os conjuntos {ki, ...k, } para os quais

Y koL
v=1

S

pertence a A(P) sao determinados como as solugoes das s equacoes lineares E Ko G =
v=1

= 1,8

Denotemos por D o conjunto de todas as derivagoes d : IR — IR e

consideremos o espaco vetorial IR” de todas as funcoes de D em IR.

Seja € : R ® (IR/tZ) — IR” a linear que leva 1 ® £ na fungao
d — d(sen &)/cos €.

Entao o teorema 6 diz que A(P) € o nicleo de e.
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Os teoremas 2 e 6 sao ilustrados pelo diagrama
5N
- P>
) i W/%’ — /8@(//2//17[_7 —«“«"ZE

O resultado de Dehn fala da existéncia de ¢ tal que A = o x. O
resultado de Syndler diz que a primeira parte da sequéncia horizontal é exata e

nossa caracterizagao da imagem A(P) diz que a segunda parte é exata.
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