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1. Introdu<;ao

0 comportamento assintotico das solu^oes de

utt + 2au, = (a„(x)uz)x + /(u),0 < x < 1,< > 0
«r(0,<) = = 0,f > 0,

(l.i)

tem sido objeto de estudos de varios autores (por exemplo, [1], [6], [10], e [11], entre 
outros). Se / satisfaz a condi<;ao de dissipatividade

/(«)limsup------ < — r < 0
|u| —oo ^

(1.2)

entao o semigrupo defmido por (1.1) tem um atrator global, isto e, existe um subconjunto 
compacto invariante A C i/1 (0,1) x L2{0,1) que atrai o conjunto das soluqoes de (1.1) que 
tem valor inicial em conjuntos limitados de H = Hl(0,1) x L2(0,1).

Recentemente, Carvalho [1] mostrou que se inf{a(x) : x € [0,1]} e suficientemente 
grande, entao o atrator global A de (1.1) pode ser identificado com a inclusao em H do 
atrator A da equa<;ao ordinaria

v + 2 ait = f(v) (1.3)

Esse resultado.e uma generaliza^ao para equates hiperbolicas daqueles previamente obti- 
dos por [4] e [7] no rontexto de equacbcs paralxilicas e na demonstra^ao do resultado u 
representa a media da solu^ao.

Nesse trabalho. vamos c.onsidenir o caso em que a e grande, exceto numa vizinhan^a de 
um ponto fixado em (0,1), onde ela se torna arbitrariamente pequena. Mais precisamente, 
sejam xj € (0,1), T], aj, t|, ti constantes positives e (\ > €j, a'j > «i funqoes de um 
pequeno parametro v > 0 tais que f\[u) - C\ = 0(/'9), para alguma constante 0 < q < 1, 
e a\(u) — «i = o(l) quando // —> 0-K Vamos supor que a = a„ e uma fun<;ao de classe C2 
e satisfaz as seguintes condi^des

«(x) > —. for 0 < x < x, - u(\

X, + < x < 1

*1 - < X < *1 + vt\
Xi - vt\ < X < X, + vtx

for

a(x)>i/aj, for 
a(x)<i/al,, for
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Funqoes da forma acima tambem foram consideradas por alguns autores (por exemplo, 
[5], [C], [2], [3]) no contexto de equates parabolicas onde iilguns resnltados interessantes 
concementes a estrutura do atrator global foram obtidos.

Como a„ e grande em (0,X] — i'C\] e (xj + u£\. 1], podemos esperar que as solu^oes de 
(1.1) convergem para uma constante em cada um desses subintervalos quando v —► 0+. De 
fato. vamos provar qne seae suficientemente grande, entao o atrator global Av de (1.1) 
converge para a imersao em H do atrator global Aq do sistema de equates ordinarias

{ +2rtU1(<) = f7i(u1(t),u2(0)
“2(0 + 2c\Ui{t) = -(iu2{t) + «?2(ui(0,u2(t)),

(1.4)

onde e

<7i(“i,“2) = xi/(“i + *l“2) + (1 - x,)/(ui + k2u2)

g2(uuu2) = -ktxif(ut + kju2) + k2{ 1 - x,)/(u, + k2u2),

sendo

fc2 = ~k\
k2'

2. Principals Resnltados

Nesse trabalho, vamos super que a > 0, / : IR —* IR e de clas.se C* e satisfaz a seguinte 
condicao de dissipatividade: existe v > 0 tal que

r /(«) ^Inn sup------< —r, (2.1)
|m |—oo 11

Vamos supor tambem que a„ : [0,1] —♦ IR e uma funqao positiva de classe C2 e satisfaz as 
coudi^des enunciadas na introdu(*ao.

Inicialmente vamos mostrar que (1.1) define um sistema dinamico em (0,1) x
L‘(0A).

Seja X = £2(0,1) o espaqo de Hilbert das fumjbes reais de quadrado integravel 
definidas em [0,1). Para cada each 0 < ;/ < ;^o, seja At, : D{AV) —* X definido por

D(AV) = {« € H2(0,1) : u'(0) = u'(l) = 0}

(.•i„u)(x) = -(a,(*)u'(x))', 0 < x < 1.

Como Av e um operador linear fechado, autoadjunto e nao-negativo, Av e setorial e por- 
tanto as potencias fracionarias XJ = D(A]) munidos com a norma do grafico estao bem 
definidos e sao espagos de Hilbert. Como Ay tern resolvente compacto, o espectro de Ay
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consiste apenas de autovalores smiles e, para cada 0 < 7 < 1, a inclusao XJ C X e com-
pacta. Nesse trabalho vamos sup or que 7 = 7, o que implica que Xj = Hl(0,1) munido 
com a norma dada pelo produto inlenio

= / (m(x)u(x) + a„(x)u'(x)u'(x)]dx.
J 0

(u,u)

Os proximos dois resultados sao fundamentais cm nossa discussao e remetemos o leitor 
a [2) para a correspondente demonstra^ao.

Lema 2.1. Sejam 0 = Aj < A2 <...—» 00 a sequencia dos autovalores e <}>\(x) = 1, 
as correspondcntes autofungdes ortononnaiizadas de

{ - (ayix)4>'n(x))' = Am^„(x),0 < x < 1, 
<£*,(x) == 0, para x = 0,1

Qiuindo v —► 0-f, temos A 2 —»
Aiern disso. ||p2||l~(o,i) e hinitado e temos

e existe m > 0 tal que A„ > ^, para todo n > 3.1
2f| j|(i-rt)

— + o(l), se x € [0,xj - 

0(1), st? 1 6 (xi - i,xi + j/^i] (2.2)= <

+ o(l), se * G [xj + 1/^1,1],

qnan do u —* 0+.

Lema 2.2. Existe iiuia constante !• > 0 tal que

(^J Wif + o,(i)rti)2rfxj ,sup |<£(x)| < k 
o</< 1

para todo v > 0 e <t> e H] (0,1). Portauto. a const ante de imersao Xj C L°°{0,1) e 
iudependente de v.

Seja H = Hl (0,1) x L2{0,1) com a norma definida pelo produto intemo

= f [i/(x)?i(x) +b(x)u(x) + rtw(x)u'(x)u'(x)) dx. 
Jo

((u.c),(u,S))

Seja Cv : .D(C„) C H —* H definido por

D{CV)^D{AV) x #‘(0,1)
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C„(u,v)(x) = (u(x),(a„(x)u'(x))' - 2ou(x)) , 0 < x < 1.

Com e-ssas nota^oes, a equa^ao (1.1) pode ser reescrita como a equa<;ao de evolucjao

z(t) = C\z(t) + G(z), (2.3)

onde z = (u,v) e G : H —> H e detinida por G[z)(x) — (0,/(u(x))), 0 < x < 1.
Nosso primeiro objetivo e mostrar que o problema de valor inicial para (2.3) tem uma 

unica solu^ao global. Como usual, solu$oes de (2.3) sao definidas como sendo solu^oes 
continuas da equaqao integral

-(0) + / ec>{t-a)G{z{s))ds. 
Jo

C„lz(t) = e (2.4)

Valem os seguintes resultados

Lema 2.3. Cv e o gerador de iiju .seiiiijgrupo fortemente con turn o e existe K > 1 taJ que 
Hem'll < K, para todo t > 0.

Lema 2.4. Se f : 1R —» IR e de cJasse C2, entao G : H —+ H e de cJasse Cl e e uma 
aplicagao compacta. A lew disso, G e DG aplicaw coujuntos limitados em conjuntos limi- 
tados.

Usando agora o teorema do ponto fixo, podemos provar o seguinte

Teorema 2.1. Para todo z0 G H, existe 0 < ft < oo e uma miica soiiifao r(-,2o) de (2.4) 
definida em [0,/?) e satifazendo c(0) = c0. Se ti < oo. entao limsupf_rf_ ||z(<)|| = oo. Se 
-o G DiCy), entao t G (0,/i) ►-* r(t,cu) G H e C1, t G (0,/i) *-♦ r(t,20) € D(CU) e continua 
ere tuna solu^ao estrit.a de (2.3).

A seguir. vamos mostrar que todas as solu^oes sao limitadas e portanto, estao definidas 
em [0, oo). Tamlxmi decorrera dos resultados apresentados a seguir cpie existe um conjunto 
limitado de H que atrai qualquer conjunto limitado de H pelo fluxo gerado por (1.1). Para 
isso, considere a fun<;ao V : H -* IR dada por

a„(x)u'(x)2
2-l (2.5)+ 2bu(x)v(x) - F(u(x)) dxyV(UyV) 2

oncle F(u) = JQU /(.s)ds e b > 0 e lima constante. Temos o seguinte

Lema 2.5. Seja b um nume.ro real tal que 0 < b < min{o, 7J771, 5^}- Entao, existem 
constantes c\, , Cj, C4, k-i tais que

c, Il(“- «0||’2 - h ^ ^(u' v) ^ «*2||(«* l*)||2 + *'2* (2.6)

para todo (u,v) G H and

^-V(u(t),v(t)) < -cj||(u(<),w(<)Ha+^. (2.7)
<lt
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para tod a solu$ao de (2.2) com valor inicial em D{A). 

Se (uq,ui) € D{CV), segue-se de (2.G) e (2.7) que

£v(u(t),v(t)) < - — V(u(t),v(t)) 4-
dt C2 C2

V(u(t),v(t)) < V(u0,tti)c"H‘ 4- (k2 + - e” ** *]
c3

+ CA

e portanto,

< V(u0, uj )e”*3 * 4- (k2 +
c3

para toclo t > 0. Como V e continua e qualquer solu^ao de (2.3) pode ser aproximada 
por solitudes estritas, e.ssa ultima desigualdade vale tambem para qualquer solugao. Isso 
implica que

[( i(( 2*a + ^C4 + S|(u0lUl)y*f-jt«.
C\ C|C3 Cj

para todo t > 0 e qualquer soliujao de (2.3).
Denotando por T„(0-o a solu^ao z(t, -o) de (2.3) com valor inicial z0, entao para cada 

u > 0, a familia {Tu(t),t > 0} e um semigrupo nao-linear em if, que e gradients e orbitas 
de conjuntos limitados sao limitadas. Como G e compacta. a formula da varia^ao das 
constantes (2.4) inostra que qualquer orbita de T„(t) e pre-compacta (ver, por exemplo, 
[11]. Assim, usando o Teorema 3.S.5 de [6], concluimos que (1.1) tern um atrator global 
conexo, que sera indicado por Av.

Agora, vamos dec.ompor XJ = H\ H2 Y, onde H\ = [0i], H2 = (^2) e Y = 
(H1 tp H2)1"- Entao. if e decomposto eomo

if = if1 4* H2 * Y x ifi (ft H2 4) Y.

Lema 2.6. Y x Y e invariante por Cv e, para cada a > a, exists K > 0 tal que 
||cc;-‘|vxy^|| < A^-^MyxV. para todo 9 £Y x Y.

Escrevendo u(x%t) = V](t)<f>i(:r) 4- MO^Mz) + te(z,t), onde

1 1M0 = /
Jo

V2{t) = f
Jo

u(xyi)dr = (u, 0i) ti(z.t)^2(x)dz = (u,$>2),

e n»(.r,t) = u(z,t) - i»i(/)6i(j*) — »»2(f)0*j(z), a equagao (1.1) pode ser decomposta em

MO + 2ftU|(t) = (/(it)« Oj)

"2(0 + 2ou2(t) = -A2U2(t) 4- (f(u), (f>2)
wtt + 2otwt = (a„(r)u>x)x 4- f(u) - (/(u),<£j)0, - (/(u),02)fo
Wr(0,t) = u;x( 1, t) = 0
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Sendo V\ = col(vi,t>i), V2 = col(u2,u?) e W = col(u?.u»), as equates anteriores 
podem ser escritas na forma

V', = £,V, +^(^,^2,^')

V-I = B-,(v)V2 + F2{V2,V2%\Y) 
w = C¥W + F,{VuV2iW),

(2.8)

onde

) M i)-( ! i) -( 0 1
—A2(i/) —2a

onde
MVuV7,W) = (/(Ul0 + U202 +U>),^l),
/2(Vi, IV) = (/(vi<?+ v-i<f>2 + w),02),

/3(Vi,Vi,VK) = /(u,0 + 1*202 + w) - (}{v\<p + V20-2 + w),0l)01
- (f{V)<i> + V202 + U>),<P2)<f>2-

Sendo

-(i )• -( 0
9i(vi,v2) J 1

= ( 0 1 eV <7i(ui,U2 )/
1b2 Gi(Vi.V2) G2(V,,V2)-2a

o sistema acima pode ser escrito na forma equivalente

V, = £, V, + G, (V!, V2) + (F, (V,, V2, W) - G, (V,, V’2))

V2 = B2V2 + G2(V,, V2) + (IMi/) - i?2)V2 + [F2(Vu\2.\V) - G2(VuV2)). 
W = C¥W + F2{VuV2%W)

Lema 2.7. Dado p > 0, existe I\ = A'(p) > 0 tal que

+ 0(1/5) 

+ 0(1/5 )

|f>(V,,V2,lV)-G1(VltV2)|<A'||W|| 1A7 xl’

l-FitVl, V2, W) - G2{\'\, V2) < A'||IV|| 

llfl(Vi,V2,1^)11 < A'PV||
.V* xt,* 

+ 0(1/),*A'/ xP

para i/ > 0 e ||( Vi, V2, W)|| < p.

Teorema 2.2. Seja .4,, o aerator de (1.1) e seja -40 a inriusao em do at rat or de (1.4). 
Existe a0 > 0 tai r/ue se a > a». entao. a fiuniliH {A». 0 < »/ < J'0} e semicoxitiiiua 
superionnejite em 0.

A demonstraqao e consequencia do teorema 2.3 cle [3].
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