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PROLOGO

Este volumen contiene los 309 resimenes de los trabajos presentados al vV Congreso de
Métodos Numeéricos en Ingenieria, celebrado en Madrid durante los dias 3-6 de Junio de
2002. Asimismo, el CD-ROM adjunto contiene los trabajos completos correspondientes.
Los congresos anteriores tuvieron lugar en Las Paimas de Gran Canaria (1990), La
Coruna (1993), Zaragoza (1996), y Sevilla (1999).

El Congreso es ya el quinto de la serie que sobre dicho tema organiza la Sociedad
Espaiola de Métodos Numéricos en Ingenieria (SEMNI). El éxito creciente obtenido en
las sucesivas ediciones, asi como el aumento en la calidad y variedad de los trabajos
presentados, constituye una muestra importante del grado de consolidacién que dicha
organizacion ha alcanzado dentro de la comunidad cientifica nacional e internacional.

Asimismo, este es el primero de una serie de Congresos a celebrar en colaboracién con
la Asociacién Portuguesa de Mecanica Tedrica, Aplicada y Computacional (APMTAC).
Hay un numero importante de trabajos que corresponden a cientificos e ingenieros
Portugueses. Ademads de agradecer esta colaboracién a los autores, los organizadores
pensamos que esta excelente colaboracién y entendimiento cientifico entre Espana y
Portugal es beneficiosa para todos.

La organizacion del V Congreso de Métodos Numéricos en Ingenieria
se ha efectuado, de forma conjunta, entre SEMNI, APMTAC y la Escuela
Técnica Superior de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de la
Universidad Politécnica de Madrid.

El contenido de este volumen es muy amplio y refleja la importante actividad que se
desarrolia en Espafia y Portugal en relacién con los aspectos mas teéricos de los métodos
numeéricos, asi como sus aplicaciones a diversos campos tales como el analisis estructural,
ia mecdnica de fluidos, la geomecanica, la visualizacidn gréfica, la optimizacion, el andlisis
de materiales compuestos y el electromagnetismo, entre otros. Debe destacarse, respecto
a anteriores congresos, el importante nimero de trabajos incluidos en areas recientes
como la biomecanica y los métodos sin malla. Se incluyen, asimismo, comunicaciones
escritas por especialistas de prestigio internacional que participaron en las sesiones
plenarias del congreso. Se destaca, también, la importante contribuciéon de diversos
cientificos e ingenieros ibero-americanos.

Todos los trabajos publicados se han reproducido directamente a partir de los archivos y
manuscritos remitidos por los autores. Por ello, los organizadores no pueden aceptar
ninguna responsabilidad por su contenido.

Finalmente, los organizadores quieren agradecer a los autores de los trabajos el esfuerzo
realizado, asi como su contribucion al éxito del congreso.

Barcelona/ Lisboa/ Madrid Junio 2002

José M2 Goicolea c - Ot
Universidad Politécnica de Madrid PUQG‘_”'O n; eSEMN/
Carlos Mota Soares residente de

: : < ; Carlos Mota Soares
ﬁg’:ﬁ :lgzgteoz— ecnica de Lisboa Presidente de APMTAC
Universidad Politécnica de Madrid y CEDEX
Gabriel Bugeda
Universidad Politécnica de Catalufia y CIMNE
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1. INTRODUCAO

O Método dos Elementos Finitos Generalizados, MEFG, [1] e [2], pode ser interpretado
como uma variagao do Método dos Elementos Finitos, MEF, que compartilha diversas ca-
racteristicas com os métodos sem malha. A aproximagéo local é construida empregando-se
uma malha convencional de elementos que serve apenas para se definir uma particio da
unidade, sobre a qual é realizado o enriquecimento das fun¢des de forma. Tal enrique-
cimento é nodal e pode ser polinomial ou néo, conforme o tipo de problema modelado.
Neste trabalho, o MEFG é explorado para a analise de problemas com n&o-linearidade
fisica, particularmente estruturas de concreto. O comportamento do material é idealizado
pela Mecanica do Dano Continuo, aplicando-se o modelo de Mazars, [3]. De acordo com
esse modelo o meio é suposto eldstico mas com rigidez reduzida por efeito da danificagao
progressiva. Como exemplo de aplicagdo, o problema de uma viga de concreto armado é
analisado. Mostra-se que a resposta nao-linear da estrutura, observada experimentalmente
e reproduzida mediante uma andlise convencional de elementos finitos com uma malha
bastante fina, pode ser obtida pelo MEFG utilizando-se uma malha com poucos elementos.
Na segunda parte do trabalho o Método dos Residuos em Elementos, MRE, (4], é adap-
tado a formulagao do MEFG tendo-se em vista o futuro estabelecimento de um processo
p-adaptativo no contexto da andlise nao-linear fisica. Uma chapa de concreto comprim-
ida por uma forga volumica é entao analisada. A medida global adotada para o erro de
aproximacio, calculada mediante a contribuicio de cada um dos elementos, é comparada
com uma outra medida de erro calculada a partir dos resultados de uma andlise conven-
cional cuja solugdo é considerada muito préxima da exata. Conclui-se que, respeitando-se
certas hipdteses iniciais, a medida de erro formulada pode ser utilizada com sucesso como
indicador para um processo p-adaptativo em problemas de anélise nao-linear.

2. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS

O MEFG tem sua formulag8o oriunda de duas linhas de desenvolvimento dos métodos
sem malha empreendidas por:

= Babuska e colegas, sob a denominagio inicial de Método dos Elementos Finitos Espe-
ciais, [5], e posteriormente como Método dos Elementos Finitos Particao da Unidade,
[6};

= Duarte e Oden a partir dos trabalhos [7] e [8], correspondentes & formulagdo do

método das Nuvens, e em [9] como uma abordagem do MEF em forma hibrida com
o método das Nuvens.

A construgao das fungdes de forma do MEFG tem por base o conceito de partigdo
da unidade, PU, [10], que se caracteriza por conferir capacidade de aproximag&o a um
conjunto de fungbes cuja soma é igual a um.

Considere-se uma malha convencional de elementos finitos definida a partir de um
conjunto de N pontos nodais {wj}le em um dominio aberto e limitado 2 de interesse.
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Seja, entdo, w; uma regiao, ou nuvem como definida em {7}, formada por todos os elementos
que concorrem no ponto nodal z;. O conjunto das funcdes interpoladoras de Lagrange
associadas ao né x; e pertencentes a tais elementos, define a funcio N;, cujo suporte
compacto corresponde a regido w;. Por sua vez, pode-se mostrar que o conjunto {N}?;u
forma uma PU, ou seja, em uma posigdo qualquer do dominio §2:

N
D N;=1 (1)

Considere-se, também, os conjuntos formados por g; fungGes linearmente independentes
definidas em cada né x; com suportes na nuvem wj:
def
jj = {l,le,ng,.. '7qu_7‘} (2)
As fungdes de forma ¢; do MEFG, atreladas ao né x;, sdo construidas por meio da

enriquecimento, ou multiplicagdo, das funcdes PU correspondentes & nuvem w;, pelas
componentes do conjunto (2), ou seja:

{53y =Ny x {1, Ljn, Lya, .., Lyg; } (3)
Para melhor entender o comportamento das fungbes resultantes desse produto toma-se,
como exemplo, 0 esquema da Figura 1 para o caso de aproximacGes definidas em Q €
R?2. Nela, encontram-se representados a PU de ordem 1 (fungdo bi-linear) geradora de
uma aproximacido CY uma funcio especial arbitraria e o resultado do produto (3) entre
essas duas fungbes. A funcdo especial é escolhida para conferir & fungao produto certas
propriedades locais, representativas do problema aproximado. Como resultado a funcio
de forma correspondente apresenta as caracteristicas aproximadoras da fungio especial,
a0 mesmo tempo que herda o suporte compacto da PU. Consegue-se, assim, gragas ao
suporte compacto de ¢;, que a aproximagao seja construida sem penalizar a continuidade
entre os elementos da malha inicialmente adotada.

As fungdes do conjunto (2) podem ser polinomiais ou néo, dependendo do tipo de
solugdo que se queira aproximar. Pela maneira como é realizado, o enriquecimento pode
variar entre elementos e ainda assim chega-se a uma aproximagao sem “costura”, [2], sem
a necessidade de se estabelecer, como ocorre no MEF hierarquico, condigoes de restrigao
que garantam a continuidade dos diferentes campos aproximadores. Além disso, o emprego
das func¢des do MEF para a PU evita problemas relacionados & integragdo numérica e a
imposicao das condigdes de contorno, encontrados em algumas formulagdes sem malha,
como o Método dos Elementos Livres de Galerkin, [11], e 0 Método das Nuvens, [7].
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A aproximagao @(x) é, dessa maneira, obtida pela seguinte combinagio linear das
funcgdes de forma:

N

i(z) =Y  Nj(z) {Uj + ZJ Lﬁ(w)bﬁ} (4)

7=1

onde bj; s&o novos pardmetros nodais em correspondéncia a cada componente N; L ;.

Figura 1. Esquema de enriquecimento da Partigdo da Unidade

2.1. O MEFG na Elasticidade Linear Bi-dimensional

Seja o seguinte problema de valor de contorno, PVC, que exprime, em forma forte
e em funcdo dos deslocamentos cinematicamente admissiveis, o equilibrio em um ponto
genérico do dominio 2 € R%:

Viou)+b = 0 emQ
Encontrar u tal que: u = 1 em'p (5)
t(u) =t em [y
sendo:
w ul def [ Uy Uy ] o vetor das componentes de deslocamentos nas dire¢des dos eixos
T ey;

= 'j; regido do contorno em que as condigdes de Dirichlet séo definidas;

= T'); regido do contorno em que as condigdes de Neumman s&o definidas;
m o tensor de tensoes;



4 Felicio B. Barros, Sergio P. B. Proenca, e Clovis S. de Barcellos >

b forga volimica;

= t = on, vetor de tragdes no contorno 9¢2;

= 4 et vetores de deslocamento e tragao prescritos;
= n versor normal ao contorno 92 na regido I'y.

A correspondente forma variacional pode ser descrita como:

Encontrar u € H* tal que: B(u,v) = I(v) Vv € H! (6)

onde:

s H! é o espago de Hilbert de ordem 1;
» 0s operadores variacionais sao definidos como:

B(u,v) = // el (v)o(u)l, dzdy
Q

v) ://valz d:cdy+/vTi‘lz ds
Q T'n
7 def
(

LI lef [ vg Uy ] é o vetor das fungdes teste de deslocamentos em z e y;
v) representa o operador de gradientes sobre v;
= [, a dimensdo do corpo eldstico na diregdo z (espessura) aqui tomada como constante.
A aproximagao de Galerkin corresponde a solucdo do seguinte problema, em um sub-
espaco de dimensdo finita X construido pelas fungées do MEFG:

Encontrar @ € X tal que: B(@,d) = (D) Vo € X (7

em que @ e ¥ sdo definidas, cada uma, a partir da expressdo (4), para R?, ou seja:

N

() =Y N {uj + ZLﬂ } =u="U (8)
Tvl

o(z) = Ny(x) {vy + ZLﬁ cﬁ} =>0=9TV (9)

j=1 i=]
Introduzindo-se, entao, a matriz L que realiza os gradientes e determina o campo de

deformacdes a partir dos deslocamentos e o operador B que relaciona os deslocamentos
generalizados U as deformacoes €:

e | 802 0
L= 0 8/dy B =L®" (10)
0/0y 0/0x

5
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pode-se chegar ao seguinte sistema de equagdes:

KU =F (11)

Sendo C' o tensor das propriedades eldsticas de rigidez do material, K e F sio definidos
como:

K://BTCBZZ dz dy (12)
Q
F://@blz dxdy+/<§izz ds (13)
0 Ty

Quando as fungées de forma @ sdo obtidas pelo produto da PU, polinomial, por
monodmios, elas formam um conjunto linearmente dependente e, por essa razdo, a matriz
de rigidez torna-se semi-definida positiva. O sistema de equagdes (11) admite, portanto,
infinitas solugdes para a parcela de U correspondente aos pardmetros enriquecedores bj;
ainda assim a unicidade da solugdo de Galerkin é preservada. Para resolver tal sistema
emprega-se, neste trabalho, a estratégia iterativa sugerida em [1].

3. ANALISE NAO-LINEAR

O material considerado neste trabalho é o concreto e a nao-linearidade fisica decorre
da propagacgédo de defeitos ou dano inicial, simulados pela Mecanica do Dano Continuo.
O modelo constitutivo adotado é o de Mazars, [3], para o qual o concreto é considerado
como um meio eldstico em processo de dano evolutivo. A abordagem é ndo-local, [12], em
que se aplica o critério de danificagdo a partir de médias ponderadas das deformagctes em
uma regiao em torno do ponto de interesse. Tal regido, definida pelo raio 7, esté associada
a dimensao do maior agregado no concreto.

O problema néo-linear é resolvido iterativamente pelo método de Newton-Raphson.
Sendo i; o simbolo para iteractes, o algoritmo de resolugdo é o seguinte:

Para iy = 1,2,...,%,...,i0%*
i — i—1
- 2t ‘1) — t+A.tFext _t+At Fl(ntt ) (14)
t+AtK£1gc—-1)AU(1.z) — w(u—l)
tratprli) = tratpr(ie-l) 4 ApyGe)

tendo como condigoes iniciais:

A7 (0) tUGf.); AL (0) _ tpeGe).  thAtp(0) — t (@)

sec sec ?

onde At é a varidvel de controle do processo incremental associada ao passo de carrega-
mento imposto e AU) é o acréscimo do vetor de deslocamentos na iteragio i; do passo
t + At. O vetor de forgas residuais é representado por =) tHALEL - representa o vetor
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de forgas internas equivalentes & uma distribuigdo equilibrada de tensdes e 44 F ., o ve-
tor generalizado de forgas externas. Observa-se que para a matriz de rigidez emprega-se,
neste estudo, a forma secante "~ K., obtida de:

AR e = / / BT(1-~D)CBI, dxdy (15)
Q

onde 0 < D < 1 corresponde a varidvel de dano escalar do Modelo de Mazars.

De forma geral, a estrutura para a solu¢do do problema n#o-linear é idéntica & usada
tradicionalmente no MEF. Excetua-se, é claro, a maneira com que os vetores e matrizes,
presentes nas expressoes acima, sao montados. Um detalhe importante a ser considerado
corresponde ao critério de parada do processo iterativo. Em razdo da dependéncia linear
das fungbes de forma para o caso de enriquecimento polinomial no MEFG, o ideal é que
se utilize para o controle da convergéncia a norma energia incremental dada por:

NGL
[N def /AU(ii)Tw(ig—l) _ Z (AUi(it),l’bgit,—l)\ (16)

=2

onde NGL refere-se ao nimero de graus de liberdade empregado. A razdo para esse fato
estd na dependéncia linear das func¢bes de forma para o caso de enriquecimento polinomial,
discutida na segdo 2.1. Como sdo admitidas infinitas solugGes para os pardmetros bj;
de AU é possivel que se tenha a convergéncia da solugio sem que a norma L, dos
deslocamentos ||AU®||;, se anule. De forma ansloga, a convergéncia do resultados néo
implica, necessariamente em se ter uma norma L, nula para vetor de forcas residuais
generalizadas, ||y~ V]||.,. O produto interno entre 1~ e AU preserva o significado
associado & energia de deformagio, néo sofrendo influéncia de uma eventual dependéncia
linear das fun¢des de forma, como poderia ocorrer com as normas isoladas de deslocamento
ou forgas residuais, [13].

4. VIGA DE CONCRETO ARMADO

O problema ilustrado na Figura 2, corresponde a uma viga de concreto armado, bi-
apoiada, com secdo transversal retangular e submetida a duas forgas verticais F' posi-
cionadas simetricamente com relagdo ao meio do vao. O momento constante, que solicita
a regido entre as duas forgas, induz uma distribuicido difusa de micro-fissuras ao longo
desse trecho.

A seguir, sao apresentados os dados relativos as propriedades do ago (sub-indice s) e do
concreto (sub-indice c¢). Entre eles estdo, também, os pardmetros dos modelos de Mazars
(Ar, Br, Ac, Be,Eqp) € 0 raio adotado na abordagem néo-local, rp:

Ar =07 Br = 8000 Ac =0,85 Be = 1050
£q0 = 0,00007 E.=29200MPa E, = 196000 MPa ve = 0,2
v, =0,3 T = 3 CI
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Figura 2. Viga em concreto armado - geometria ¢ detalhe de armaduras - medidas em c¢cm

Os parametros para 0 Modelo de Mazars foram obtidos por identificacdo paramétrica
em ensaios apresentados em [14], onde também se encontram os resultados experimentais
utilizados para confronto. Com relagao ao ago, considerou-se um comportamento eldstico
linear. Entre os meios concreto e ago admitiu-se aderéncia perfeita.

4.1. Analise Numérica

Duas andlises estaticas bi-dimensionais foram realizadas. As malhas de elementos finitos
empregadas estao representadas na Figura 3. A Malha I apresenta elementos com funcées
de aproximacdo bi-lineares e um ndmero total de graus de liberdade NGL=1376. J4 na
Malha II, foram utilizados poucos elementos com enriquecimento de grau varidvel para
cada nuvem w;. Nesse caso, o conjunto de funcoes J; empregado pode ser representado
como:

jj = {11pj17pj27"'7pj4j(p)} (17)

Os mondmios pj;; tem valores nulos no ponto nodal x; e foram normalizados por uma
dimensdo caracteristica da malha, no caso a maior diagonal dos elementos que pertencem
a nuvem wy. Essas caracteristicas impostas tiveram o objetivo de eliminar a interferéncia
das dimensdes do problema na aproximagao numérica, além de garantir, para as fungoes de
forma, as propriedades do delta de Kronecker em relagio aos nds. O pardmetro g;(p) cor-
responde ao numero de fungdes necessario para que a aproximagao reproduza exatamente
polindmios completos até o grau p. A seguir séo listadas outras consideragdes admitidas
nas andlises:

condi¢oes de contorno: para se manter a coeréncia com a formulagdo bi-dimensional
as restrigdes nodais e as forgas concentradas foram substituidas, respectivamente, por
um vinculo de face no elemento adjacente ao apoio e uma carga distribuida g;

aproximacgao das armaduras: utilizou-se para as malhas [ e I], a técnica de embuti-
mento da armadura, descrita em [15]. Apenas a armadura positiva foi considerada;
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Figura 3. Condigdes de contorno e discretizacdo adotadas

integracao numérica: realizada através da quadratura de Gauss-Legendre. Para a Mal-
ha I foram utilizados 2 x 2 pontos por elemento. J4 para a Malha II, fol empregado um
conjunto de 4 x 4 pontos para os elementos préximos do apoio e da forga q. Para os
demais elementos, de dimensOes maiores, foram adotados 6 x 6 pontos de integrag&o
para captar a evolugdo do dano;

andlise nao-local: a utilizagao de ry = 3cm tem um efeito regularizador, fazendo com
que o dano, no limite, se concentre em bandas de largura finita, garantindo, com isso,
a objetividade da resposta numérica;

tolerancia e passos de carregamento: como critério de convergéncia do algoritmo de
solucdo iterativa, adotou-se uma tolerancia de 0,5 % para a norma energia incremental
em relagdo & norma obtida para o primeiro passo eldstico. Os primeiros 4 passos
incrementais do carregamento representaram, cada um, 9% da forga total aplicada
(30kN), sendo seguidos por um passo com 4 %, 26 passos com 1% e os 17 tltimos
passos com 2 %. Esta forma adotada para aplicagdo do carregamento se deve a elevada
nao-linearidade observada a partir de 12kN;
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montagem da matriz de rigidez: para evitar o mal-condicionamento da matriz de

rigidez, para efeitos de sua atualizagdo quando da reaplicagido do residuo, o dano
foi limitado (D < 0,87);

501

40

F (kN)

....... Experimental 1

....... Experimental 2

~5—Malha |

—e—Malha I}

T L B 1

0,0 2,0 4,0 6,0 8,0
uy (mm)

Figura 4. Andlise estética

No gréfico da Figura 4, os resultados experimentais de [14] sdo confrontados com os
resultados das andlises numéricas. As curvas descrevem a histéria do carregamento F,
(equivalente a resultante da carga distribuida ¢) relacionando-o ao deslocamento verti-
cal u, (medido no meio do véo, na face inferior da viga, como mostrado na Figura 2).
Pode-se afirmar que as respostas sdo praticamente coincidentes para as andlises com as
malhas I e II, aproximando-se satisfatoriamente dos resultados experimentais. Optou-se
por interromper a anélise no nivel de forga correspondente a 30 kN. Acima desse nivel
caracteriza-se, experimentalmente, a plastificagdo das armaduras, nao considerada nesta
modelagem.

As Figuras 5(a) e 5(b) ilustram a distribui¢go do dano, para o nivel de for¢a F' = 14,4 kN
e correspondente ao 132 passo das andlises com as malhas I e II, respectivamente. Nota-
se que a regiao de distribui¢do do dano, obtida com as duas malhas, é bem semelhante.
Na Figura 5(a), porém, ocorre uma maior concentracdo, o que pode ser explicado pelo
elevado nivel de refinamento h da Malha I se comparado ao da Malha II. Testes realizados
com aproximagdes polinomiais de ordem inferior e superior & apresentada na Figura 3(b)
indicaram que & medida que se eleva a ordem polinomial da aproximago, mais préxima
a distribuigdo do dano fica do observado na Figura 5(a).

10
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gados para o enriquecimento da solugéo sdo definidos como em (17). Por conveniéncia, o
espago das fungdes de aproximagao é caracterizado ao nivel dos elementos e pode ser rep-
resentado por: X,(X) = {v, € H'; v,|x € Pp, K € Q}, onde v,|x refere-se A restrigio da
funcao v, ao elemento finito X pertencente ao dominio {2 e P, é o espago dos polinémios
com grau maximo p.

Ao final do passo t + At pode-se definir a fun¢io erro de aproximacdo como:

At

t+Atep — t+Atu

u,  sendo “Ae, € H* (19)

A partir dai, uma opgao seria substituir a (19) na (18) no sentido de se obter o PVC
expresso em funcdo do erro. Uma ulterior medida do erro, expressa por meio de uma
conveniente norma, poderia servir como controle da qualidade da solugao obtida no passo.

Inicialmente, é importante observar que devido a n&o-linearidade do meio, as pro-
priedades de rigidez do mesmo, no caso da danificacdo, resultam diferentes comparando-
se, por exemplo a solugio 4%y, e a solugio aproximada ‘2w, , correspondente a um
certo grau de refinamento; a consegiiéncia disso é que o (**8tu) — o (*2%u,) #£ o(*ile,).
Por outro lado, admitindo-se que a variagdo de rigidez seja continua com o refinamento
da solugdo numérica, pode-se tomar como valida a seguinte aproximagao:

do :
o (HHBty) — O_(t+At,up) ~ = B E£t+Atu _ t+Atup)J (20)
L tup

~
t+At€p

onde Jo(u)/O€li+aiy, representa a rigidez local do meio em correspondéncia a solugéo
t+Atu
-

Com as relagoes (20) e (19) inseridas na (18), pode-se ent&o exprimir o seguinte PVC,

do qual resulta, a rigor, uma estimativa “¥4‘e} para o erro de aproximagao Hbte
r |90 t+AL t+At
Vi = e(**®er) | +ra("%up) = 0 emQ
85 f+Atup
foter = 0 emIp (21)

oo

Pl E(HAte;) n = Tr(t+Atup) em Iy

Oe thaty,

onde aparecem as fungoes de residuo, no dominio e contorno, dadas por:

ro(ttoty,) def V7o (H8ty,) + t+8th  em Q

def 3 A (22)
,,,F(t+Atup) — t+Att _ t(t+ tup) em FN

A qualidade dessa estimativa depende fortemente de que 2w e 8%y, estejam bas-
tante préximos, de modo que a rigidez local utilizada: em (20) resulte suficientemente
precisa. Tal condi¢do pode ser atendida no problema nao-linear tomando-se pequenos
passos de carregamento.

12
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Uma maneira conveniente de resolver o problema (21) é também formulé-lo em for-
ma aproximada de Galerkin, montando-se o sistema de equagdes resolvente a partir da
contribuigao de cada elemento isoladamente. Nesse caso, uma nova condicao de contorno
natural deve ser considerada nas fronteiras do elemento X com seus vizinhos (0K \ 992).
Empregando-se, entdo, a expressdo (20) para se definir as tensdes normais a face dos
elementos, pode-se estabelecer que:

oo

——[ e(*t%er) | no=t("u) — t(FMu,)  em 8K\ 80 (23)
de |t+AtuF

Como nao se conhece a fungio t(*+4%u), utiliza-se em seu lugar, como estimativa, a tenséo

média, (¢(**2'u,))n,, dos valores calculados no elemento X e seus vizinhos. Dessa forma,

a condigdo (23) torna-se:

do

Oe

Para se obter a forma aproximada de Galerkin do problema (21), considera-se o seguinte
espaco de aproximacao:

X0, (K) = {vp,, € Xpya(K); I, (v3,,) = 0; ’Ug+1 =0em 0K NTp} (25)

O espago de fungdes X9, (X) é definido de forma andloga & utilizada em [4] para o caso
de anilise linear. Considera-se que a maior parcela do erro seja de um grau superior ao grau
polinomial maximo aproximado pela solugio *~*u,. Sendo assim, o espago X7 ; (X) retine
as funcoes vg +1 que pertencem ao espago Xp41(XK), anulam-se em I'p € que s&o ortogonais
a X,(X) no sentido definido pelo operador de interpolagio local II,,. Esse operador realiza
a projecao de fungdes do espago de Hilbert sobre o espago das fungdes de aproximagao
X,(X), ou seja:

E(HAte;)} = () — (T y,)  em 0K\ 60 (24)

t+Atup

IT, : HY(XK) — X (K)
Vpla= Ily(v)

Sejam, entdo, a aproximagio *F4%€, da fungdo **2te}, denominada funcéo indicadora
de erro, € a fungao teste v),,, construidas como:

(26)

t+Atép = (‘I)2+1)Tt+&[ (27)
U2+1 = (@g-ﬂ)TVO (28)

onde os seguintes vetores e matrizes sdo definidos:

Aty rxT def ; y
* t(I ) = [bin(p)ﬂ bsl,q1(p)+1 bfq1(p+1) blfll(P'H)
(29)
T Y
Daw@+1 ONaw(p)+1 Panor) DNawer) |

13
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o7 def v v
(Vo) = [ Cqu(P)H Clppy+1 lecql(p-kl) Cla1(p+1)
(30)
3 c e R 3 ]
Ngn(p)+1 “Ngn(p)+1 Ngn(p+1l) “Ngn(p+1)
(<I>O 1)T dzef l— plql(p)HNl 0 plql(P+1)qu(P+1)
i 0 Pra+1 N1 - 0
0 T pNQN(P)’f:INN 0 (31)
Piap+1) Noy(p+1)  * 0 PNan(p)+1 NN
PNgn(p+1) Ny (p+1) 0 ]
0 PNan(p+1) Noy (p+1)

O sistema de equagdes resultante para o elemento X no passo t + At pode ser repre-
sentado na forma:

t+Ath t+AtI3< t—f-AtRx (32)
onde sao empregados:

= matriz de rigidez (em que C\, representa a expressdo tangente para a relagdo tensao-
deformagao no modelo de dano de Mazars, [13]):

t+Ath // Bp+1Tt+AtCtg p+1l dzdy; sendo BSHZL((I)SJH)T (33)

» vetor de forcas residuais nodais generalizadas:

t+AtRfK // ¢p+1 Tt+Atbl dr dy // p+1 p+1)l dx dyt+AtU

+ / (‘E:H)THA% [ ds+ / (¢’p+1) X up))m L ds (34)
BKNT 830\ 00

+ / (®9,)7 21971, ds
a% '

Um comentério especifico a respeito do vetor +20% que aparece na (34) merece re-
gistro. O problema variacional que resulta no sistema (32) pela maneira como é definido,
isto é, por elemento e sem condigdes de contorno essencials, a menos que seja um elemento
que intercepta a porgédo do contorno ['p, caracteriza-se como um problema de Neumman.
Para que apresente solugdo unica € necessario que os dados, representados por rr, Tq,
t(tou,) e <t(t+Atup)>m constituam vetores equilibrados. Para satisfazer essa condigao,
uma nova distribuicdo de tensdes que equilibrem esses dados deve ser introduzida ao
problema, de forma consistente com sua formulagdo. Para isso emprega-se a estratégia

14
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proposta em [16] em que essas tensdes equilibradoras sao determinadas ao longo da face
dos elementos, gerando-se um vetor que, para o presente problema, é representado ao
final de cada passo t + At pelo termo +2t0% No caso especifico do MEFG, apenas as
componentes de forcas residuais associadas a PU sao importantes para o equilibrio e, por
isso, as demais componentes, atreladas as fungoes enriquecidas, ndo sio consideradas no
equilibrio dos dados utilizados no sistema (32).

Depois que a funcgio +4%e, ¢ determinada para cada elemento, uma medida global do
erro pode ser introduzida, empregando-se valores locais da norma energia:

RECATEN (35)
Ked

onde para cada elemento tem-se:

1/2
Eac L) A% | ygaqy = / / eT("H2%,) o (*tA%,) 1, dz dy (36)
X

Resta, finalmente, inferir sobre a qualidade de *2%¢,, obtida pela (32) a partir das
contribuicées de cada elemento, como aproximacio de “*2%e, global. Como j4 menciona-
do anteriormente, o célculo proposto para o estimador foi decorrente da néo-linearidade
do problema analisado. E importante para sua validade que haja um controle sobre o
tamanho dos passos no procedimento de solucdo incremental: quanto menores, melhor é
a aproximacao resultante.

Um outro aspecto a ser considerado e proveniente, agora, da suposta validade do esti-
mador, estd relacionado a possibilidade de controle do erro a cada passo mediante uma
andlise adaptativa. Nesse sentido, a medida local (36) poderia ser empregada como indi-
cador para o enriquecimento da solucao segundo o MEFG em determinadas regides do
meio, evitando-se que a resposta ‘+Atu,, afaste-se muito de ' ao longo da histéria de
carregamento.

6. CHAPA DE CONCRETO

No exemplo descrito a seguir, procura-se avaliar a qualidade da medida global (35)
como estimativa do erro para um problema com nao-linearidade fisica. A cada passo de
carga, a norma (35), calculada pela contribuigdo de valores locais, é comparada a uma
medida cldssica sobre todo o volume, baseada em energia, resultante do seguinte produto
Interno:

A e) = // [o(t+0tw) — o (t+8tqy )] [e Dty —t+A )] 1, da dy (37)
)
A razdo entre (35) e (37) determina o indice de efetividade global f. Se esse indice estiver
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Figura 6. Chapa de concreto - geometria e condigbes de contorno - medidas em mm

préximo da unidade, significa que a medida (35) é capaz de representar bem o produto
interno (37).

O problema analisado estd ilustrado na Figura 6 e corresponde a uma chapa de con-
creto, com espessura [, = 10 cm, solicitada & compressdo por uma forca volumica b =
100 MN/m3. As condigdes de contorno naturais sio representadas por uma tensio de
reagao g = 45 MN/m? ao longo da face AB, que impede o seu deslocamento na dire¢do
2. Os vinculos utilizados como condigdes de contorno essenciais tem a funcdo de eliminar
os movimentos de corpo rigido.

A anilise, considerando-se um estado plano de tensao, foi realizada com aproximacgéao
linear, empregando-se a malha da Figura 7(a), portanto, por simplificagdo, sem o en-
riquecimento do MEFG. Para o calculo da medida de erro (35), aplicou-se o procedimento
descrito na segéo (5). Para o emprego da (37), adotou-se a solugdo numérica encontrada
com a malha de 2400 elementos, ilustrada na Figura 7(b).

1
J
|

T

l
|
|
!
\
\
l

1Hes

(a) 8 elementos (b) 2400 elementos

e e

Figura 7. Malhas utilizadas com aproximagao linear - medidas em mm
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Para simular o comportamento do meio, utilizou-se 0 Modelo de Mazars, neste caso
com abordagem local. Os seguintes pardmetros do modelo foram adotados:

Ap =07 Br=8000 Ag=085 Bg=1050
o= 0,000067 E=29200MPa v =02  ry=0

Para a representacao das fun¢des indicadoras de erro (27) em cada elemento X empregou-
se o seguinte espaco de fungoes bolha:

X5(K) = {vd € Xy(K) € HY; TL(v]) =0, v =0emTp} (38)
gerado pelas fungdes de forma associadas a cada né x;:
(®9) = I . I L (39)
J O Nj /.’L‘ iL‘]\ 0 Nj /y y]\
h; h;

onde h; corresponde a medida da diagonal dos elementos usados para a andlise.
Para a resolucao numérica e aplicagdo do MRE foram feitas as seguintes consideragdes:

montagem da matriz de rigidez: formulacdo secante para as matrizes utilizadas em

(14) e formulagdo tangente, de acordo com as expressdes (33) para o cdlculo das
fungdes de erro;

integragdo numeérica: na malha de 2400 elementos foram usados 2 x 2 pontos de Gauss-
Legendre. J4 na malha de 8 elementos, para melhor representar a distribuicao do dano
foram empregados 12 x 12 pontos de Gauss-Lobatto. O emprego da quadratura de

Gauss-Lobatto visou facilitar o célculo das parcelas da expressdo (34) definidas nas
faces dos elementos;

100 |
I ]
o 80 —
5 =
i 60 -
2 ]
5 ]
_§ 40 ] — 2400 elementos |
=) ! — 8 elementos
'S 20
@ )
I 1
0 K ; — :
0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5

Deslocamento (mm)

Figura 8. Resposta global da estrutura
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equilibrio: a convergéncia do processo iterativo de solugdo do Método de Newton-Raphson
foi averiguada pelo critério em energia, adotando-se uma tolerancia de 0,001 % com
relagdo ao primeiro passo eldstico. A forga volimica b e a de superficie g foram intro-
duzidas em 65 incrementos: um primeiro passo com 10% do total do carregamento,
seguido de 26 passos com 2 % e outros 38 com 1 %. A capacidade médxima encontrada
para a chapa equivale a 76 % do carregamento inicialmente previsto, correspondente
ao passo 41. Os resultados em deslocamentos sio exibidos no gréfico da Figura 8;

no eixo das abscissas representam-se os deslocamentos horizontais medidos no ponto
médio da face C'D da Figura 6.

A titulo de ilustragdo, na Figura 9 mostram-se as distribuicdes de dano, ao final do
passo 41, para as andlises realizadas com as malhas de 2400 e 8 elementos.

(a) 2400 elementos, aproximagéo linear (b) 8 elementos, aproximagéo linear

Figura 9. Mapa da distribuigdo do dano no passo 41

O erro relativo estimado para a aproximagio da malha com 8 elementos foi de 12,84 %
para o primeiro passo eldstico, chegando a 16,55% ao final do passo 41. A medida
[|*+2%e, ||y fol avaliada por meio do indice global de efetividade 0, calculado em cada passo
e representado no grafico da Figura 10. De acordo com os resultados obtidos, conclui-se
pela boa qualidade do estimador de erro adotado. Deve-se, entretanto, observar que deter-
minadas caracteristicas deste problema favoreceram a exceléncia dos resultados. O dano,
como mostrado nos “mapas de dano” da Figura 9 est4 limitado a 0,6. Como conseqiiéncia,
a relacio tensdo-deformagdo é ainda ascendente em todos os pontos do meio e, por isso,
a matriz tangente pode ser usada nos problemas locais para ao cdlculo das fungdes indi-
cadoras de erro. Além disso, foram usados passos bem pequenos, especialmente a partir
do instante em que se observa uma maior a evolugdo do dano.

7. CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho, a formulagio do MEFG foi brevemente revista com o objetivo de
introduzi-la no contexto da andlise nio-linear fisica. Algumas consideragoes foram feitas
para tal abordagem e o problema de uma viga de concreto armado foi entéo apresentado.
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Figura 10. Indice de efetividade global em cada passo

Os resultados mostraram a eficiéncia da técnica de enriquecimento nodal do MEFG para
aproximar a resposta global da estrutura. A principal vantagem com relagao as anélise con-
vencionais com o MEF consiste na simplicidade com que o refinamento p ndo-homogéneo
pode ser realizado, sem a necessidade que condigbes de restrigdo sejam impostas as fungoes
de aproximagOes entre elementos. Para melhor aproveitar a potencialidade dessa estraté-
gia, visando o estabelecimento de um procedimento p-adaptativo, foi proposta uma medida
de erro baseada no MRE. Sua avaliacao foi feita em um problema de uma chapa de concre-
to solicitada por forgas volimicas que provocam a danificagdo da pega por esmagamento.
Os bons resultados obtidos apontam para o emprego dessas medidas de erro como indi-
cadoras de enriquecimento nodal em um procedimento p-adaptativo, cuja implementagao
sera assunto de um préximo artigo.
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