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RESUMO

Com o adventc do teodolito eletrdnice houve um avange nos sistemas de medigac
com teodolitos que inovaram as medigdes tridimensionais de pontos para a metrologia
industnial, industriz aeronautica. indusina nava!. mohitoramento de estruturas e outras
aplicagdes Este trabalho tem como objetivo descrever um metodo de medigao com
teodolitos parz o posicionamento tridimensiona’ de um ponto. realizando-se medidas
angulares redundantes e eliminando a necessidade de tocar o objeto medide O
método € denominado Intersecio Espacial Analitica com Superdeterminacio de
Medidas Ac coordenadas espaciais do pomo langade s3o calculadas. utilizando-se
um. modelc analitico Parz tornar as medidas redundantes coerentes com o modelo
utilizado, propde-se gque a compensacdo de medidas seiz realizada pelo caicuio de
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ABSTRACT

m

The approach of the electronic theodolite has stamed an advancement in the
measuring systems with theodolites, which has improved tndimensiona! measurements
of object points for industrial metrology, aeronautics and naval industnes, structural
monitoring and other applications This research hes the objective of describing a
method of measurement with theodolites for tridimensiona! positioning of a point.
producing redundant observations of angles and eliminating the necessity of touching
the measured object The method is denominated Apahytical Spatial Intersection
with Superdetermination of Measures. The spatia! coordinates of the object point
are computed by an analytica! mode! To make the redundan: observations coherent
with the model, it is proposed to adjust the measures by the computation of the
arithmetic mean
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1. INTRODUCAO

Com o avango da tecnologin ¢ da
informética, 8 mensuraglo recebau um novo
enfoque em termos de instrumentaglo,
métodos de mediglo e tratamento de dados
Esse svango simpliicou diversas etapas do
trabalho do engenheiro e ampliou 2s aplicacBes
dos sistemas de medigio pare a industria naval
e aeronautica, a mevologia industrial, o
monitoramento de estruturas, a calibragio de
instrumentos, etc Alguns procedimentos de
campo foram  automatizados, algumas
metodologias modificadas e métodos de
caélculo foram aperfeigoados Nesse ultimo
caso, inclui-se os metodos de calculo para o
posicionamento tridimensional de pontos.

A determunagao do posicionamento
tndimensiona!l de um ponto € um dos
problemas fundamentais da mensuragao e pode
ser  solucionade  utilizando-se  diferentes
netodos de calculo de coordenadas espaciais
O metodo de Intersegac Espacial Analitica
com  Superdeterminagic de  Medidas.
apresentado neste trabalho. considera a Terra
como um plano e supde. ponantc. que as
disténcias envohidas seiam  suficientemente
curtes (da ordem de dezenas de metros) pare
garantir essz hupotese

2. METODO PROPOSTO

e

Anallucz € um meiode de medicic con
teodolios em que sic realizades medidas
angulares sem z necessidade de tocar o objetc

medido

O metodo consiste. basicamente, em
visar simultaneamente © ponto langado através
de dois teodolitos. As duas linhas de visada,
teoricamente, s3o retas que interceptam-se no
espago e podem ser representadas por vetores
localizados nas estagdes de teodolitos (figura
1)

Figura | - Intersegao Espacial Analitica

Na pranca as medidas angulares que
estabelecem as hinhzs de visada estao sujeitas a
erros Esses erTos podem fazer com que as
linhas de visaZz nac mais interceptem-se no

espaco

Quand: nio hz intersecao de visadas hz
infinitas posigdes entre e ao longo das retas de
intersegdc onde o ponmto langade pode estar
Nesse casc e precisc utilizar um recurso
matematico ‘paz limuiar a regizo onde o pontc
este situad: Pare mimimizar a regidc de
posicionamentc do ponto, utilizou-se & teonz
de que &z mepor distinciz entre duas retas
reversas ¢ a perpendicular comum entre
elas

Pare derermina- ¢ posicionamenio do
: i
pontc. ac ionge do segmentc de  reta

o e et e 4 $ie we Erkss de
compreenliac enire as linhes ges
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visadz. adolou-s¢ a hupotese de gue todas as
leituras reafizadas possuem pesos tguais
Portanto, & posigic que tomz minime &
distanciz entre as hinhas de wvisada € o ponto
médio do segmenic dz reie perpendicular
comum entre eias (figura 2)




Figura 2 - Localizagao dc ponto médie nea
perpendicular comum

A configuragac minime para determunar
© posicionamento tndimensional de um ponio
uttizando ¢ metodc de Intersegac Espacial
Analitica sao dois pontos de coordenadas
conhecidas Se houver umea configuragao de
trés ou mas pontos. diz-se que ha
superdeterminaci#o de medidas (figura 3)

z F

-
-

oy S 2 \
! 7

1‘/ 2 ;
-

Figura 3 - Sistema Superdeterminado

Quando o sistemz € superdeterminado,
como o da figura 3, a solugiic otima parz o
posicionamento do ponto langado utilizando o
metodo de Intersegio Espacial Analitica pode

ser obuida por dois modos
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O primeiro é » compensagko de medidas
pelo método dos minimos gquadrados O
segundo é uma variante do primeiro e consiste
em compensar as medidas resolvendo todas as
intersegBes possiveis ou sgja, fazendo
combinagBo de todos os pontos da rede, dois 8
dois. Neste trabatho utilizou-se o segundo
modo.

3. PROCEDIMENTOS DE CALCULO

Os procedimentos de caiculo para
determinar o posicionamento de um ponto.
utilizando o método de Intersegdo Espacial
Analitica (figura 4) foram os seguintes

3.1. Cdicule do vetor perpendicular
comum n; & w. ¢ W, localizado no ponto i:

Peiz defingao de
se que

produto vetorial sabe-

=W AW

Onde

n;; = produtc vetonal de wie w;

w: e w: = vetores localizados nos pontes
1 €. respectivamente

Considerandc & figura 1, tem-se que ac
projegbes dos veiores wi e Wy, no sisieme de
referéncie estabelecido, sdo dadas por -

w. = (sernf sena:, senf:cosa:.. cosf |
w. = (senf. sena .. senf;cosa;. cost)
Onde

w; € W, = vetores localizados nos pontos
1 € }, respectivamente

6. e 6; = angulos zenitais medidos

a: e a; = angulos horizontais medidos

S Bk St T8

j=2,3,4, ..n

n = numerc de pontos da rede



3.2. Determinscho do plano Ay que
contém w, e ny localizados o ponto i :

Os vetores w: ¢ ny Jocafizados no ponto
1, aqui denominado de ponto de origem
formam um planc Ay (figura 4) no qual as
coordenadas de um ponto gualquer Pay
periencente ao planc sio dadas por :

Xay = % 4 S Xe + 4 Xa
YA =Y 45V tLys (1.1)

Za, Z+h+szm+2

Onde

X, y.. z= coordenadas espaciais do
pomo i

h = altura do eadolito ne ponto |

Xw, Vw, Z»= cOOrdenadas do vetor w;

Xr,, ¥a. Zn. = coOrdenades do vetor n:

s. €t = parametros do plano A

3.3. Determinacio ds reta de
intersecdo r; localizada no ponto j :

As coordenadz: de um ponte qualiguer
P:; pertencente a retz de intersecic 1.
estabelecidz pelo veior w. e com origem no
ponto j. sao dadas po-

X = % 4 M

Yo =yt mys (12)

=2 +h+mw

Onde -

X, ¥, %= coordenadas espaciais do
ponto j

h, = altura do teodolito no ponto j
Xw, yw, 2w = coOrdenadas do vetor w;
m, =parametrodareta

3.4. Cilculo do ponto de intersecio P
onde s reta 1 intercepts o plano Ay :

No ponto P;; onde a retz de intersegdo 1,
interceptza o planc Ay. as coordenadas do
ponto Pas; sac iguars as coordenadas do ponto
Pr

Portantc

Xa: {s. . t) = X- (m;)

Yao (8o, L) = yr (my) (1.3)
Zs (s, Lt} = z (m.)

Figura 4 - Representagéo do posicionamento tridimensional de um ponto
determinado pelo método de Intersecao Espacia! Analitice



Substituindo o conjunto de equasdes (1 1) e
(1.2) em (1.3) estabelece-se o seguinte sistermz de
equagdes

BiXw 4 LiXey - MyXe = X - X
Siywm + Lym - MYywm =y, -y
$:2m + hZm-M2m =z +h-(z+h)

As incognitas’ desse sistema 880 o8
pardmetros sy, ty, m,. Com os wvalores das
incognitas determina-se as coordenadas espaciais
do ponto de intersegdo Py substituindo os valores
de s.et. no conjunto de equagdes (1.1) ou
substituindo o valor de m, no conjunto de
equagdes (1.2) Optando por substituir o
parametro m, da retz de interseg@c 1; obtém-se
que as coordenadas espaciais do ponto de
intersec@o P); s@o dadas por -

=% - Mo Xe
= Y Mo Yo
=2 + h + mo 2z«

v X

™

Onde
X., ¥i, = coordenadas espaciais do ponto |
h = altura do teodolite no pontc |

Xs;. Yw, Z» = cOOrdenadas do vetor w;

mo = parametro que indica onde a reta r
iniercepiou o planc Ay

3.5, Cilcule do vetor perpendicular

comum n;: @ W: € w;, localizado no ponte j :

Onge

ne =-no (item 3 1)

[

n

3.6. Determinacho do plane Ay gue
contém w; ¢ nj Jocalizados po ponte § :

Ds mesma forma que no item 3.2, os
vetores wj ¢ nji localizados no ponto j, agui
denominado de ponto de origem, formam um
plano Aji (figura 4) no qual as coordenadas de
um ponto qualguer Paji periencente a0 planc sko
dadas por :

Xn =Xt 5 Xm + b Xey
Yo = Y Y BYw * Ly
=z +h+82m+t2

(14)

Onde

X;, ¥, z= coordenadas espaciais do ponto
h, = altura do ieodolito no ponto )

Xs . yw. Z» = coordenadas do vetor w;

Xny, Yo, Zn = coOrdenadas do vetor ny

s, et = parameiros do planc A;

3.7. Determinacic ds retz de intersegéao
r localizada no ponto i:

As coordenadas de um pontc qualquer P-
pertencente a retz de intersegdo I, estabelecida
pelo vetor Wi e COm Ongem no ponto i, sac dadas

por

X = X+ M Xe
yn = y:+mx__\"
z=z+h-~m 2z

(1.3)

Onde
X. V., = coordenadas espaciais do ponto |
h = altura do teodolito no ponto i

X, Yw, Z» = cOOTdenadas do vetor w
m. = parametro dareta I



Shhaie: o i

3.8. Cilculo do ponto 8¢ lmtersecho P,
onde a reta I intercepts o plano A, :

No ponto P, onde a reta de interseglo 1
intercepta o plano A, as coordenadas do ponto
Py sBo iguais as coordenadas do ponto Pn.
Portanto :

'

Xy (8, ) = % (my)
ya (81, ©) = yn (my) (1.6)
zy (8, b)) = 2 (my)

Substituindo o conjunto de equagdes (1.4) e
(1.5) em (16), estabelece-se o seguinte sistema
de equagdes

S Xw + ¢ X - M Xe = X - X
S yw * Ly - Myw =y -y
S Zw v L Zny - My 2w o+ h - (Z <+ h)

]

As incognitas desse sistema s30 oOs
parametros s.. t., m. Com os valores das
Incognitas determina-se as coordenadas espaciais
do ponto de intersegdo Py substituindo os valores
de s; et no conjunto de equagdes (14) ou
subsutuindo o valor de m.  no conjunto de
equagcdes (1.5) Optande por substituir o
parametrc m. da reta de intersegdo I, obtem-se
que as coordenadas espaciais do ponto de
intersegao P, sio dadas por
Xy = X+ MoyXw
Y= ¥ T e ¥
y)

=Z-*>h + mo Zs

Onade

X, ¥. z= coordenadas espaciais do ponto i
h = altura do teodolito ne ponto i
Xw., Ve, Zn = cOoOrdenadas do vetor w

Mo, = parametro que indica onde a reta 1;
interceptou o planc A,

39. Determinaclo do ponmto médio P
entre o3 postos de interseclo P, e Py :

Os dois pontos calculados P, e P, #ho
pontos langados pela intersegBo §, penmncs 2
reta perpendicular comum entre as finhas de
visade Com a hipbtese ‘de gque as leituras
angulares realizadas possuem pesos iguais, o
posicionamento do ponto langado é o ponto
médio entre os pontos de inmersegio P, e P,
(figura 2) Portanto

P, + P,

~
-

P =

As coordenadas espaciais do ponto médio
P sao dadas por

o X T X
~
-
-
s Y Ty
v =
- 9
pa
s L T L
Z =
-

Quand: ha superdeterminacidc de medidas
as coordenadas espaciais dc ponto langado sdo
compensadas pe]o célculo da media anitmeétice das
solugbes de todas as intersegdes possivels de

serem real: :.h \'escv casc. as coordenadas
espaciais do ponto langado sio dadas por
Xizi®oxn 4 Xys F + X+
x -
m
Viio+ oy o+ oy + + oy, -
V= - -
m
Zi: * Zis + Zhwe ¥ S ol A RN
Z ol
m

3
%
3
-1
%



Onde -

X, ¥, 2 = coordenadas espaciais
compensadas do ponto langado

Xs, ¥s, 2o = cOordenadas espaciais 4o ponto
lancado obtidas por cada intersegBo
i=1,23 .. .n-1

j=2,3,4,...n

n = numero total de intersegdes

4. CONCLUSAO

O método de Intersegio Espacial Analitica
com Superdeterminagdo de Medidas possui as
seguinies vantagens em relagao & outros metodos
de calculo

¢ Conversio imediata das medidas
angulares em coordenadas espaciais (tempo
real) Havendo ume maior economia de tempo, se
os teodolitos forem conectados a um computador

¢ Nio ha necessidade de tocar ¢ objete
medido. com isso nac produz-se tensdes, nac
intertompe-se o trabalho do objeto e pode ser
utilizado pare medigdes de dificil acesso

¢ Ac coordenadas espaciais do ponto s&o
caiculadas concomitantemente, como fungdes
dos angulos horizontais e wverticais medidos,
evitando-se  assim &  discrepancia  no
posicionamento tnidimensional do ponto

¢ A compensacio de medidas pele
calculo dz meédis aritmética requer caiculos
simples e substitui o metode dos mimmos
quadrados

¢ O método € baseado numa rede livre de

pontos ou seja. todos Os pontos podem ser
compensados a0 mesmo tempo.
/ . -
As restrighes do método estdo relacionadas
com e distanciz entre as estagdes de teodolitos,

gue nko devemn ser MUIlO Curlas pars garantr a
reversibibdade das Einhas de visada Contudo, a
empresa Leica pubbicou um artigo (Leica, TMS,
1992) onde foram realizados experimentos com
distincias entre teodolitos de 5 metros obtendo-se
bons resultados. Outra restrigho € 3 hipdiese dos
pesos igusis para a8 leituras Pode  ser
recomendivel uma ponderagBo de medidas

Concluindo, este trabalho mostrou gque,
teoricamente, © método € vizvel e pode ser
apiicado nos trabalhos praticos parz  ©
posicionamento tridimensiona!l de pontos.
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