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Departamento de Engenharia de Estruturas e Fundações

Escola Politécnica da USP
05424-970. C. Postal 61548. São Paulo, SP. Brasil

Introdução

A mcxlelagem de sólidos e importante para uma série de aplicações da computação gráfica na

engenharia. Estas aplicações pcxiem tratar da criação de uma representação realista de um objeto

ou de t(xia uma cen& da determinação de características geométrIcas como área e volume, ou

então, como se deseja aqui analisar. da geração de elementos finitos para uma análise estrutural.

Este trabalho procura apresentar conceitos básicos relativos à ciência da m(xlelagem de domínios,

tendo como objetivo final sua utilização em análises por elementos finitos. seja na elaboração de

pré e pós-processadores. seja em algoritmos que aprimorem a malha de elementos finitos em uma

análise adaptativa

Os Modelos Usados pelo Projetista

Um modelo é uma idealização de um objeto. concebida para estudar uma faceta de seu
comportamento ou uma determinada reação do ambiente a ele em condiçc-ns controladas. Entre

t(xias as características mensuráveis do objeto, escolhe-se um subconjunto constituído por

aquelas que sejam relevantes para o comportamento em observação. quando submetido a um

elarco pré<iefinido de estímulos extemos. As características escolhidas, ou atributos , são

utilizadas para compor o mcxielo. T(xlo m(xlelo é uma aproximação. Sabe-se de antemão que o

comportamarto simulado não corresponde exatamente ao oomportamento real do objeto. Há uma

simplificação proposital, que ignora características que possam eventualmarte ter alguma

influhcia secundária nos fenômaros estudados. Isto não diminui sua utilidade. Apenas enfatiza a
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importância do processo de modelagem, durante o qual são escolhidas as características do objeto

que serão os atrIbutos do modelo

E comum o uso de uma família de modelos para simular um objeto. Parte-se de um modelo que

capte um conjunto de atributos essenciais. A partir deste. e de maneira hierárquica. são gerados

novos modelos gradativamente mais complexos. A Figura 1 mostra a hierarquia de todos os

modelos necessários para a execução de uma análise por elementos finitos.

Modelo Estrutural

Modelo de Elementos Finitos

Modelo Mecânico

Modelo Físico

Modelo Geométrico

Figura 1 - Hierarquia dos modelos necessários

para a análise por elementos finitos.

Inicia-se com a criação de um modelo geométrico , que define a geometria da estrutura. Este

mcxielo capta o posicionamento relativo das partes da estrutura em relação a um sistema de

ccx)rdenadas bidimensionais ou tridimensionais, e suas dimensões. O contorno externo e eventuais

contornos internos ficam deânidos, delimitando o domínio geométrico do problema.

A seguir, cria-se o modelo $sico, composto pelo m(xlelo geométrico adicionado de atributos

correspondentes às características fisicas dos materiais que compõem a estrutura. O m(xielo

geométrico simula apenas a ocupação de um espaço. O m(xielo fisico declara o (Brê o ocupa.

O nível hierárquico imediatamente superior corresponde ao modelo mecânico, constituído pelo

mcxlelo âsico e pelos atributos que definan os vínculos do objeto com o ambiente que o rodeia e

as açc-ns que este ambimte aplica sobre ele.
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A seguir, é criado o modelo de elementos $nitos , acrescentando-se ao m(xielo mecârüco um

conjunto de elementos finitos que substituem o domínio geométrico, até então contínuo. O

processo de substituição do domínio do problema por uma coleção de elementos finitos

denomina-se discreüzação . A coleção de elementos finitos é normalmente referida como a malha

de elementos Ônitos

Finalmente, a alimentação da descrição do m(xlelo de elementos finitos a um sistema de

processamento estrutural cria o modelo estrutural , que, consistindo de dados e fünções

armazenados em memória de computador, pcxie ser usado para simular o comportamento da

estrutura por meio de algoritmos de simulação

Esta sucessão de mcxielos é capaz de simular o comportamento mecânico da estrutura, e fornecer

resultados que, por exemplo. representem estados de tensões e de deformações. numericamente

próximos àqueles que ocorreriam na estrutura se esta fosse efetivamente submetida aos estímulos

estipulados. Os resultados obtidos da simulação são agregados ao m(xielo de elementos finitos.

Idealizações

Ao criar o m(xlelo geométrico, cabe ao usuário simplificar adequadamente a geometria do objeto.

Assim, contornos irregulares são aproximados por concatenações de curvas analiticamente

descritíveis e furos de pequenas dimars&s são desprezados, substituindose características

geométricas reais por outras ideali7adas. Este processo de simpliâcação do domínio, denominado

ideahzação, pode ainda transformar uma estrutura üidimmsional em plana, na qual as

espessuras não são associadas a atributos geométricos, mas sim a atributos físicos. Ao definir

esta idealização, o analista está deânindo uma regra de geometria subjacente, ou regra de

ideahzação'. percepções decorrentes da análise do comportamento plano são extensíveis para

posições ao longo da espessura.

As regras de idealização precisam ser validadas após a análise. De alguma forma, os resultados

obtidos devan fornecer subsídios para que o analista compare as hipóteses iniciais que

permitiram a ideahzação com o ore de fato ocorre com o m(xlelo da estrutura.

Na inexistência de ferramartas adequadas, cabe ao analista estrutural a tarefa de determinar a

posição de cada nó e descrever a incidência de cada elemento. Esta tarefa, fatigante e tediosa,
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está sujeita a erros que comprometem a qualidade do modelo. Os erros cometidos p(Hem ser de

três tipos:

• falta de integridade da malha - quando são violadas as regras de decomposição do domínio

em elementos, A intersecção entre dois elementos quaisquer deve ser vazia. A união de todos

os elementos devem ser equivalente ao domínio:

• baixa qualidade dos elementos - quando os elementos não respeitam os critérios de boa

formação, por estar alongados ou distorcidos demais. ou porque suas dimensões variam

bruscamente

• ocorrência inesperada de pontos de singularidade geométrica (Figura 2) - pontos de

singularidade que surjam em função do processo de discretização (e que não espelhem uma

singularidade presente no mcxielo fisico) desestabili7am o processo de resolução.

Quando uma destas situações acontece, há violação de condições matemáticas subjacentes ao

método de análise e os resultados obtidos p(Hem ser inconsistentes ou demasiadamente

imprecisos

Figura 2 - a) Discretização com ponto de singularidade; b) discretização mais adequad&

Para que os resultados obtidos sejam confiáveis, é preciso que a tecnologia existente esteja sendo

corretamente utilizada. Isto somente pcxle ser alcançado se cada passo do processo passar por um



controle de erro. A robustez e a confiabilidade de todo o processo de análise pale ser assegurada

se tcxio o processo for automatizado. evitando-se ao maximo a interferência humana

Uma Ciência de Modelagem

Os primeiros esforços em busca de uma automação do processo de discretização do domínio

começaram na década de 60, [Thacker 801 publicou uma extensa bibliografia sobre o assunto

Intuía-se que algo com tão fortes conotações geométricas deveria poder ser feito

automaticamente. com pouca ou eventualmente nenhuma interferência humana. Até a década de

70, as tentativas de descrição não-ambígua do domínio do problema eram insatisfatórias. Faltava

uma ferramarta de suporte que conseguisse descrever adequadamente um domínio qualquer, de

maio a permitir que ele fosse armazenado em meio eletrônico e manipulado por procedimentos

genéricos. desamarrados da geometria. que se encarregariam de gerar a sua discretização.

A percepção de que seria necessário um estudo mais formal da modelagem geométrica surgiu

durante a década de 70. [Baumgart 751 apresartou uma forma mais completa do que as existentes

até então para gerar a representação gráfrca de um objeto real, lançando a fundação de uma

técnica de mcxielagem. embora não tenha usado esta expressão. Segundo [Mãntylã 881, a noção

de mcxlelagem como algo separado da necessidade de se representar graficamente um objeto veio

a público pela primeira vez em uma conferência em Seillac, França, em 1976,

A percepção de que mcxielagem geométrica e visualização são tarefas distintas levou ao estudo

dos requisitos necessários para que a mcxielagem de objetos ficasse livre de ambigüidades.

Modelagem c& sólidos (ou modelagem sólida) é um ramo da área geral da mcxlelagem

gmmétrica que procura garantir que apenas mcxielos completos e íntegros de um objeto sejam

criados. Além disso, se os preceitos ditados pela mcxlelagem sólida forem observados, é possível

d«arvolver algoritmos genéricos, aplicáveis a qualquer mcxielo, sem que seja preciso levar em

conta nenhuma característica especíâca. Esses algoritmos normalmente calculam grandezas

geométricas derivadas, cano área de superficie externa, volume e distância entre pontos, ou

efetuam operações B<»leanas entre dois m(xielos,

Os conceitos a seguir fazan parte da m(xielagan sólida, voltada para a criação de mcxielos

geométricos t»m oomportados, que serão doravante referidos simplesmente como m(xlelos.
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Para que um objeto possa ser modelado. precisa ser rigIdo (não se alterar quando movido de um

local para outro}, regular (ser constituído de um contorno e de um interior 1 se um ponto do

objeto não estiver no seu contorno. então está no seu InterIor) e ônito (ser possível medir seu

contorno, sua superficie. seu volume).

Um modelo é plano quando cada um de seus pontos tem como vizinhos apenas outros pontos que

estão contidos na mesma superficie. O m(xielo não precisa necessariamente estar contido em um

plano. O m(xielo de uma casca ou de uma superficie poliédrica é plano (Figura 3). Para que um

m(Melo seja plano. deve ser possivel deformá-io até que ele se transforme num disco

O contorno e\lerno do dominio de um mcxielo plano corresponde ao perímetro externo que o

limita. A vazios dentro do domínio. se existirem, corresponderão contornos internos. O conjunto

de pontos do contorno externo e dos eventuais contornos internos é referido simplesmente como o

contorno do domínio. o contorno não faz parte do domínio. Um m(xielo é espacial quando

contiver pelo menos um ponto em cuja vizinhança existam pontos pertencentes a superficies
distintas

Pela generalidade que apresenta, o mcxielo criado em conformidade com os preceitos da

mcxielagem sólida serve como infraestrutura para o desenvolvimento e aplicação de algoritmos de

discreti7ação.

Figura 3 - Modelo plano,

representado por uma superfície

poliédrica.

)'

O maio como os dados geométricos de um objeto são arTnazenadOS no computador define três

grandes classes de técnicas de mcxlelagem sólida:



• modelagem por decomposição:

• modelagem por construção: e

• modelagem por delimitação.

Modelagem por Decomposição

As técnicas desta classe representam o objeto como uma coleção de ocorrências de figuras

simples. denominadas primitIvas , justapostas. que são agregadas numa única operação de união.

sem se permitir que haja superposição entre elas.

Entre as técnicas de m(xie lagem por decomposição. a de representação por quadtree de m(xielos

planos e a sua extensão para m(xielos espaciais. a representação por octree . tem sido

intensamente empregada como infTaesüutura para algoritmos de discretização.

A representação por quadtree usa uma subdivisão recursiva do plano de interesse em quatro

quadrantes, que são hierarquicamente organizados numa estrutura de árvore com quatro ramos

(Figura 4). Cada quadrante passa por um procedimento de classificação que determina como ele

intercepta o domínio. Assim, um quadrante p(xie ter três estados: totalmente dentro do domínio

(«xüficado como C), totalmente fora (V) ou parcialmente fora (P). Os quadrantes que possuem

este terceiro estado são subdivididos em quatro qlladrantes filhos. O processo é repetido até se

atingir a precisão desejada para a representação do domínio (Figura 5). Percebe-se que a

m«lelagem por quadtrw (ou por octree) é aproximativa, mas o usuário tem controle sobre a

precisão obtida. [Sammet, Webber 88a e 88b] apresentam em detalhe esta abordagem.

É interessante lembrar que a discreti7ação do domínio em elementos finitos é, em si, uma forma

de mcxielagem por decomposição.

Modelagem por Construção

Os mcxlelos por decomposição exa,minados no itun anterior eram aglutinados por uma operação

de união. Em contraste, as técnicas de mcxlelagem por construção utilizam operações mais

p(xlerosas.
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Figura 4 - Estrutura de
árvore do quadtree.

Figura 5 - Um domínio

representado por um
quadtree de quatro níveis.

)'

A técnica mais disseminada é a chamada Geometria Sólida Construtiva, ou CSG (de

Corrstructive Solid Geometry) . O usuário de um m(xielador CSG trabalha can instâncias

paramethzadas de primitivas sólidas combinadas entre si por meio de operações B(x)leanas de

união, intersecção e diferença.

O modelo é armazenado numa estrutura de árvore, em que os nós representam:
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• instâncias de primitivas. representadas por um identificador do tipo de primitiva e uma

seqüência de parâmetros dimensionais: ou

• uma operação Booleana entre seus dois nós filhos: ou

• uma transfor unção de corpo rígido, de translação ou rotação.

O topo da árvore. isto é. seu nó de nível 0, corresponde ao mcxielo como um todo. Os nós

intermediários são operações Booleanas ou transformações de corpo rígido. Os nós sem filhos, ou

folhas , representam as instâncias de primitivas a ser combinadas entre si. Na Figura 6 está

representada uma árvore C SG , Parte-se da criação de duas ocorrências, ou instâncias , da

primitiva retângulo , parametrizadas em função da base e da altura. Cada uma delas é uma folha

da árvore. A seguir. define-se uma operação de união entre esta folhas, que resulta num domínio

correspondente a um polígono irregular de seis lados. Em continuação. cria-se uma nova folha.

correspondente a uma instância da primitiva circulo . Finalmente. efetua-se uma operação de

diferença Booleana entre o polígono irregular e o círculo que resulta no domínio hachurado

Figura 6 - Árvore CSG e representação associad&
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Modelagem por Delimitação do Contorno (BRep)

Os m(xielos por decomposição e por construção enxergam o objeto a ser modelado como uma

coleção de pedaços que devem ser convenientemente reunidos. Em contraste, a mcxielagem por

delimitação do contorno representa a peça indiretamente através de uma descrição da sua

superficie de contorno, Deriva daí o nome B-Rep pelo qual é normalmente conhecido (de

"Boundary Representatron ")

Talvez em wrtude do fato de que os desenhos de engenhana se baseiam Indiretamente num

mcxielo B-Rep_ esta abordagem tem um apelo especial para os engenheiros. Ao definir um

domínio plano através do traçado do seu contorno. está-se utilizando um m(xielo B-Rep

Os constituintes básicos dos mcxielos B-Rep são a bce. a aresta e o vértice . O modelo precisa

representar informações geométrIcas como coordenadas de vénices e equações de curvas e de

superficies. Deve ainda armazenar as relações de adjacência entre faces, arestas e vértices. que

expressam a forma como se conectam entre si. T(xias as informações essencialmente geométricas

são reunidas sob o termo geometria do modelo , e as informações de conectividade como

topologia do modelo (Figura 7)

V4

A4 AjV5.
V3

F1
A5 A2

A1
V1 V2

Figura 7 - Um domínio

modelado em B-Rep.

A classificação das inforurações como referartes à posição espacial ou à conectividade entre as

partes permite definir um submodelo topológico do m(xielo geométrico.
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A mcxielagem por decomposição. apesar de ser aproximativa. é a que permite implementações

mais simples de abordagens algorítmicas. porém a criação de m(xielos é complexa se não houver

uma representação de outra classe como ponto de partida. O volume de dados a ser arnrazenado é

muito grande.

M(xielos construtivos são os mais concisos. Os métodos de geração de dados para aplicações

algorítmicas são pesados. Pode-se utilizar um modelo construtivo para descrição do domínio e

m(xielá-lo internamente por um outro tipo de representação.

A geração de saídas gráficas a partir de m(xielos B-Rep é mais fácil do que para os outros tipos

de representação. A utilização de memória para armazenamento de dados é aceitável. A

implementação de algoritmos é razoavelmente simples.

A Modelagem do Domínio por B-Rep e o Modelo Topológico

Os modelos B-Rep representam as informações sobre o contorno separand eas oonceitualmente

em dois grupos distintos: a topologia do mcxielo, que engloba as ocorrências dos componentes

básicos e suas relações de adjacência; e a geometria do m(xlelo. que atribui informações de

posição aos vértices e define o traçado de curvas e as equações de superficie. Assim, a forma do

domínio é descrita pela topologia e a sua dimensão e localização espacial pela geometria. O

modelo topológico é um submcxielo do mcxielo gmnétüco, que congrega as informações

topológicas do domínio.

As exigências da aplicação em vista determinam o grau de riqueza com que a topol(Bia do

m(xielo é descrita. Aumentandose a complexidade, aumenta-se também a quantidade de

informações armazenadas, e conseqüentemarte a amplitude oom que a estrutura de dados

consegue captar e organizar essas informações.

Em função da tipo de domínio a ser mcxielado, escolhan-se os componentes topológioos

adequados e a estrutura de dados topológicos mais conveniarte, de maio a facilitar a execução de

algoritmos, san tornar o mcxlelo desneçessariammte canplexo.

A escolha do nível adetFrado de mcxielagem para um domínio depende essencialmente da espécie

de interrogação que os algoritmos da aplicnção façam, ou seja, do tipo de ürfonnação que se

deseja ser possível extrair da estrutura de dados. Um questionamento fundamartal para muitos
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algoritmos é aquele que trata da relação de pertinência entre um dado ponto e o conjunto de

pontos do dominio, ou seja. se o ponto está dentro do domínio, fora dele ou sobre seu contorno.

Esta indagação<have será usada para permitir a distinção entre os diversos tipos de modelos

topológicos .

O modelo topológico de um domínio pode ser de um dos tipos descritos a seguir

O modelo retlculado também é conhecido como -'wireframe “. Cada parte da estrutura sofre uma

idealização em que se estabelece que. por ter uma dimensão muito maior do que as outras duas.

um eixo ao longo da dimensão preponderante serve como representante da parte. As dimensões

transversais ao eixo são consideradas como informaçc-ns geométricas subjacentes. O domínio é

concebido como um esqueleto de eixos de peças

Os componentes topológiços do mcxielo reticulado são (Figura 8)

• arestas. correspondentes ao eixos das peças: e

• vértices . correspondentes aos pontos de conexão entre as arestas

V3 V4V2

À21A12 À15 Al 8

V7V6V5 VB

All A17 A20Al 4

VIO VI 1
V9 V12

Al O Al 9A13 A16

V16V15Vl 4V13

Figura 8 - Um modelo reticulado

composto por 16 vértice e 21 arestas.

Não há smtido an se perguntar para este m(xlelo qual a sua relação de pertinhcia com um certo

ponto, por«re não existem dados suficientes na estrutura para se ter uma noção de volume, de

super6cie ou até mesmo de contorno, No máximo, pode-se indagar sobre a relação de

proximidade, ou seja, a distância, entre um ponto quakFrer e um vértice ou aresta.
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Geralmente. tcxias as arestas do modelo reticulado são retas. Neste caso. a geometria do m(xielo

consiste nas posições de todos os vértices definidas em relação a um sistema de coordenadas. A

topologia é descrita pelas relações de adjacência entre vértices e arestas. Estas p(xiem ser

enumeradas numa tabela de incidência com os vértices inicial e final de cada aresta.

No modelo de superÔcie . o dominio é idealizado como sendo uma área finita contida numa

superficie. com espessura considerada como informação subjacente. É o m(xielo topológico usado

para a descrição dos elementos finitos triangulares ou quadrangulares. Os componentes

topológicos são (Figura 9):

e arestas .

. vértice s .

• circuitos , que correspondem a um ciclo fechado formado por uma seqüência conectada de

arestas: e

• .faces . que constituem regiões da superficie delimitadas no seu contorno e\lerno por um

circuito e. eventualmente, em um ou mais contornos internos por outros circuitos

O teste da relação entre o ponto e o mcxielo consegue determinar três situações:

• o ponto está fora do m(xielo:

• o ponto está no contorno do m(xielo:

• o ponto está contido na superficie do m(xielo.

Figura 9 - Um modelo de
superfície, com 10 vértices, IO

arestas, dois circuitos e uma
face.

O modelo de sólido carsegue descrever objetos reais üidimarsionais. Os componmtes

topológicos são (Figura 10):
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. aresta

. vê rtice.

e circuito

• face-.

• casca . formada por uma concatenação de faces que formam um volume fechado:

• região , correspondente a um volume limitado no espaço: cada casca é o contorno de uma

região: uma única região pcxie ser definida por mais de uma case& como ocorre quando
existe um vazio no seu interior,

Existe ainda uma grandeza derivada importante na m(xie lagem sólida: o gentIS . correspondente à

quantidade de furos no m(xielo, vazandoo de lado a lado: uma esfera tem genus igual a 0: um

toróide tem genus igual a 1

As quantidades dos elementos topológicos mantêm uma relação entre si. a .fórmula de Euler-

Poincaré . que deve ser satisfeita para a manutenção da integndade do modelo

v - a - c = 2 fs - g - f), onde:

v é a quantidade de vértices;

a é a quantidade de arestas:

c é a quantidade de circuitos:

s é a quantidade de cascas (a abreviação vem de --shelF' . em inglês);

g é o gentIS do m(xielo; e

f € a quantidade de faces

Para o m(xielo da Fig. 10, tem-se:

v = 16:

a = 24:

c = 121

s = 1:

g = 0; e

f = 11,

q11antidades que satisfazem a fórmula de Euler-Poincaré.
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Figura 10 - Um modelo de um

sólido constituído por 16

vértices, 24 arestas, 12 circuitos

e 11 faces. Existe uma única

casca e uma única região.

Requisitos para o Ambiente de Modelagem

A tecnologia da mcxielagem sólida foi criada para garantir que a representação de um m(xlelo

geométrico seja completa, íntegra e passível de ser tratada por algoritmos genéricos.

Uma representação é completa quando contém tcxlas as informações necessárias para permitir a

resposta a interrogações gmmétücas arbitrádas que possam ser solicitadas pela aplicação. Para

que isto ocorra, é necessário que o mcxielo não tenha informações ambígüas. A representação de

um sólido por meio de um m(xlelo reticulado, por exanplo, não é completa, já que não é possível

saber onde existem faces. Além disso, os limites da aplicação devem ser conhecidos, impedindo

que sejam feitas interrogaç€-m geométricas que não possam ser respondidas pelo mcxielo.

+

Um m(xielo possui integridade se representar conetamente um objeto real onde se imaginam

rmli7âdas tcxlas as ideahzações pressupostas para a mcxielagem. Um mcxielo reticulado de um

pórtico espacial é íntegro, por exemplo, se não existir nenhum vértice sem incidàcia, já cpre isto

não seria possível para o objeto real idea,li7ndo. Um mcxielo de superficie an que exista uma

aresta que não faça parte do contorno de uma ou de duas faces não é íntegro (Figura 11).
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Figura 11 - Exemplo de modelo de

superficie sem integridade; há uma

aresta que não faz parte do
contorno de nenhuma face.

As condições especificadas acima são aparentemente fáceis de ser mantidas. Bastaria um cuidado

especial durante o processo de descrição do domínio pelo usuário para evitar que elas fossem

desrespeitadas. Ocorre. todavia. que o ambiente de m(xielagem deve também permitir alterações

no m(xielo originalmente descrito

A Figura 12 mostra uma situação que precisa ser prevista. Ao se acrescentar uma nova aresta ao

m(xielo de superficie original, o ambiente de m(xielagan deve executar as seguintes tarefas:

• acrescentar uma aresta ao bloco descritivo do m(xielo;

• alterar a descrição da face FI, que antes era limitada por quatro arestas e agora somente por

três

• acrescentar urna nova face FI ’ ao m(xlelo.

Se as duas últimas tarefas não forem executadas, o m(xielo perde sua integridade, pois não é

possível que exista uma aresta que não faça parte do contorno de nenhuma face.



17

Figura 12 - Divisão de uma face

em duas por uma aresta; a)
situação prévia; b) situação após a

geração da nova aresta Al.

Observações Finais

Neste trabalho, foram apresartados alguns conceitos relacionados com a ciência da m(xielagem

de domínios. As principais abordagens para m(xielagem foram mostradas e os conceitos relativos

à topologia dos mcxlelos sólidos foram definidos.

Uma vez tido sido efeülada a descrição de um domínio, é possível aplicar diversas abordagens

distintas para a geração de uma coleção de elementos ânitos que o substitua para a execução de

uma análise por elementos finitos.

Ressalta-se que este trabalho é parte de um esforço que se desenvolve para implemartar o uso de

computação gráfIca no âmbito do LMC do Departamento de Engenharia de Estruturas e

Fundações. Considera-se tal rwurso fundammtal no desarvolvimento de sistemas para análise
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por elementos finitos que sejam m(xiernos e eficientes, tanto no tratamento de dados iniciais e
intermediários como no de resultados finais.
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