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Capitulo 1

Introducao

A Geometria Analitica é o ramo da Matemdtica que associa nimeros a pontos de um
grafico e equagdes & figuras geométricas. Nesse caso, podemos dizer que interpreta fatos
geométricos através de nimeros e vice-versa.

Dois franceses, ambos graduados em Direito e nido dedicados profissionalmente &
Matemaética, criaram as bases da Geometria Analitica. Sao eles: René Descartes (1596-
1650) e Pierre Fermat (1601-1665).

Descartes estudou em rigoroso colégio de jesuitas e posteriormente abracou a carreira
militar. Em 1637, publicou o Discurse do Método, obra considerada o marco da filosofia
moderna. Nela, Descartes defendeu o método matematico como sendo o modelo para a
aquisicao de conhecimento em todos os campos. Um dos trés apéndices do Discurso do
Método intitulado ” A Geometria”se constituiu numa das bases da Geometria Analitica,
também reconhecida como Geometria Cartesiana. Alids, cartesiano vem da traducio
latina, Renatus Cartesius, do nome francés René Descartes.

Considerando duas grandezas relacionadas entre si, ele representou uma delas sobre
um dos eixos e a outra sobre o outro eixo. Por meio de paralelas, construiu os outros
dois lados, obtendo um paralelogramo. Assim, definiu e caracterizou um ponto do plano.
Mostrou a seguir, que a relagio entre as grandezas pode ser representada por uma curva
bem definida. Ao mesmo tempo, demonstrou que a cada curva corresponde uma equacao
e que a equagdo de uma curva permite o estudo das propriedades dessa curva.

A utilizagio do método cartesiano contribuiu decisivamente para o progresso das
ciéncias. As representagoes cartesianas de fenomenos como a variagdo de temperatura
de um doente, ou a oscilagéao dos valores das agoes na Bolsa, por exemplo, nos permitem,
através de uma anélise simples das curvas representadas num sistema de eixos coordena-
dos, fazer previsoes, com certa precisao.

Fermat foi conselheiro junto ao Parlamento de Toulouse. Dedicou suas horas de lazer &
Matematica. A sua obra, que serviu de base & Geometria Analitica, se intitula Introducdo
aos lugares planos e sélidos. Embora escrita antes de 1637 - ano da publicagao do Discurso
do Método de Descartes - a obra de Fermat s6 foi publicada em 1679, depois de sua morte.



Por esta razao, se atribuiu muito mais a Descartes do que a Fermat a criacao da Geometria
Analitica.

1.1 Coordenadas na Reta

Antes de comegarmos nosso estudo no plano, vamos precisar recordar alguns conceitos que
ocorrem na reta. Precisamos lembrar primeiramente o que significa introduzir coordenadas
sobre uma reta l. Introduzir coordenadas sobre ! significa podermos representar os seus
pontos através de nimeros reais. Uma reta orientada é uma reta em que foi escolhido um
sentido de percurso. E como fazer isso? Através dos passos que vamos colocar a seguir.

e dado um ponto O, arbitrario na reta [, associamos a ele o nimero real zero;

e tomamos outro ponto, F, em [ e a ele fazemos corresponder o nimero um.

~

-
[a—y

Notemos que o ponto O divide a reta ! em duas semi-retas, a que contém F e a que

nao contém E.
Fica entdo estabelecido sobre ! um sentido de percurso, chamado de positivo quando

escolhemos a semi-reta que contém o ponto E.
Além disso, temos também fixada uma unidade de comprimento OE.
Chamamos o ponto O de origem € a reta [, agora orientada, de eizo.
Assim,

1. a cada ponto X sobre a semi-reta que contém E , corresponde um tnico nimero real
positivo z, que chamamos de coordenada do ponto X, e que é a distancia de O até
X em termos da unidade OF;;

2. a qualquer ponto Y sobre a semi-reta que nao contém F, corresponde um unico
numero real negativo y, que chamamos de coordenada do ponto Y e que é menos a
distancia de O até Y, em termos da unidade OF.

Com isso, podemos colocar todo eixo em correspondéncia biunivoca com o conjunto
R dos nimeros reais.



leR
X ez

Se denotarmos a distancia entre dois pontos A, B de [ em termos da unidade OF por
d(A, B), ficamos com:

—d0,Y) =y 0 1 z=4d(0.X)

Algumas propriedades da distincia:

1. d(A, B) € R;

2. d(A, A) = 0 e d(A, B) > 0 quando A # B;

3. d(A, B) = d(B, A);

4. d(A,C) +d(C,B) = d(A, B) & o ponto C pertence ao segmento de reta AB.

Observagao 1.1.1 Sejam X e Y pontos de uma reta de coordenadas x e y, respectiva-
mente. Entdo z <y < X estd a esquerda de Y (numa reta orientada, dizemos que um
ponto X estd & esquerda de um ponto Y ou que um ponto Y estd & direita de um ponto
X gquando o sentido de percurso de X paraY € o sentido positivo escolhido). E possivel
mostrar que d(X,Y) = |z — y| (dividimos em casos e tomamos sem perda de generalidade

X a esquerda deY')

Com isso, podemos perceber a importancia da nogao de distancia, j& que precisamos
de uma unidade de comprimento.
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Capitulo 2

Geometria Analitica Plana

2.1 Coordenadas no Plano

Sejam [; e l2 duas retas de um mesmo plano 7 que se intersectam em um 1nico ponto O.
O objetivo agora é estabelecer uma correspondéncia biunivoca:

T R?
P o (z,y)

como no caso anterior da reta.
O primeiro passo é escolher a origem como sendo o ponto O (interseccao de l; com l3).

Depois escolhemos os pontos E; e E, sobre l; e l;, respectivamente para podermos

estabelecer as coordenadas sobre cada reta.
Os pontos E; e E, devem ser escolhidos de modo que a semi-reta positiva de I; possa
ser girada sobre a semi-reta positiva de l; através de uma rotagao no sentido anti-horério

de um angulo menor que 180.°.

Iy

Ey
menor que 180.°

o E

L

Assim, um sistema de coordenadas (cartesianas) em um plano 7, é um par de eixos I,
e l,, contidos nesse plano e com mesma origem O.
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O eixo [; é o eizo das abcissas e o eixo I o eizo das ordenadas.
Quando o angulo, mencionado acima, for reto, isto é, de 90.°, ou ainda, o par de eixos

for perpendicular, temos o que costumamos chamar de sistema de coordenadas (carte-
sianas) retangulares (ortogonal). Nesse caso, vamos usar a seguinte notagio: sistema

oXxY.

Colocamos entao agora a pergunta: Como determinar as coordenadas de um ponto P
onde x representa a abcissa e y a ordenada?

Vamos responder a essa questao dividindo em casos.
1.2 caso: P esté sobre o eixo [
P & (z,0) onde z é a coordenada de P no eixo [;.
2.° caso: P esta sobre o eixo Iy
P « (0,y) onde y é a coordenada de P no eixo l;.
3. caso: P nao estd em eixo algum
Por P, tracamos uma reta paralela a l; cortando o eixo /; no ponto de

coordenada = e uma paralela a !; cortando l; no ponto de coordenada y.
Nesse caso, z € a abcissa e y é a ordenada do ponto P.

o/

Sendo z a abcissa e y a ordenada do ponto P, chamamos o ponto de coordenada (z, 0)
de projecdo de P sobre o eizo I, e o ponto de coordenada (0,y) de projecdo de P sobre o
€eizo lz. :

O par ordenado de nimeros reais (z,y) é conhecido como coordenadas de P, relativas
aos eixos ; e I e aos pontos que fixam a unidade de comprimento E; e E,.

5



Costumamos escolher os dois eixos perpendiculares (ortogonais). Nesse caso, o par
(z,y) sao as coordenadas cartesianas retangulares (ortogonais) de P.

=
1
]
(]
1
1
]
L
]
]
]
1
]
[}
]
]
]
]
1
1
]
ae)

&; e - e e r - - -
<

(0

Também costumamos escolher sobre os dois eixos unidades iguais de modo que d(O, E;) =
d(0, E»).
Concluindo:

plano 7 # R? (como conjuntos)
pontos P pares ordenados de nimeros reais

Uma vez que m tem um sistema de coordenadas cartesianas, podemos identificar cada
ponto P dele com o par ordenado (z,y) do R? que lhe corresponde e, dai, com isso,
estabelecemos a correspondéncia biunivoca 7 «» R2.

Por isso, quando escrevemos P = (z,y) estamos querendo dizer que P é o ponto do
plano cuja abcissa é z e cuja ordenada é y.

Resumindo:

1. quando falamos em plano cartesiano estamos querendo dizer que jé fizemos a identi-
ficacao acima e, sendo assim, que nés podemos representar pontos do plano por pares
ordenados e pares ordenados por pontos, isto é, que podemos escrever P = (z,¥).
O sistema de coordenadas ndo precisa ser retangular!!!;

2. quando falamos em plano cartesiano com sistema de coordenadas (retangulares)
OXY, estamos trabalhando com o conjunto de pares ordenados, isto é, o R? junta-
mente com o sistema de coordenadas retangulares OXY usual.

Para lembrar: os eixos OX e OY decompoéem o plano R? em quatro regices denomi-
nadas quadrantes:

- 1.° quadrante: {P = (z,y) € R?: 2> 0e y > 0};
- 2.° quadrante: {P = (z,y) €R?:2 <0 ey > 0};
- 3.° quadrante: {P = (z,y) e R?: 2 < 0ey < 0};
- 4.° quadrante: {P = (z,y) € R?®:2 >0 ey < 0}.
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2.2 Férmula da Distancia Entre Dois Pontos

Vamos estabelecer uma férmula que permite determinar a distdncia entre dois pontos de

um plano 7.
O 1.° passo aqui ¢ escolher sobre esse plano um sistema de coordenadas retangulares

com unidades iguais sobre os dois eixos.

Sejam A = (z,,1;) e B = (z2,y2) dois pontos de 7.
Por A, tragamos uma reta paralela ao eixo OX e por B tragamos uma reta paralela

ao eixo OY.
Essas retas se intersectam num ponto @ de coordenadas (z2, ).
- Assim, temos a figura:

Y
Y2

Yt

O = i)
e, com ela, tiramos que:

d(A,Q) = |z — 73| = /(21 — 72)?

d(@,B) = |y — y2| = (31 — 1)

Dali, pelo Teorema de Pitégoras,

d(A, B) = /(21 — z2)* + (31 — 32)*-
Convém chamar a atencao para dois fatos importantes:

- 1.°; o sistema de coordenadas escolhido por nés foi retangular;
- 2.°: usamos a mesma unidade de comprimento nos dois eixos.

A partir daqui, quando escrevermos P = (z,y) vamos estar trabalhando com sistema
de coordenadas retangulares onde escolhemos a mesma unidade de medida nos dois eixos.
O mesmo vamos estar querendo dizer quando mencionarmos ”plano”.



2.2.1 Divisao de um Segmento

Vejamos agora um exemplo de como exprimir um fato geométrico de forma analitica e
que nos leva a determinagao das coordenadas do ponto médio de um segmento.

Dados os pontos A = (a;,a2), B = (b1, bs) e o mimero real t com 0 < ¢t < 1, quais sdo
as coordenadas do ponto X; = (%, %), situado no segmento de reta AB, que satisfazem

- 1.° caso: os pontos A e B estao localizados sobre um mesmo eixo 1.

Iy b l

L i
+

a
A X, B

Para cada ponto X; do segmento AB, vale:

d(A, X:) < d(A, B)

e, dai,
_dAX)

d(A,B) —

Se X; =Aentaot =0ese X; = Bentaot =1.

Para cada t € [0, 1], seja X; o ponto do segmento de reta AB tal que %%‘)2 =t. Entao
a coordenada z,, do ponto X, est4 relacionada com as coordenadas a e b dos pontos A e
B através da igualdade (z; —a)/(b—a) =t, isto é, z; = a+ t(b—a) = (1 — t)a + tb.

Quando t = 1/2, X;2 é o ponto médio do segmento AB e sua coordenada z;/2 =
(a+b)/2=a+ gb'T“l ¢é a média aritmética entre as coordenadas a € b dos pontos A e B.

t

- 2.° caso: o segmento AB nao é paralelo a eixo algum, isto é, a; # b e ay # bs.



Aqui é conveniente comparar os tridngulos retangulos APX; e AQB onde P = (z,a,)
€ Q = (blv a'?)'

Esses tridngulos sao semelhantes (um angulo agudo em comum) com razao de seme-
lhanca (Teorema de Tales) dada por:

d(A, X,)/d(A, B) = t.

Dai, d(A, P)/d(A, Q) = t,isto é, (z;—a,)/(b1—a1) = t e, portanto, z, = (1—~t)a;+th =
a; + t(bl -— al).

Do mesmo modo, d(P, X;)/d(Q, B) = t, isto é, (y: — a2)/(b2 — az) =t € entdo y; =
(1 —t)az + thy = ag + t(by — a2) (com o mesmo valor de t!!!).

Em particular, quando ¢t = 1/2, obtemos x,/; € ¥y1/2, as coordenadas do ponto médio
do segmento AB e estas sao dadas por:

a+b;
Zy2 = 2
e + b,
a
Y2 = 2 2

Para cada t € [0, 1], o ponto X; = (z,, ) fornece pontos do segmento AB. Se A =
(a1,a2) € B = (by,b2), chamamos a fungdo t € [0,1] — X; = (a1 + t(b1 — a1),a2 + t(b2 —
az)) € AB de parametrizacdo do segmento AB e a variavel t de pardmetro.

Fazendo t variar em R, vamos ter todos os pontos da reta AB e nao apenas os pontos
do segmento AB. Quando ¢ > 0, temos a semi-reta de origem A e que contém B. Quando
t < 0, X; percorre a semi-reta oposta.

Dizemos que um segmento de reta estd orientado quando escolhemos um dos seus
pontos extremos como sendo o ponto inicial e, conseqiientemente, o outro como ponto

final.



2.2.2 Baricentro de um Triangulo

Consideremos um triangulo com vértices A = (a;,a,), B = (b;,0,) €, C = (¢, ¢). Ve
jamos como determinar o seu baricentro (intersecgao das medianas) G = (g, g,)-

Sejam P, M e N os pontos médios dos lados AB, BC e CA, respectivamente.
Como G ¢é o baricentro do tridngulo ABC, temos que:

MG = 3MA, NG = 3;NB e PG = ;PC.

_1
Da primeira relagao segue que 37 A 3 € com isso, obtemos:

X
Logo,
az + 2mg
© ay + 2my
gy = 2, 2)
Mas, M é o ponto médio de BC e entdo:
b
my = z;—c”=>2m,=b,+c, (3)
e
b, +
my = 2CV=>2my—b + ¢y, (4)

10



Substituindo (3) e (4) em (1) e (2), respectivamente, concluimos que o baricentro é
dado por:

a; + by + ¢, ay+b,,+cy)
3 ’ 3 |

o=

2.2.3 Problemas Interessantes

1. Dados os pontos A = (az,ay), B = (bs,b,) e C = (¢, ¢y), determinar o ponto
D = (d.,d,) tal que AB e CD sejam os lados opostos de um paralelogramo cujos
outros lados opostos sao AC e BD.

- 1.° caso: Considerar o sistema de coordenadas retangulares OXY de modo que C
seja a origem O.

AN

Como as diagonais de um paralelogramo se intersectam no ponto médio das mesmas

11



temos:

(6z +ds)/2=(0+b:)/2 € (ay +dy)/2= (0+b,)/2,

isto €,

d; =b,—a; ed, =b,—a,.

- 2.° caso: Caso geral.

J

O QX CX bX dx X

Com o mesmo raciocinio usado no caso anterior, chegamos que:

- eixo OX: (az +d;)/2 = (by + ¢z)/2, isto é, dy = by + ¢, — ag;
- eixo OY: (a, +dy)/2 = (b, + ¢)/2, isto é, dy = b, + ¢, — a,.

Podemos resolver esse iltimo caso de outra maneira. Basta fazer uma translacido
dos pontos do plano na direcao do segmento CD, isto é, fazer C coincidir com O e
D com D' como na figura abaixo.

12



Resolvemos o problema como no 1.° caso e depois voltamos a posicao original.
Assim,

O—CeA A

(0,0) & (czy0y) € (az — &zy0y — &) © (az,ay)

DeDeB ~B
(dz — ¢z, dy — ) & (ds, dy) e (by — cz,b, — ¢;) & (b, by).

Com isso, j& que as diagonais se intersectam no ponto médio:

(G =)+ (=) _be—ce

=d;—c; =b; —a,

2 2
(]
(%9~ )+ (=) _ b,
Y c‘ll2 Yy c"=y26”=>d,,—cy=by—ay.
Assim,:

D = (d.,dy) = (bs + ¢z — @z, by + ¢, — a,).

Generalizando, temos as equacoes:



. . . ! 1 ’
que relacionam os dois sistemas de coordenadas retangulares OXY e O X Y . Essas
equacoes sao conhecidas como equagédes de translacdo.

. Dados os pontos P = (a,b) e @ = (¢, d), qual é a condi¢io, em termos dessas coorde-
nadas, que assegura o perpendicularismo dos segmentos OP e OQ onde O = (0,0)
é a origem do sistema de coordenadas retangulares OXY?

J

X

0
OP e OQ sio perpendiculares (pelo Teorema de Pitagoras) < d(P, Q)% = d(O, P)*+
4(0,Q = (/@@= 0P+ (b= 0P+ (1/lo— 07 + (d— 0P)* = a2 + 5 + & .
Mas, a? + 8% + ¢ + d? = (c — a)? + (d — b)? desde que ac + bd = 0.
Logo, OP e OQ sao perpendiculares < ac + bd = 0.
. Sejam A = (az,ay), B = (bs,b,), C = (¢z,¢y) € D = (dz,dy) com A# Be C # D.

Qual é a condigdo, em termos dessas coordenadas, que assegura serem perpendicu-
lares os segmentos de reta AB e CD?

14



Transladamos paralelamente os segmentos AB e CD de modo a fazer os pontos A
e D coincidirem com a origem O’ = (0,0). Assim,

O—oAeB <B

(0,0) < (az,ay) € (b — a2, by — ay) & (b, b,)

CeCeO D
(cz — dzyCy — dv) « (Czacy) e (0,0) & (dr’dv)‘

&)
1
o

)

0=A=D X

Pelo problema anterior, (¢; — dz)(b; — a;) + (¢y — d,) (b, — a,) = 0.

Dado um problema geométrico, ficamos com o problema da escolha do sistema de
coordenadas mais adequado. Essa vai depender de cada problema apresentado.



Capitulo 3

Retas no Plano

3.1 Inclinagao e Declividade de uma Reta no Plano

Defini¢do 3.1.1 Dizemos que duas retasl el de um plano sio paralelas quando néo tém
ponto algum de intersecgdo, ou quando todos os seus pontos estdo na interseccdo. Nesse
dltimo caso, dizemos que elas sdo coincidentes. Quando a intersecgio del com ! tem um
inico ponto dizemos gque sGo concorrentes.

Seja | uma reta qualquer do plano, ndo paralela ao eizo OY .

Consideremos ¢ 0 menor angulo que essa reta faz com o eixo OX, medido desse eixo
para ! no sentido anti-horario. Chamamos a medida desse éngulo o de inclinagdo da reta l.

Consideremos A = (a,b) e P = (z,y) dois pontos de L.

Como [ néo é paralela ao eixo OY entao z # a.

Sem perda de generalidade podemos supor z > a.

E possivel mostrar que a razdo (y — b)/(z — a) independe da particular posigao escol-
hida para os pontos A e P de l.

-1.° caso: y > b.

16



-2.° caso: y < b.

Raciocinamos como no 1.° caso.
-3.% caso: y = b.

Aqui, a reta [ € paralela ao eixo OX e a razao é nula para todas as posicoes de A e de
P.

Definigao 3.1.2 Seja I uma reta ndo paralela ao eizo OY. Sejam (a,b) e (z,y) dois
pontos distintos dessa reta. Chamamos de declividade da reta | a razdo (y — b)/(z — a).

Observacgao 3.1.3 Sel é paralela ao eizo OY, ndo definimos sua declividade pois quais-
quer dois pontos da mesma deve ter a mesma abcissa €, portanto, a razdo que define a
declividade nao faz sentido (denominador nulo).

Observagao 3.1.4 A declividade da reta ligando os pontos (0,0) e (1,m) €, pela defi-
nigdo, igual a m. Com isso, todo nimero real m € declividade de alguma reta. Para isso,
basta, por exemplo, considerar a reta que contém os pontos (0,0) e (1, m).

3.2 Equacoes da Reta no Plano

Seja I uma reta do plano.
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3.2.1 A Equacgao Fundamental

- 1.° caso: [ é paralela ao eixo OY

Se I contém o ponto (z¢,yo) entdo cada ponto da mesma deve ter abcissa o, €, por-
tanto, todo ponto de abcissa zp é um ponto de I. Assim, ! é o grafico da equacao z = x,.

- 2.° caso: | nao é paralela ao eixo OY

Sejam m a declividade (faz sentido pois / nao é paralela ao eixo OY') € A = (zo, yo)
um ponto de I. Entdo um ponto P = (z,y) pertence i reta quando o segmento AP tem
declividade m, isto é, quando m = (y — ¥o)/(z — Zo). Dai, y — yo = m(z — xp). A retalé
o grafico da equagao ¥y — y = m(z — zp), conhecida como equagdo fundamental da reta.

3.2.2 A Equagao Geral

Teorema 3.2.1 Em um sistema de coordenadas cartesianas retangulares OXY toda reta
l € o grdfico de uma equagdo linear nas varidveis T e y e, reciprocamente, o grdfico de
toda equagdo linear em x e y € uma reta l.

Demonstragao. Se a reta ! é paralela ao eixo OY entdo é o grafico de uma equagao
da forma z = zp que é linear. Se ! nao é paralela ao eixo OY entdo é o grafico de uma
equacdo da forma y — yo = m(z — %) que também é linear.

Reciprocamente, seja az + by = ¢ uma equacao linear em z e y com a? + b # 0.

-1.°caso: b=0

Entao £ = ¢/a. O gréfico dessa equacgao é uma reta paralela ao eixo OY'.

-2°caso: b#0

Consideremos P = (z,y) e A = (20, %0) dois pontos distintos da equacio linear dada.

Entdo az+by = ce azo+byp = c. Subtraindo essas equagdes, vem que a(z—~z0)+b(y—yo) =
0, isto é, y—yo = 32 (x—xo) jé que b # 0. Logo, P esté na reta que contém o ponto (Zo, yo)

e que tem declividade m = —a/b. Como as equages az + by = ce y — yo = F2(z — z¢)
tém o mesmo gréfico e essa 1ltima tem como gréfico uma reta entao o grafico da equagao
linear dada também é uma reta. O

Observagao 3.2.2 1. Paru tragar o grifico da equagdo linear ax+by = c basta marcar
dois pontos que satisfazem a mesma e tracar a reta que une esses pontos.

2. Para se determinar os pontos onde a reta intersecta os eizos coordenados basta fazer
z = 0 e determinar y e depois fazer y = 0 e determinar z.
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3. A declividade da reta de equagdo ax + by =c é m = —a/b.

4. De agora em diante no lugar de dizermos "a reta de equagdo azx + by = c”vamos
dizer apenas ”a reta az + by = c”.

A equacdo az + by = ¢ com a® + b% # 0 é conhecida como equagdo geral da reta.

3.2.3 A Equagao Reduzida

A equacgdo y — yo = m(x — Zp) pode ser reescrita como y = mz + k onde k = yp — mzp.
Essa tiltima é chamada de equagdo reduzida da reta.

O gréfico de ambas, por serem lineares, sio retas. Na verdade a mesma reta. A
diferenca é que na primeira equagao tiramos que o ponto (zg,%o) estéd sobre a reta e na
segunda equacdo tiramos que o ponto (0,k) = (0,yo — mzp) estd sobre a mesma. A
inclinagdo, como jé vimos, é determinada por dois pontos da reta com abcissas distintas

m = (y2 — 11)/(z2 — 71).

3.2.4 A Equagao Segmentaria

Consideremos a equagao:

r. Yy
-+>=1
a + b
Multiplicando essa por ab, vem que bz + ay = ab. O grifico dessa 1ltima equacéo é
uma reta com declividade m = —b/a. Logo, a equagdo Z + £ =1 € uma reta que contém

os pontos (0,d) e (a,0) e que é conhecida como equagdo segmentdria da reta que contém
os pontos mencionados.

3.2.5 A Equagao Paramétrica

Equagdes que descrevem a trajetéria de um ponto (z,y) em fungdo de um parimetro ¢
sao chamadas de eguagdes paramétricas. Assim, as equagbes paramétricas de uma reta
contendo dois pontos distintos (a,b) e (¢,d) sao dadas por:

z=a+t(c—a),
{ y=b+t(d-b)

(cf.: pagina 9).
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3.3 Posicoes Relativas de Duas Retas no Plano

. ! ~ . . . -~ . e
Sejam [ e I’ duas retas nao-paralelas ao eixo OY com inclinagées o e o’ e declividades m

! .
e m , respectivamente.
[ . ' - I . . ;.
Se a = a, isto ¢, m = m entao l el sao paralelas e, reciprocamente. Caso contrario,

1 . | -~
m # m e assim, [ el sao concorrentes.

3.3.1 Paralelismo de Retas no Plano
Com o que colocamos até aqui, temos o resultado abaixo.

Teorema 3.3.1 Sejam ! el duas retas distintas e ndo-paralelas ao eizo OY com declivi-
dades m e m’, respectivamente. Entdol el sdo paralelas & m =m'.

Observagio 3.3.2 Consideremos | el duas retas que se intersectam em um ponto P de
coordenadas (Zo,y0). Como o ponto P pertence as duas retas, suas coordenadas devem
satisfazer simultaneamente as equagdes das duas retas. Algebricamente, isso acontece
quando esse par € solugdo de um sistema formado por essas duas equagdes. Logo, para
encontrarmos as coordenadas do ponto P de intersecgdo de duas retas, precisamos resolver
um sistema formado pelas equagdes das duas retas em gquestdo.

3.3.2 Perpendicularismo de Retas no Plano

. 4 . , .
Sejam [ e I duas retas concorrentes num ponto P, isto €, duas retas que se intersectam

num ponto P.
Consideremos A € A’ as intersecgdes de I e I' com o eixo OX. Desse modo, obtemos

um tridngulo APA'.

)
-

o A

0 N A\\ X

i

Suponhamos que os segmentos AP e A’ P s3o perpendiculares. Entdo o' = a + 90.°.
Dai, m' =tana’ = tan(a +90.°) = —1/tana = —1/m. Com isso, temos:
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Teorema 3.3.3 Duas retas | el com declividades m e m', respectivamente sdo perpen-
diculares <& m.m' = —1.
3.4 Angulo Formado por Duas Retas no Plano

. ] -~ . o »
- 1.° caso: Sejam [ e I' duas retas nao-paralelas ao eixo OY com declividades m e m’,
respectivamente. Elas determinam dois pares de angulos congruentes (mesma medida),
por serem opostos pelo vértice. Dois desses angulos sao agudos e dois obtusos

. ~ ' ~ .
Definimos o angulo formado pelas retas ! e I' como sendo o angulo agudo 7y, medido
. . ’ . . ’ !
no sentido anti-horario, desde uma das retas, digamos ! até a outra reta, no caso [ .

)

O

Sejam P o ponto de intersecgio de I com I', A o ponto de interseccao de ! com o eixo
OX e A’ o ponto de intersecgio de I' com o eixo OX. Temos o' = a++, j4 que o' é o Angulo
externo do tridngulo, isto é, v = a’ —a. Dai, tany = tan(e' —a) = (m' —m)/(1+m’.m).
Conforme a posigao das retas, a féormula obtida pode nos fornecer tany > 0 (angulo
agudo), ou tany < 0 (angulo obtuso). Para nos assegurarmos de que estamos obtendo a
tangente do angulo agudo, vamos considerar tany = |(m —m)/(1 +m'.m)|.

- 2.° caso: Suponhamos que uma das retas é paralela ao eixo OY'.

Sem perda de generalidade, podemos considerar que é a reta I
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Temos v+ o = 90.°, isto é, v = 90.°— a. Dai, tanvy = tan(90.°— a) = 1/ tana. Como
tana = m, segue que tany = 1/m. Pela mesma razio dada no caso anterior, vamos
considerar tan+y = |1/m)|.

3.5 Distancia de um Ponto a uma Reta no Plano

Sejam ! € P uma reta e um ponto de um plano onde fixamos um sistema de coordenadas
retangulares OXY . Suponhamos que P & l. Gostariamos de achar a distancia entre P e
l.

O raciocinio que vamos usar é o seguinte.

Primeiramente, determinamos a equagio da reta I’ perpendicular a [ e que contém o
ponto P. Depois fazemos a intersecgao de ! com I'. Essa vai nos dar um ponto Q. Dai,
a distancia procurada, na verdade é a distancia d(P, Q) entre os pontos P e Q que ja
sabemos calcular pela segao 2.2.

L
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Com isso, nao é preciso ”decorar” férmula alguma.
Em todo caso, se a equagao da reta ! é dada por ax + by + ¢ = 0 e as coordenadas do
ponto P s&o (zp,yp) com um simples calculo chegamos & férmula:

lazo + byo + ¢
Vaz+ 82

Esse resultado nos permite algumas aplicagGes interessantes. Vejamos.

d(Pl) =

3.5.1 Area de um Tridngulo

Sejam A = (az,ay), B = (bs,b,) e C = (cz,¢,) vértices de um tridngulo. Sabemos que
sua area € dada por: %base.altura. Podemos tomar a base como a distancia entre os
pontos B e C. Com isso, a altura correspondente sera a distincia entre o ponto A e a
reta determinada pelos pontos B e C.

)

Cj"‘"

\Hes)

:l
o' b Gx & X

Pelo que j& vimos, apés alguns calculos, chegamos que:

1
5lazby + b0y + c20y — Cby — boay — azcy|.

3.5.2 Bissetrizes dos Angulos Entre Duas Retas

Consideremos l e I' duas retas concorrentes com equagoes az+by+c=0e az+by+c =
0, respectivamente. Seja P = (z,y) um ponto de qualquer uma das duas bissetrizes
(bissetriz: reta que divide um angulo entre duas retas concorrentes em dois dngulos iguais).
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74N

Como a distancia entre P e | deve ser igual a distancia entre P e I’ tiramos que:

oz +by+¢| _ laz+by+c|

v+ T p?

E, dai segue que:

ar+by+c ia':c+b'y+c'
VaZ+ b2 3 +-_—b'2 !
isto €,
ar+by+c a.':z:+b'y+c'_0

Essa igualdade nos d4 as duas bissetrizes dos angulos formados pelas retas [ e ['.
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Capitulo 4

A Circunferéencia no Plano

4.1 A Equacao Reduzida

Definigao 4.1.1 Chamamos de circunferéncia de centro C = (a,b) e raio r ao conjunto
de todos os pontos P = (z,y) do plano cuja distincia de P a C € igual a r. Simbolica-
mente,

{P:d(P,C)=r}={(z,9): V(z—a)®+ (y—b)2 =r}.

Elevando ambos os membros da equacao /(z — a)? + (y — b)? = r ao quadrado, obte-
mos:

(z—a)*+ (y—b)°=r>

Essa 1ultima é conhecida como equagdo reduzida da circunferéncia. As coordenadas a
e b sao chamadas de coordenadas do centro C.

4.2 A Equagao Geral

Desenvolvendo a equagao reduzida, e agrupando os termos de maneira conveniente, che-
gamos que:

2?2 +y? — 20z — 2by + (a®> + B2 —1r%) = 0.
Chamamos essa expressao de equag@o geral da circunferéncia de centro C e raio r.
Observacao 4.2.1 Observemos que a ezpressdo acima pode ser reescrita como Az? +
By?+Czy+ Dz + Ey+ F = 0 onde os coeficientes si@o nimeros reais. Nem toda equagdo

da forma Az®> + By? + Czy + Dz + Ey+ F = 0 onde os coeficientes sGo nimeros reais
representam circunferéncia. Um método prdtico para se ver isso é a ”completacdo”de
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quadrados. Ao tomarmos esse procedimento, vamos obter o centro e o raio da eventual
circunferéncia.
4.3 Posicoes Relativas Entre Ponto e Circunferéncia

Consideremos uma circunferéncia de centro C e raio r. Seja P um ponto qualquer do
plano. Temos trés casos a considerar:

- 1.2 caso: se d(P,C) = r entao P pertence a circunferéncia,

- 2.° caso: se d(P,C) > r entao P é externo a circunferéncia;
- 3.% caso: se d(P,C) < r entao P é interno a circunferéncia.

Vejamos as figuras correspondentes.

P

1¢ caso 29 caso 3¢ Caso

4.4 Posicoes Relativas Entre Retas e Circunferéncia

Consideremos 7 uma circunferéncia de centro C e raio r. Seja ! uma reta qualquer do
plano. Entéo essa reta e essa circunferéncia podem se interseccionar em dois pontos, em
apenas um ponto, ou em ponto algum. No primeiro caso, chamamos ! de reta secante
e no segundo caso, de reta tangente & y. Assim, [Ny = {P,Q} = [ ésecantea 7y e,
IN~y={T}= 1é tangente & .
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4.5 Tangéncia

Com o que desenvolvemos até agora estamos capacitados a resolver alguns problemas
interessantes.

4.5.1 Problemas Sobre Tangéncia
1. Dada uma circunferéncia, determinar as retas tangentes a8 mesma em uma dada
diregao. : :
(a) Determinar as equagoes das retas t, tangentes a uma circunferéncia 7y com cen-
tro C, que sao paralelas & uma reta /.

Se | tem equagao geral ax + by + ¢ = 0 entao ¢ deve ter equagao geral também
da forma az + by +d = 0, j& que ambas sao paralelas. Assim, é preciso apenas
encontrar o valor de d e este é determinado quando fazemos d(C,t) = r onde
r € o raio da circunferéncia.




(b) Determinar as equagoes das retas ¢, tangentes a uma circunferéncia y com cen-
tro C' que sdo perpendiculares & uma reta .

Como [ e t devem ser perpendiculares, temos a relagao entre seus coeficientes
angulares m; = —1/m,;. Novamente, usando a equagio geral da reta, vamos
precisar determinar o termo constante e este vem do fato de d(C,t) = r, desde
que 7 seja o raio de 7.

L t

2. Dada uma circunferéncia <y de centro C e raio r, determinar as retas t, tangentes a
mesma, contendo um ponto P = (xp, y) dado.

Primeiramente, precisamos determinar qual a posigdo desse ponto em relaciao a
circunferéncia e isso é feito através do célculo d(C, P). Com esse temos as trés
possibilidades, consideradas a seguir:

(a) d(C,P) > r:

Aqui, temos duas solugbes que sao as retas ¢ de equagdes y — yo = m(z — o),
isto é, mx — y + yo — mzo = 0. Falta entao determinar o coeficiente angular m
e este é dado através da distancia d(C,t) =r.
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(b) d(C,P) =r:

Aqui, P € v e, portanto, P é o proprio ponto de tangéncia. A tnica solugao
t é determinada da seguinte maneira. Achamos o coeficiente angular da reta
!l que contém os pontos P e C. Esta é perpendicular a t. Sendo assim, temos
m,. E, como t contém P, chegamos ao resultado.

(c) d(C,P)<T:

Nesse caso, o problema nao tem solugao.
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Capitulo 5

Vetores no Plano

5.1 Translacao

Primeiramente, vamos recordar o movimento rigido do plano todo em uma diregao fixa,
isto é, o movimento do plano que conserva (preserva) distancia, direcao e sentido, conhe-
cido por translagdo. Antes porém, precisamos dizer o que entendemos por movimento
rigido do plano. Para nés significa uma correspondéncia biunivoca do plano nele mesmo.

Consideremos um sistema de coordenadas retangulares OXY . Deslocando o eixo OY

de a unidades & direita entao a abcissa de qualquer ponto fica diminuida de a unidades.
Deslocando o eixo OX de b unidades, devemos subtrair essas b unidades da ordenada de

todo ponto. )
D Y

b %

X

o lo
Portanto, se a origem O = (0,0) for mudada para O’ = (a,b) e os novos eixos coorde-

nados O'X' e O'Y' permanecerem paralelos a OX e OY, respectivamente (com mesma
orientagdo), as novas coordenadas do ponto P = (z,y) serdo (z,y) onde ' =z —a e
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b — - - — - 4

"

O\

0

X

es e . ~ ' ' - .
Como j& vimos anteriormente, as equagoes * = zr—a ey = y— b sao conhecidas como

equacoes de translacao de (0, 0) para (a,b).

5.2 Vetores

Vetores servem principalmente para deslocar pontos ou, mais precisamente, efetuar trans-
lagbes. Conseqiientemente, deslocando cada um dos pontos de uma figura, eles efetuam

uma translagdo dessa figura.

Lembremos que um segmento de reta orientado € um segmento de reta onde escolhemos
o ponto (extremidade) inicial e, portanto, o ponto (extremidade) final.

Definigcao 5.2.1 Dizemos que dois segmentos de reta orientados sao equipolentes quando:

1. tém o mesmo comprimento;

2. tém a mesma direcio (sdo paralelos, ou colineares);

8. tém o mesmo sentido.

O que significa ter o mesmo sentido?

e AB paralelo a CD e d(A, B) = d(C, D):

AB e CD tém o mesmo sentido quando esses segmentos sido lados de um paralelo-
gramo do qual os outros dois lados sdo AC e BD.

e AB e CD colineares:
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AB e CD tém o mesmo sentido quando uma das semi-retas AB e CD est4 contida na

outra.

Teorema 5.2.2 Sejam A = (ag,a,), B = (bs,b,), C = (¢y¢y) € D = (dg,d,). Os
segmentos orientados AB e CD sdo equipolentes <& o ponto médio do segmento AD
coincide com o ponto médio do segmento BC & d; — a, = b, — ¢, edy — ay, = b, — ¢,.

Demonstracao. Decorréncia imediata da defini¢do de segmentos equipolentes. DO

Teorema 5.2.3 Dados um segmento orientado AB e um ponto P, existe um inico ponto
Q tal que os segmentos orientados AB e PQ sdo equipolentes.

Demonstracao. Se A, B ¢ P nao sao colineares entdo @ é o quarto vértice do
paralelogramo ABPQ. Caso contrario, D sera colinear com A, B e P de modo que AB
e PQ tém o mesmo comprimento e sentido.
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Definicao 5.2.4 Chamamos de vetor determinado por um segmento orientado AB o con-
junto formado por todos os segmentos orientados equipolentes a AB.

Assim, quando os segmentos orientados AB e CD sao equipolentes dizemos que eles
representam o mesmo vetor v. Nesse caso, escrevemos v = AB =CD.

Dado entao um vetor v, quaisquer segmentos orientados equipolentes a um segmento
orientado que o representa tém o mesmo comprimento. Esse comprimento é conhecido
como mddulo do vetor v e é denotado por ||v||. A diregdo de v é determinada pela reta
que o contém ou por qualquer reta paralela a essa reta. O sentido de v onde v = AB ¢
do ponto inicial A para o ponto final B.

A importéancia desses trés elementos, mddulo, diregdo e sentido, é que eles determinam
os vetores, isto é, conhecendo esses trés elementos temos o vetor.

Se (az,a,) € (bs,b,) séo as coordenadas dos pontos A e B entao as coordenadas do
vetor v séo dadas por (b, —a,, b, —a,), isto é, v = (v;,v,) onde v, = b,—a, e v, = b, —a,.

Além disso, |[v]| = \/v2 + 1 e, portanto, ||v]| = d(A, B).

0 teorema anterior e a definicao de vetor nos permlte concluir que: dados o vetor
v= AB eum ponto P, existe um 1nico ponto Q tal que PQ = v. Nesse caso, escrevemos
Q@ = P + v e dizemos que o vetor v transportou o ponto P até a posigido Q).

Se fixarmos um vetor nao-nulo v do plano, podemos considerar uma transformacao (=
funcéo) T, : @ — m, chamada translacdéo por v. Para cada ponto P desse plano T, essa
transformagao faz corresponder um outro ponto @) de m. Esse ponto @ é determinado
de maneira unica pelo que acabamos de colocar. Assim, T,(P) = Q = P + v, desde que

PQ =v.
Com isso, se F' C w é uma figura (subconjunto qualquer do plano 7) entéo o conjunto
F+v={P+uv;P € F}=T,(F)
é o transladado do conjunto F pelo vetor v.

Teorema 5.2.5 Seja v um vetor com coordenadas (a,f3). A translagio T, : ®# — =«
definida por P = (z,y) — To(P) = T. (:x:, y) (z + a,y + B) preserva disténcias, isto é,
se T,(P) = P' e T,(Q) = Q entdo d(P',Q') = d(T,(P), T.(Q)) = d(P, Q).

Demonstracgdo. Se P = (a,b) e Q = (c,d) entdao P’ = (a+a,b+ ) e Q'

(c+a,d+p). Dai, d(P,Q)* = (c~- a)2+(d—b)2ed(P Q) = (c+a—a—a)i+(d+B—b— ﬂ)2
Comparando, vamos obter que d(P,Q) = d(P’,Q’). O
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Observagao 5.2.6 Convém observarmos que preservando distincias, a translagdo também
preserva dreas. Que a translagdo preserva diregdo e sentido é dbvio pela definigdo de ve-
tores que demos.

Uma das vantagens em se trabalhar com vetores é que com eles podemos fazer operagoes.
Antes de passarmos & algumas delas, vamos fazer uma colocagéo.

O vetor AA é conhecido como vetor nulo. Este pode ter, como os demais vetores, sua
origem localizada em qualquer ponto do plano.

5.3 Operacoes com Vetores

5.3.1 Adicao de dois vetores

Definimos a soma u + v, entre dois vetores u e v, geometricamente, de duas maneiras:

e o ponto final de um vetor, digamos u como sendo o ponto inicial do outro, no nosso
caso, v.

ns N

A

Nessa maneira, u + v é o vetor cujo ponto inicial é o ponto inicial do vetor u e o ponto

final, o ponto final do vetor v.

e os dois vetores u e v com mesmo ponto inicial. (regra do paralelogramo)
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Aqui, o vetor soma u + v é a diagonal principal do paralelogramo. Notemos que essa
nossa segunda maneira de definir soma s6 faz sentido quando o angulo entre os dois vetores

for nao-nulo.
Analiticamente, isto é, em coordenadas, essa operagao, levando-se em conta a com-

patibilidade em relacao a geometria da primeira maneira acima, ¢ efetuada do seguinte
modo.

Se u = (o, ), v = (7,6) e A = (a5,a,), B = (bs,b,),C = (cz,¢,) sdo pontos tais que
os vetores u = AB e v = BC entéo tiramos queb, =a+a;, b, =0F+ay,c;=7+b,

ec = 6+b Com isso, ¢; = y+a+a, ec, = 6+ f+ a,. Como, por definigao,

u+ v = AC, segue que u + v = (7 + @,6 + B). Resumindo, se u = (a,8) e v = (v, 6)
entdo u +v = (y+a,6 + f).

Essa operacao é:

-comutativa: u+ v =v+ u;
-associativa: (u+v)+w=u+ (v + w).

Vu, v, w vetores.
Além disso, tem:

-elemento neutro que é o vetor nulo ja introduzido;
-elemento inverso: dado um vetor v= AB ex1ste um tnico vetor u = BA
com u+ v = AB + BA = AA (denotamos o vetor BA

como —AB).

5.3.2 Multiplicagao de um vetor por um escalar

Sejam A um nimero real nao-nulo e v um vetor também nao-nulo. Gostariamos de definir
o produto Av. Para isso, vamos usar os trés elementos que determinam um vetor.

Definicao 5.8.1 Sejam A € R, A # 0 e v um vetor ndo-nulo. Definimos Av o vetor
determinado por:

-mddulo: |[Av]| = |Al.[Jvll;

-diregdo: mesma de v (Av € paralelo é v);

-sentido: mesmo de v se A > 0 e contrdrio dev se A < 0.
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Em relagio a um sistema de coordenadas se v = (a,b) entao Av = (Aa, Ab).
Essa operagao é€:
-associativa: A(av) = (Aa)v;

-distributiva em relagao a operagao de adigdo: (A\+a)v=X v+ ave
AMu+v) = M+ .

Va, A € R e Yu, v vetores.

5.3.3 Produto Escalar

Vamos definir agora uma operacao entre dois vetores cujo resultado é um nimero real,
isto é, um escalar.

Definicao 5.3.2 Sejamu = (a,b) ev = (c,d) dois vetores. Chamamos de produto escalar
ou produto interno dos vetores u e v, o numero real dado por: ac+ bd e, escrevemos uv
ou < u,v >.

Podemos mostrar as seguintes propriedades dessa operac¢ao:
-comutativa: uv = vy;
-associativa: (w)w = u(vw);
Alww) = (Au)v = u(Av);
-u(v + w) = w + vw;
cuu>20euu=0u=0;
-uw = ||ul?.

Yu, v, w vetores e VA € R.

5.4 Angulo Entre Dois Vetores
Sejam P = (a,b) € @ = (c,d) dois pontos do plano com P,Q # 0.
- 1.° caso: d(P,0) =d(Q,0) = 1.

Consideremos ¢, # o angulo que os segmentos OP e OQ fazem com o eixo OX.
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Entdo a = cosa,b =sina,c =cos B ed = sinf.

T Q=(c¢d)

fP: (Q, l;\)

[N

O

Seja vy =0 — a.
Entéao, cosy = cos(f — a) = cos acos f + sin a:sin f = ac + bd, isto é, cos A = ac + bd.
Ainda mais, se analisarmos essa igualdade com cuidado, vamos concluir que v € [0, 7).

- 2.° caso: d(P,0) #1 oud(Q,0) # 1.
Consideremos P' = (a/VaZ + 82,b/VaZ + b2), Q' = (c/V/ 2 + d2,d// 2 + d?).

Entdo d(P',0) = d(Q’,0) = 1 e, pelo caso anterior, tiramos que o angulo ) entre os
segmentos OP' e 0Q', que é o mesmo angulo entre os segmentos OP e OQ, é dado por:

ac+ bd
N

Observemos que essa tltima expressao também se aplica no 1.° caso.
Com essas consideragbes, temos a defini¢ao a seguir.

Cos A =

Definicao 5.4.1 Sejam u,v dois vetores ndo-nulos. Chamamos de dngulo entre os ve-
tores u e v e denotamos por A o angulo dado pela igualdade:

uy
COSA = ——r,
Heel] vl

Observemos que A € [0, 7).

Com essa definicdo e a lei dos cossenos, mostramos que |ju — v|[? = |[u]]?||v]|?> -
2|ju}|l|v]] cos A, onde X é o angulo entre os vetores nao-nulos u e v.
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5.5 KEquacao Vetorial da Reta

Seja I uma reta que contém os pontos A e B. Entdo a equacio A + tv onde v = AB e
t € R é conhecida como equagdo vetorial da reta l.
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Capitulo 6

Exercicios Propostos

1. A distancia entre dois pontos M e N de abcissas 3 e k, respectivamente, ¢ igual a
10. Calcule os possiveis valores de k.

2. Observe o tridangulo ABC da figura seguinte, no plano cartesiano, e responda:

)

Ll
a B
Lo ‘

ol L X

(a) Como vocé classificaria esse tridngulo quanto aos angulos?
(b) Quantas unidades de comprimento tem o lado AB?

(c) Quantas unidades de comprimento tem o lado AC?

(d) Qual a area da regiao limitada por esse tridngulo?

(e) Quais as coordenadas dos vértices desse tridngulo?

3. Sabe-se que o ponto P = (a,2) é eqiiidistante dos pontos A = (3,1) e B(= 2,4).
Calcular a abcissa do ponto P.

4. Prove que o tridngulo cujos vértices sdo os pontos A = (2,-2), B = (-3,—-1) e
C = (1,6) é isosceles .

5. Usando o teorema de Pitagoras, verifique se o tridngulo de vértices A = (-1, -3),
B =(6,1) e C = (2,-5) é retangulo.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

A distancia do ponto P = (a,1) ao ponto A = (0,2) é igual a 3. Calcule o niimero
a.

Calcule o nimero real a de forma que a distancia do ponto P = (2a,3) ao ponto
Q = (1,0) seja igual a 3v/2.

Dados P = (z,2), A = (4,—2) e B = (2,-8), calcule o niimero real z de modo que
o ponto P seja eqiiidistante de A e de B.

Sao dados os pontos A = (2,y), B = (1,—4) e C = (3,-1). Qual deve ser o valor
de y para que o triangulo ABC seja retangulo em B?

Prove que o tridngulo cujos vértices sao os pontos A = (0,5), B = (3,-2) e C =
(—3,—2) é isbsceles e calcule o seu perimetro.

Uma das extremidades de um segmento é o ponto A = (13,19). Sendo M = (-9, 30)
o ponto médio do segmento, calcule as coordenadas do ponto B, que é a outra
extremidade do segmento.

Os vértices de um tridngulo sdo os pontos A = (0,4), B = (2,—6) e C = (—4,2).
Calcule os comprimentos das medianas do tridngulo.

Uma das extremidades de um segmento AB é o ponto A = (3,2). Sendo M = (—1,3)
o ponto médio desse segmento, determine as coordenadas da outra extremidade do
segmento.

Determine as coordenadas dos vértices de um tridngulo, sabendo que os pontos

médios dos lados do tridngulo sdo M = (—-2,1), N = (5,2) e P = (2,-3).

A figura abaixo nos mostra um triangulo retangulo ABC. Seja M o ponto médio
da hipotenusa BC. Prove, analiticamente, que o ponto M ¢ eqiiidistante dos trés
vértices do triangulo.

C= (0,3)

- X
0 1A = (4,0)
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.
26.

27.

Calcule os comprimentos das medianas de um triangulo cujos vértices sao os pontos
A=(0,0), B=(4,-6) e C = (-2,-4).

No plano cartesiano, os pontos A = (-1,1), B=(3,1), C = (3,5) e D = (-1, 5) sdo
os vértices de um quadrado. Determine as coordenadas do centro desse quadrado.

Verifique se os pontos A, B e C estdo alinhados quando:
(a) A=(0,2), B=(-3,1) e C = (4,5);

(b) A=(-2,6), B=(4,8)e C=(1,7);

() A=(-1,3), B=(2,4) e C = (—4,10).

Os pontos A = (z,3), B = (—2,—-5) e C = (—1,-3) sao colineares. Qual é o valor
de z?

Seja P o ponto de intersegao da reta r com o eixo das ordenadas. Sendo r a reta
determinada pelos pontos A = (—=1,~2) e B = (4,2), calcule as coordenadas do
ponto P.

Determine z de modo que os pontos A = (1,3), B = (z,1) e C = (3,5) sejam os
vértices de um triangulo.

Os pontos A = (0,1), B = (1,0) e C = (p, q) estao alinhados. Determine o valor de
p em fungéo de q.

Uma reta r é determinada pelos pontos A = (2,0) e B = (0,4), e uma reta s é
determinada pelos pontos C = (—4,0) e D = (0,2). Seja P = (a,b) o ponto de
intersegao das retas r e s. Determine as coordenadas do ponto P.

Mostre que, para todos os valores reais de ¢ e n, os pontos A = (2,3), B = (2 +
4t,3 — 5t) e C = (2 +4n,3 — 5n) sdo colineares.

Determine ¢ sabendo que os pontos A = (1,t), B(2,0) e C = (~1,6) sio colineares.

Determine o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos A = (3,2) e B =
(—3,—-1) e esboge seu gréifico no plano cartesiano.

Determine o coeficiente angular das retas que passam pelos pontos A e B e faca o
grifico de cada reta, quando:

(a) A= (—1v4) eB= (3’2):

(b) A= (47 3) eB= (—27 3);

(c) A=(2,5) e B=(-2,-1);

(d) A= (4,-1) e B = (4,4).
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28.

29.

30.

31.
32.

33.
34.
35.

36.

37.
38.
39.
40.

41.

Um cientista verifica que, quando a pressao de um gas é de latm, o volume é de
20cm? e, quando a pressao é de 7atm, o volume é de 8cm®. Calcule a taxa média
de volume representada pela declividade entre P, = (1,20) e P, = (7, 8).

O crescimento ¥ de uma cultura biolégica passa de 8cm? para 10cm?, enquanto
o tempo z aumenta de uma para duas horas. Se a taxa média de crescimento
é representada pelo coeficiente angular da reta que passa por esses dois pontos,
determine essa taxa de crescimento.

Determine a equagdo de uma reta r que passa pelo ponto A = (—1,4), e tem
coeficiente angular 2.

Determine a equagao da reta que passa pelos pontos A = (—1,—2) e B = (5,2).
Determine a equagao da reta que passa pelo ponto (2,5) e tem uma inclinagao de
60°.

Dado o ponto A = (—2,3), calcule as coordenadas do ponto B = (3k,k + 1) de
modo que o coeficiente angular da reta AB seja m = .

Escreva na forma reduzida a equagdo da reta que passa pelo ponto A = (1,5) e tem
coeficiente angular m = —2.

Escreva a equagao reduzida da reta que tem coeficiente angular m = 2 e que cruza
o eixo OY no ponto (0, —3).
A equacao reduzida de uma reta é y = 4z — 1. Calcule:

(a) o ponto da reta de abcissa 2;
(b) o ponto de interse¢do da reta com o eixo OX;;
(c) o ponto de intersegdo da reta com o eixo OY.

Dada a reta que tem como equagao 3z + 4y = 7, determine o coeficiente angular da
reta.

Os pontos A = (1,2), B = (3,1) e C = (2,4) sao os vértices de um tridngulo.
Determine as equagoes das retas suportes dos lados desse triangulo.

O ponto M = (a® — 1,3a) pertence & reta de equagdo r +y — 3 = 0. Calcule as
coordenadas do ponto M.

Determine a equagéo da reta que passa pelo ponto P = (2,3) e pelo ponto Q,
simétrico de P em relacao a origem.

Determine a posigao da reta r, de equagao 2z ~ 3y + 5 = 0, em relagédo a reta s, de
equagao 4z — 6y — 1= 0.
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

Para que valores de a as retas [; e I, de equagoes 22+ (a—2)y—5 = O e 4z+ay—1 = 0,
respectivamente, sao concorrentes?

Qual é a posigao da reta 7, de equacao 4r — y — 2 = 0, em relacao a reta s, cuja
equagao € 12z — 3y — 25 = 07

As retas I e l;, de equagdes 3 + £ = 1 e 2x-y+5 = 0, respectivamente, sdo paralelas
ou concorrentes?

Determine os valores de m para que as retas [; e l2 de equagoes (1—m)z—10y+3 =0
e (m+2)z + 4y — 11m — 18 = 0, sejam concorrentes.

As retas r e s, de equagoes pr+ 8y +1 =0 e 2z + py — 1 = 0, respectivamente, sdo
paralelas. Nessas condigoes, calcule o valor de p.

Qual deve ser a relagao de igualdade entre a e b para que a reta l;, de equagao
z — 3y + 15 = 0, seja paralela & reta Iy, determinada pelos pontos A = (a,b) e
B=(1,2)?

Determinar a equagao da reta que passa pelo ponto A = (3,—5) e é paralela a reta
de equagdo 8z — 2y + 1 = 0.

Dada a reta de equagao 2z — y + 5 = 0, escreva a equacao da reta paralela & reta
dada e que passa pelo ponto A = (-2, 2).

Séo dados os pontos A = (4,3) e B = (~2,—5). Determine a equagio da reta t que
passa pelo ponto C = (8,—6) e que é paralela & reta determinada pelos pontos A e

B.

Ache a equagao da reta r que é paralela a reta 3z — 2y + 1 = 0 e que passa pelo
ponto A = (—2,5).

Qual é a equagao da reta que passa pelo ponto P = (6, —4) e é paralela a bissetriz
dos quadrantes pares?

As retas r e s, de equagoes £ +y —4 = 0 e 2z — y + 1 = 0, respectivamente, se
intersectam num ponto P = (a,b). Determine as coordenadas do ponto P.

As equacoes das retas suportes dos lados de um tridngulo sdo z + 6y — 11 = 0,
3z—-2y+7=0exz—6y—>5 = 0. Determine as coordenadas dos vértices do

triangulo.

O ponto M ¢ o ponto de intersegao das diagonais AC e BD de um quadrilitero
ABCD. Sendo A = (0,0), B = (3,0), C = (4,2) e D = (0,5) os vértices do
quadrilétero, determine as coordenadas do ponto M.
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56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

As retas de equagoes 4 —3y+a =0, 5z —y+9 = 0e 3z -2y +4 = 0 se intersectam
em um ponto. Determine @ e o ponto de intersecao das retas.

Ache a e b para que as retas az + 5y — 7 = 0 e 4z + by — 5 = 0 sejam concorrentes
no ponto P = (2,-1).

Dada a reta r de equacdo 2z —y+ 5 = 0 e o ponto P = (3,5), determine a equagao
da reta s que passa pelo ponto P e é perpendicular a reta r.

Dados os pontos A = (1,3) e B = (-3, —5), determine a equagao da mediatriz desse
segmento.

Sao dados um ponto P = (2,6) € uma reta r de equacio z + y — 2 = 0. Determine
as coordenadas da projegio ortogonal de P sobre a reta r.

Sabe-se que as retas de equagoes 4z+ay—7 = 0 e z4+2y—a = 0 sao perpendiculares.
Nessas condicgoes, determine a.

Determine o valor de k para que as retas l; e I de equagbes kx +y+2 =0e
3z + (k + 1)y — 7 = 0, respectivamente, sejam perpendiculares.

Seja 6z — 3y + 2 = 0 a equacdo da reta suporte da diagonal AC de um quadrado
ABCD. Sendo D = (1,5), determine a equacao da reta suporte da diagonal BD
desse quadrado. (Lembre-se de que as diagonais de um quadrado sao perpendiculares
entre si).

Sao dados a reta !, de equagao £ —y+ 1 = 0 e o ponto P = (3,2). Determine as
coordenadas da projecao ortogonal de P sobre a reta l.

Os pontos A = (2,1), B = (—2,—4) e C = (0,2) sdo os vértices de um tridngulo
ABC. Determine a equagao suporte da altura relativa ao lado AB do trisngulo.

Determine a equacdo da reta que intersecta o eixo OY no ponto A = (0,—1) e é
perpendicular & bissetriz do primeiro quadrante.

Num sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, sio dados um ponto P = (2, 3)
e uma reta r de equagao z+y+1 = 0. Seja Q o ponto de intersegiao da perpendicular
a reta r, tragada pelo ponto P, com a reta r. Determine as coordenadas do ponto
médio do segmento PQ

Determine o angulo formado pelas retas I; e I, de equagoes 2r —y +1 = O e
3z + y — 2 = 0, respectivamente.

Determine a equagdo da reta r que passa pelo ponto P = (2,3) e que forma um
angulo de 45° com a reta s de equagao 3z — 2y + 1 =0.
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70.

71.

72.

73.
74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.
82.

83.

84.

85.

Ache a tangente do angulo agudo formado pelas retas de equagoes z — 2 = 0 e
y-—4z =0.

Determine o valor de a para que a distancia do ponto P = (—1,a) & reta r, de
equagao 3z + 4y — 5 = 0, seja igual a duas unidades.

As retas l; e Iy, de equagoes 2z + 3y — 6 = 0 e 2z + 3y — 10 = 0, respectivamente,
sao paralelas. Calcule a disténcia entre as retas.

Calcule a disténcia do ponto P = (5,7) & reta de equagdo 4z — 3y +2 = 0.

Qual é a distancia entre a origem e a reta r que passa pelos pontos A = (1,1) e
B = (-1,3)?

A distancia entre o ponto P = (0,p) e a reta r de equacgao 4z + 3y — 2 = 0 ¢é igual
a duas unidades. Determine o valor de p.

O ponto A = (—1,~2) é um vértice de um tridngulo equildtero ABC cujo lado BC
esta sobre a reta de equagao r + 2y — 5 = 0. Determine a medida h da altura desse
triangulo.

Seja A o ponto de intersecao da reta r, de equagdo z + y — 2 = 0, com o eixo das
abcissas. Determine a distancia do ponto A a reta s, de equagéo 3z — 4y + 10 = 0.

Os pontos A = (2,4), B = (—6,2) e C = (0,—2) sao os vértices de um tridngulo
ABC. Calcule a érea desse triangulo.

A reta r de equacao z + 2y — 8 = 0, intersecta o eixo OX no ponto A € o eixo QY
no ponto B. Determine a drea do tridngulo OAB, sendo O o ponto de origem.

Os vértices de um tridngulo ABC sao os pontos A = (2,k), B = (4,2) e C = (5, 3).
A érea desse triangulo ¢ seis unidades. Calcule, entao, o valor de k.

Determine a equagao da circunferéncia com centro no ponto C = (4,7) e raio r = 2.

Determine a equacao da circunferéncia com centro no ponto C = (2,3) e que passa
pelo ponto P = (—1,2).

Dentre os pontos A = (2,5), B = (0,5) e C = (3,1), quais pertencem & circun-
feréncia de equagdo (z + 2)% + (y — 1)% = 25.

Determine a equagao da circunferéncia com centro no ponto C = (2,1) e que passa
pelo ponto 4 = (1,1).

O centro de uma circunferéncia é o ponto médio do segmento AB, sendo A = (2, —5)
e B = (—2,—3). Se o raio dessa circunferéncia ¢ 3v/2, determine a equacio da
circunferéncia.
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86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

Determine a equagdo de uma circunferéncia cujo didmetro é o segmento de extre-

midade A = (2,8) e B = (4,0).

Determine a equagao da circunferéncia que tem centro na reta de equacao z—2y+9 =
0 e que passa pelos pontos P = (1,~4) e @ = (5,2).

Uma circunferéncia de centro no ponto @ = (2,0) passa pelo ponto de intersecao das
retas [y e lp, de equagoes z+y—6 =0 e z —y — 2 = 0, respectivamente. Determine
a equagao dessa circunferéncia.

A equagdo de uma circunferéncia com centro em C = (a,b) e raio r é z% +y*> — 4z —
8y + 19 = 0. Determmine as coordenadas do centro e o raio da circunferéncia.

Determine a equagao da circunferéncia de raio r = 3 e que é concéntrica com a
circunferéncia de equagio 22 + y? + 2r — 6y + 9 = 0.

Dada uma circunferéncia de equagao z2 + y?> — 2z 4 4y — 3 = 0, qual é a posigao do
ponto P = (3, —4) em relagao a essa circunferéncia?

Sabe-se que a reta r, de equagdo z ~ y — 1 = 0, e a circunferéncia, de equagao
z? +y? -2z + 2y — 3 = 0, sdo secantes. Nessas condigdes, determine as coordenadas
dos pontos de intersegao.

A circunferéncia de equacio z2 + y? — 8z + 8y + 16 = 0 é tangente ao eixo OX
no ponto A e ¢é tangente ao eixo OY no ponto B. Determine o comprimento do
segmento AB.

Sao dadas a reta I, de equagdo 4z + 3y — 1 = 0, e a circunferéncia de equagao
z? + 4% + 6z — 8y = 0. Qual é a posicio da reta ! em relagao 3 circunferéncia?

Determine os valores de m de modo que a reta, de equagao 4z +3y+m =0, e a
circunferéncia, de equacgio z? + y? — 4z — 2y — 4 = 0, sejam tangentes.

Determine a equagdo da circunferéncia com centro no ponto C = (1,3) e que é
tangente & reta s de equaggo z+y+2=0.

A reta de equagéo +y—7 = 0 e a circunferéncia de equagao 12 +y?—6x—4y+9 =0
sa0 secantes nos pontos A € B. Determine o comprimento do segmento AB.

Determine os valores de n para que a reta de equagdo y = z + n seja tangente a
circunferéncia de equagdo z2 + y* = 4.

A reta ! de equagdo z = 3 é tangente & circunferéncia de equagio z° + y® + 4z —
2y + k = 0. Nessas condigoes, calcule o valor de k.
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100.
101.
102.
103.

104.

105.

106.
107.

108.
109.

110.
111.

112.

113.

114.

Determine a equagao de uma circunferéncia de centro C' = (2,1) e que é tangente a
reta [ de equagao 2z +y—20=0.

Uma circunferéncia tangencia o eixo OX e tem o centro no ponto C = (3,—2).
Determine a equagao dessa circunferéncia.

Determine a equagao da reta t, tangente & circunferéncia de equagio 2 +y?—4z =1
no ponto P = (1,—2), sabendo que P é o ponto de tangéncia.

A circunferéncia com centro no ponto C = (1,1) é tangente a reta de equagdo
z +y— 10 = 0. Calcule a equagao da circunferéncia.

A reta I, de equagio z —y —2 = 0, intersecta a circunferéncia, de equagio 72+ 32 =
100, nos pontos A e B. Sendo C o centro da circunferéncia, determine a 4rea do
tridngulo ABC.

Mostre que o tridngulo de vértices (2,4),(5,1) e (6,5) é isésceles. Calcule, a seguir,
seu perimetro.

Os pontos A = (3,4) e B = (1,—2) sao eqiiidistantes de P = (0,y). Determine y.

Determine os valores de z para os quais a distancia entre os pontos A = (z + 2, —3)
e B=(3,z-3)é5.

Determine um ponto do eixo das abcissas, eqiiidistante de (1,2) e (0,-5).

O ponto P tem coordenadas iguais e dista cinco unidades do ponto @ = (3,2).
Quais as coordenadas de P?

Qual a condigéo para que P = (z,y) seja eqiiidistante de A = (2,3) e B = (5,—1)?

Determine as coordenadas do centro O da circunferéncia que passa pelos pontos
A=(2,0), B=(-3,3) e C = (5,3).(Sugestao: o centro 0 é eqiiidistante de A, B e
C).

Seja o segmento AB, cujo ponto médio M tem coordenadas z) = 3 € Y = —2.
Sendo A = (1,0), encontre as coordenadas de B.

Dados os pontos A = (2,4) e B = (6, 2), determine:

(a) as coordenadas do ponto M, médio de AB;
(b) as coordenadas do ponto C, sendo B o ponto médio do segmento AC;
(c) as distancias d(A, B) ed = (A, C).

Determine os comprimentos das medianas do tridngulo de vértices A = (1,3), B =
(3,1) e C = (2,4). '
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115. Determine as coordenadas dos vértices de um tridngulo, sabendo que os pontos
médios de seus lados sao (0,2),(3,1) e (2,0). (Sugestdo: use trés vezes a férmula
do ponto médio e resolva os dois sistemas de equagGes resultantes.)

116. De um losango sdo conhecidos os vértices (1,3),(-3,5) e (0,6). Determine as coorde-
nadas do ponto de intersecao das suas diagonais.

117. Quais os valores de k para os quais os pontos (2,3), (5,4) e (1,k) sao vértices de um
tridangulo?

118. Sao dados os pontos A = (3,0), B = (4,2) e C = (7,8). Calcule as distancias
d(A,B), d(B,C) e d(A,C) e, a seguir, verifique, com base apenas nas distancias
calculadas, se A, B e C estao alinhados.

119. O ponto (m,2) pertence & reta que contém o ponto (6,4) e a origem do sistema
cartesiano. Determine m.

120. Dentre os pontos que eqiiidistam de A = (1,2) e B = (3,4), qual o mais préximo
de P = (4,3)?

121. Encontre a equagao reduzida da reta que forma angulo de 45° com o eixo das abcissas
no seu sentido positivo e que passa por P = (0,3).

122. Qual a equacgdo reduzida da reta que passa pelos pontos (2,6) e (11,6)?

123. Encontre a equagéao geral da reta que passa pelos pontos (-1,-2) e (-2,3).

124. Encontre a equagéo geral da reta que passa pelo ponto A = (1, 6) e pelo ponto médio
do segmento BC, sendo B = (2,3) e C = (—1,-3).

125. Determine k para que a reta r de equagao 2z + 3y — k = 0 intersecte a primeira
bissetriz no ponto de abscissa igual ao coeficiente angular de r.

126. Qual é a relagao entre t e 2 para que a reta determinada por P = (¢,2) e Q = (2, 3)
passe também pela origem do sistema de coordenadas?

r=2-1t

127. Qual é a reta dada pelas equacoes { y=1-2 ?

128. Encontre a drea e o perimetro do tridngulo com vértices na origem e nos pontos em
que a reta de equacao 3z + 2y + 9 = 0 corta os eixos cartesianos.

r=1-—-2¢

129. Obtenha as equacoes geral, reduzida e segmentaria da reta s, dada por s : { y=3t—2
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130.

131.
132.

133.
134.

135.
136.

137.

138.
139.

140.

141.

142.
143.

144.

145.

146.

Sejam os pontos A = (1,1), B=(-1,-1),C=(0,3), D=(3,2)e E=(2,}) e a
reta r : 2z 4y —3 = 0. Escreva a equacao da reta determinada pelos pontos, dentre
os dados, que nao pertencem a 7.

Obtenha o ponto de interse¢ao das retasr: 2z — 3y +6=0es:z+y = 3.

Determine as coordenadas de P onde P € o ponto em que a reta determinada por
A =(-3,2) e B=(2,-3) intersecta o eixo das abscissas.

Encontre a intersegao da reta r : y = 2z — 3 com a bissetriz dos quadrantes impares.

Encontre os valores de a e b para que as retas de equagoes az + 3y — 1 = 0 e
z + by + 1 = 0 intersectem-se no ponto (-4,3).

Encontre uma equagéo da reta tragada pelo ponto (2,5) e paralela & reta 4z—3y = 1.

Dé a equagao da reta que é paralela & bissetriz dos quadrantes pares e passa pelo
ponto (1,6).

Para que valores de k as retas 2r+ 5y —3=0e kx — 3y + 1 = 0 sao:

a) paralelas e distintas? b) coincidentes c¢) concorrentes?
Obtenha a reta s que passa por P = (1,2) e é perpendicular a r : 3z + 2y — 5 = 0.

A bissetriz dos quadrantes impares € perpendicular a reta r, que contém P = (2, 3).
Determine a equagao de , bem como sua interse¢do com o eixo das abscissas.

Encontre a distancia entre os pontos P = (2, 3) e Q, sendo Q o pé da perpendicular
aretar:3z—4y+ 1 =0 tragada por P.

Quais as equagoes das retas que passam por P = (1,2) e formam angulos de 45°
comr:2z—y+1=0?

Encontre a distancia entre o ponto P = (1,~1) earetar:y =3z + 4.

Dados os pontos A = (2,5), B = (3,—1) e C = (6,0), encontre a altura relativa ao
lado BC do triangulo ABC.

Entre os pontos A = (3,—4) e B = (6,1), qual é o mais préximo da reta de equagio
y=3z/2? '

Qual é o ponto da reta y = 2z — 1 menos distante da origem do sistema de coorde-
nadas?

Encontre os pontos do eixo das abcissas que distam sete unidades da bissetriz dos
quadrantes pares.
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147.

148.
149.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

157.
158.

159.

160.

161.

Sabendo que a distancia entre o ponto P = (3,k) e aretar : 2 + 5y — k = 0 vale
104/29/29, encontre os valores de k.

Calcule a drea do tridngulo de vértices (2,3), (3,5) e (-1,2).

Calcule a érea do losango que tem trés de seus vértices em A = (6,8), B = (3,4) e
C = (6,0).

Encontre os valores de k, de modo que o dobro da érea do triangulo de vértices
(8,4), (0,k) e (5,1) seja 21.

Encontre as equacoes das bissetrizes dos dngulos formados entre as retas de equagoes
5r+3y—16=0e3z-5y+2=0.

Qual a equagdo da bissetriz do angulo agudo formado entre as retas 2r+3y—5=10
edz+2y+3=07

A circunferéncia de centro (1,2) e raio /5 passa pelo ponto (2,p). Encontre os
valores de p.

O centro de uma circunferéncia tem coordenadas iguais. Sabendo que os pontos
(-1,-2) e (6,5) pertencem a circunferéncia, determine sua equagéo.

As retas de equagbes £+ £ = 1 e y = z + 2 intersectam-se no centro de uma
circunferéncia de raio unitario. Obtenha a equacao da circunferéncia.

Verifique se cada uma das equagoes abaixo representa, ou nao, uma circunferéncia.
Em caso afirmativo, fornega o centro e o raio da circunferéncia representada.

a)r’+y*—14r—-1=0 b)22+3*>—122+20y+134=0
¢)r?+y?+ 2ty +4r+6y+100=0 d)4r’+9%2—16z+18y+4=0
Qual é a equacao da circunferéncia, de centro (3,-2), que passa pela origem?

Qual a equagao da circunferéncia que passa pelos pontos C = (—3,0), D = (2,5) e
E = (1,6)?

Qual é a equacdo da circunferéncia que passa por A = (2,1) e B(5,—2) e tem raio
157

O ponto Q = (2,1) pertence a circunferéncia z2 + y2 + 4z — 6y + k = 0. Determine
k.

Obtenha a posigao do ponto de intersegao das retas 3z —y+2=0e2z+3y—1=0
em relagao & circunferéncia z2 + y* + 4z + 2y = 0.
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162.

163.
164.

165.

166.

167.

Encontre a distancia entre a reta r : 5z — 8y = 20 e o centro da circunferéncia
A:z? 4+ y? — 16z — 10y + 80 = 0. Qual a posicio relativa entre 7 e \.

Obtenha a intersegio entre z —y—1=0ex? +y> - 224+ 2y — 2 = 0.

A reta 22+ 3y~ 1 = 0 passa pelo centro da circunferéncia (z +m)?+ (y— 1) = 200.
Encontre os valores de m e o comprimento do didmetro da circunferéncia.

Determine as equacoes das retas ¢ tangentes a circunferéncia \ : 22 + y? — 27 — 4y —
20 = 0 e paralelas a reta r: 12z + 5y + 1 = 0.

Obtenha as equagdes das retas t tangentes a circunferéncia A : 22 +y?+2r —3 =0
e que passem pelo ponto P = (5,2).

Encontre as equacoes das retas t, que sao tangentes & circunferéncia A : z2 + y? —
4z —12 = 0 e formam angulo de 60° com o eixo das abscissas no seu sentido positivo.
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