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Resumo. Neste trabalho, apresenta-se um estudo dos métodos de implementacdo da condigdo de contorno de Von Neu-
mann para o Método de Lattice Boltzmann, considerando-se o esquema wet-node, em que as fronteiras computacionais
coincidem com as fisicas. Para isso, é tomado como base um problema de condugdo de calor bidimensional em um
solido, testando-se cada método de implementacdo da condicdo de contorno. Em seguida, cada solu¢cdo numérica ob-
tida para o problema é comparada com a analitica, calculando-se os erros relativos e absolutos médios e comparando-
os, visando analisar quais os métodos mais precisos para tal condicdo. Desse modo, pdde-se evidenciar os métodos
de implementagdo mais precisos a serem utilizados com o método de Lattice Boltzmann para tratar uma condi¢do de
contorno derivativa em problemas de transferéncia de calor.

Palavras chave: Método de Lattice Boltzmann. Condicdes de contorno de Von Neumann. Conducdo de calor bidimensi-
onal.

1. INTRODUCAO

O Método de lattice Boltzmann (MLB) € um método mesoscdpico que surgiu na segunda metade do século XX, com
o trabalho de Hardy, de Pazzis e Pomeau (1973), no qual desenvolveram um modelo bidimensional (2D) para descrever o
comportamento de gases. A partir desse modelo inicial, o MLB foi sendo desenvolvido ao longo dos anos, sendo aplicado
em principio para prescrever o movimento de fluidos (Hou et al., 1995; Succi, Forti e Higuera, 1989). Entretanto, com o
avanco dos estudos dessa metodologia, o MLB vem sendo empregado com mais frequéncia em simulagdes de processos
fluidodindmicos e de transferéncia de calor. Por exemplo, trabalhos recentes como os de Chen, Zhang e Zhang (2014),
Kriiger et al. (2017) e de Mohamad (2019), simulam processos de transferéncia de calor tanto em s6lidos quanto em
fluidos, envolvendo inclusive mudanga de fase.

Neste trabalho estuda-se a implementacdo da condi¢do de contorno (CC) de Von Neumann para problemas bidimen-
sionais de condug@o de calor no MLB, visando analisar a acuracia proporcionada por cada um deles ao comparar-se suas
respectivas solugdes com a solugdo analitica.

2. METODOLOGIA
2.1 O método de lattice Boltzmann

O MLB baseia-se na equagio de transporte de Boltzmann (Eq. (1)), na qual 2 representa o termo das colisdes, f a
funcdo densidade de probabilidade, c as velocidades das particulas e % a forca de campo externa especifica (Kriiger et
al., 2017). A partir dessa equagdo, desprezando-se as forgas externas e considerando-se a aproximacao do operador de
colisdo dada por Bhatnagar, Gross e Krook (1954), pode-se discretizar essa equacio no espago, tempo e nas direcdes
de velocidades, obtendo-se entdo a Eq. (2). Na mesma, 7 € o fator de relaxagdo, f;? a fungdo distribui¢do de equilibrio
discreta, que representa o estado das particulas quando em equilibrio, c; a velocidade em cada direcdo discreta ¢ do lattice,
At o intervalo discreto de tempo adotado e r o vetor da coordenada espacial.

8tf+c~8rf+§~acf:9 (1)
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Em se tratando de conducdo de calor pura, pode-se aplicar a mesma equagdo discretizada, entretanto, ao invés de
lidar-se com as fungdes de distribuicdo de densidade f;, considera-se entdo as funcdes de distribuicdo de energia (ou
temperatura) g;. Desse modo, a equagao final que rege o MLB pode ser dada pela Eq. (3).
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3. RESULTADOS

gi(r +c; - At t + At) = gi(r,t) + % git(r,t) — gi(r, )] 3)
Assim, considerando-se a difus@o de calor, segundo Mohamad (2019) o tempo de relaxacdo se relaciona com a difusi-
vidade térmica do material («) seguindo-se a Eq. (4), na qual ¢2 é a velocidade do som em unidades de Lattice e depende
do esquema de velocidades escolhido. No caso, escolhendo-se o esquema D2Q9 (bidimensional com 9 diregdes discretas
de velocidade), tem-se que ¢ = % Ademais, seguindo-se 0 mesmo autor, as fungdes de distribuicio de equilibrio podem
ser dadas por: g;/(r,t) = w; - T(r,t), sendo w; pesos que novamente dependem do esquema de velocidades escolhido.
Para o caso, tem-se que wo = 4/9, w1234 = 1/9 e w5 6,7.8 = 1/9 (Guo e Shu, 2013).

Az2c? 1
“= At5'<7_2> @

Ap6s resolucdo da Eq. (3), as quantidades macroscdpicas desejadas (como a temperatura, no caso) podem ser calcu-
ladas pelos momentos da fungdo de distribui¢do. Assim, tem-se que: » ;" g; = 7.

2.2 Métodos de implementacio da condicdo de contorno de Von Neumann

Grande parte dos métodos de implementacdo da CC de Von Neumann visam transformar essa CC em uma de Di-
richlet, para facilitar a sua implementac¢do. Assim, as aproximagdes para a temperatura no contorno podem-se realizar
em diferentes maneiras, sendo a maioria baseada na discretiza¢do da lei da condugdo de Fourier: ¢ = —k‘g—g, sendo k a
condutividade térmica do material e ¢ o fluxo de calor (Zhang et al., 2012).

« Diferencas finitas (primeira ordem): Considerando-se uma discretizac@o por diferengas finitas de primeira ordem
da lei de Fourier, tem-se a relagdo:

qAx
Tw =lyt1 +—— (5)
k
sendo T, a temperatura da parede, e T, 1 0 valores de temperatura no lattice préximo ao que se encontra na parede,
em sua direcao normal (apontando para o interior do dominio).

* Diferencas finitas (segunda ordem): Considerando uma discretizacdo por diferengas finitas de segunda ordem
deslocada, tem-se:

1 2.q-Ax
T,=3- (4Tw+1 + ‘JT - w+2> ©6)

sendo também T, 5 o lattice préximo ao 77,4 na direcdo normal.

¢ Volumes finitos: Ja no caso de uma discretiza¢@o por volumes finitos (VF), a mesma baseia-se na integragdo da
equacdo da conservagdo da energia, discretizando-a logo em seguida para obter-se 1), segundo Chatterjee e Cha-
kraborty (2008), Huo e Rao (2015) e Mondal e Mishra (2009), o que resulta em:

n+1 __ Qy+1 n Aw+1 n q
Tw _(1_7>Tw+ 'Tw+1+7 (7)
- . . . P _ pCpAy _ k
Nesta relacdo, p é a densidade, C}, o calor especifico, n o nivel temporal, a,, = AT €Ayl = Ay

3. RESULTADOS

O exemplo estudado trata de um problema de conducio bidimensional (2D) em uma placa de silicio, que ppode ser
representado pela Eq. (8), sendo T, = 20°C, ¢ = 0,5m, b = 0,3m e ¢ = 1000w/m2. Além disso, a condutividade
térmica do sélido foi tomada a uma temperatura de filme de 7y = 39, 5°C, encontrando-se k = 141,795W/mK. A

~ st . 142
solugdo analitica para o problema estudado pode ser dada pela Eq. (9), definindo-se A,, = (12n)n +2an)ﬂ
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Ox2 y
T(z,y) =T, para x = 0;
g—g =0, para x = a; ®)
%f =0, paray = 0;
q" = k3L, para y = b;
2-q-sin(A, - x) - cosh(A, - y)
T =1, 9
(=, *Z kA2 - sinh(h - b) -a ©)

Assim, os resultados obtidos com a solucao analitica podem ser representados pela Fig. (1) e pela Fig. (2), nas quais
¢ possivel visualizar o perfil de temperaturas formado e as respectivas isotermas no dominio.
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Figura 1: Isotermas dadas pela solu¢do analitica do problema.
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Figura 2: Perfis de temperatura em y para vdrias se¢des transversais em x, dadas pela solucao analitica.

Varias simulagoes foram realizadas, alterando-se as discretizagdes temporais e espaciais (At e Ax), mas mantendo-se
T constante, visando estudar a interferéncia das CC na ordem do método. Em seguida, calculou-se os erros relativos
globais (Eq. (10)) e médios absolutos (Eq. (11)) para cada CC em comparagdo com a solugdo analitica do problema. Os
resultados obtidos podem ser verificados na Fig. (3). Percebe-se, que a discretizacdo por diferencas finitas de primeira
ordem apresenta os menores erros relativos e absolutos. Isso ocorre apesar de ser um esquema de primeira ordem. As
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3. RESULTADOS
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Figura 3: Erros médios absolutos (a) e globais relativos (b) observados para cada um dos métodos de implementacdo de
CC, com a variagdo do Az e do At, mantendo 7 constante.
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Figura 4: Erros médios absolutos (a) e globais relativos (b) observados para cada um dos métodos de implementacio de
CC, com a variac¢ao do 7, mantendo-se constante Ax = 0,01m.

outras duas discretiza¢des consideradas mostram uma variagdo dos erros prdopria de esquemas de primeira ordem, apesar
de serem discretizagdes de segunda ordem.

Outrossim, também analisou-se a influéncia do valor do tempo de relaxacdo 7 na precisdo dos resultados simulados,
comparando-os também com a solucdo analitica. Na Fig. (4) percebe-se que, conforme 7 se aproxima de 0, 5, os erros
tendem a aumentar e o método tende a ficar instdvel. Similarmente, conforme o tempo de relaxagdo se aproxima de
1,0, o método perde precisdo aos poucos, comportamento caracteristico do MLB como comentado por Kriiger et al.
(2017). Entretanto, percebe-se que a condi¢do de contorno de aproximacéo por diferencas finitas de 1* ordem foi a menos
susceptivel a essas instabilidades e imprecisdes devido ao fator 7, apesar de ainda apresenta-las.

N
; Tana itica — T
EG(%) = 100 2=t Tonati L] (10)

N
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N
N | Tunatitica — T,
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4. CONCLUSOES E DISCUSSOES

Os resultados obtidos dos erros médios e relativos permitem concluir que os 3 métodos analisados se comportam
como esquemas de primeira ordem. Isso acontece mesmo que as aproximagdes por DF de 2% ordem e por VF sejam
discretiza¢des de segunda ordem em relagdo a Ax. Outrossim, pode-se perceber que o método por DF de 2 ordem
provocou o surgimento de um pequeno cardter quadratico na curva dos erros. Entretanto, esse cardter quadratico nio € tdo
expressivo, indicando que ha outra fonte de erro maior, que mantém uma relacdo de primeira ordem entre o erro e 0 Az,
quando se mantém o 7 constante.

Quanto a influéncia do tempo de relaxa¢do na precisdo das respostas, um 7 muito proximo de 0, 5 deprecia os resul-
tados devido a instabilidades, assim como um 7 muito préximo ou superior a 1 pode provocar certa perda de precisao.
Entretanto, dentre os tipos de implementagdo de condi¢des de contorno estudadas, a discretizacdo por diferengas finitas
de primeira ordem foi a que apresentou-se menos susceptivel a esses efeitos, apesar de ainda contempla-los.

Os resultados com menores erros foram observados para a aproximagao por diferencas finitas de primeira ordem. Uma
razdo para esse comportamento pode ser como os contornos fisicos e computacional se relacionam. No presente trabalho
se emprega a discretizagdo wet-node, no qual o contorno computacional coincide com o contorno fisico.
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