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Ivan Talão Martins, EESC - USP, ivanmartins@usp.br
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Resumo. Neste trabalho, apresenta-se um estudo dos métodos de implementação da condição de contorno de Von Neu-
mann para o Método de Lattice Boltzmann, considerando-se o esquema wet-node, em que as fronteiras computacionais
coincidem com as fı́sicas. Para isso, é tomado como base um problema de condução de calor bidimensional em um
sólido, testando-se cada método de implementação da condição de contorno. Em seguida, cada solução numérica ob-
tida para o problema é comparada com a analı́tica, calculando-se os erros relativos e absolutos médios e comparando-
os, visando analisar quais os métodos mais precisos para tal condição. Desse modo, pôde-se evidenciar os métodos
de implementação mais precisos a serem utilizados com o método de Lattice Boltzmann para tratar uma condição de
contorno derivativa em problemas de transferência de calor.

Palavras chave: Método de Lattice Boltzmann. Condições de contorno de Von Neumann. Condução de calor bidimensi-
onal.

1. INTRODUÇÃO

O Método de lattice Boltzmann (MLB) é um método mesoscópico que surgiu na segunda metade do século XX, com
o trabalho de Hardy, de Pazzis e Pomeau (1973), no qual desenvolveram um modelo bidimensional (2D) para descrever o
comportamento de gases. A partir desse modelo inicial, o MLB foi sendo desenvolvido ao longo dos anos, sendo aplicado
em princı́pio para prescrever o movimento de fluidos (Hou et al., 1995; Succi, Forti e Higuera, 1989). Entretanto, com o
avanço dos estudos dessa metodologia, o MLB vem sendo empregado com mais frequência em simulações de processos
fluidodinâmicos e de transferência de calor. Por exemplo, trabalhos recentes como os de Chen, Zhang e Zhang (2014),
Krüger et al. (2017) e de Mohamad (2019), simulam processos de transferência de calor tanto em sólidos quanto em
fluidos, envolvendo inclusive mudança de fase.

Neste trabalho estuda-se a implementação da condição de contorno (CC) de Von Neumann para problemas bidimen-
sionais de condução de calor no MLB, visando analisar a acurácia proporcionada por cada um deles ao comparar-se suas
respectivas soluções com a solução analı́tica.

2. METODOLOGIA

2.1 O método de lattice Boltzmann

O MLB baseia-se na equação de transporte de Boltzmann (Eq. (1)), na qual Ω representa o termo das colisões, f a
função densidade de probabilidade, c as velocidades das partı́culas e F

ρ a força de campo externa especı́fica (Krüger et
al., 2017). A partir dessa equação, desprezando-se as forças externas e considerando-se a aproximação do operador de
colisão dada por Bhatnagar, Gross e Krook (1954), pode-se discretizar essa equação no espaço, tempo e nas direções
de velocidades, obtendo-se então a Eq. (2). Na mesma, τ é o fator de relaxação, feqi a função distribuição de equilı́brio
discreta, que representa o estado das partı́culas quando em equilı́brio, ci a velocidade em cada direção discreta i do lattice,
∆t o intervalo discreto de tempo adotado e r o vetor da coordenada espacial.

∂tf + c · ∂rf +
F

ρ
· ∂cf = Ω (1)

fi(r + ci ·∆t, t+ ∆t) = fi(r, t) +
∆t

τ
· [feqi (r, t)− fi(r, t)] (2)

Em se tratando de condução de calor pura, pode-se aplicar a mesma equação discretizada, entretanto, ao invés de
lidar-se com as funções de distribuição de densidade fi, considera-se então as funções de distribuição de energia (ou
temperatura) gi. Desse modo, a equação final que rege o MLB pode ser dada pela Eq. (3).
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gi(r + ci ·∆t, t+ ∆t) = gi(r, t) +
∆t

τ
· [geqi (r, t)− gi(r, t)] (3)

Assim, considerando-se a difusão de calor, segundo Mohamad (2019) o tempo de relaxação se relaciona com a difusi-
vidade térmica do material (α) seguindo-se a Eq. (4), na qual c2s é a velocidade do som em unidades de Lattice e depende
do esquema de velocidades escolhido. No caso, escolhendo-se o esquema D2Q9 (bidimensional com 9 direções discretas
de velocidade), tem-se que c2s = 1

3 . Ademais, seguindo-se o mesmo autor, as funções de distribuição de equilı́brio podem
ser dadas por: geqi (r, t) = wi · T (r, t), sendo wi pesos que novamente dependem do esquema de velocidades escolhido.
Para o caso, tem-se que w0 = 4/9, w1,2,3,4 = 1/9 e w5,6,7,8 = 1/9 (Guo e Shu, 2013).

α =
∆x2c2s

∆t
·
(
τ − 1

2

)
(4)

Após resolução da Eq. (3), as quantidades macroscópicas desejadas (como a temperatura, no caso) podem ser calcu-
ladas pelos momentos da função de distribuição. Assim, tem-se que:

∑N
i=0 gi = T .

2.2 Métodos de implementação da condição de contorno de Von Neumann

Grande parte dos métodos de implementação da CC de Von Neumann visam transformar essa CC em uma de Di-
richlet, para facilitar a sua implementação. Assim, as aproximações para a temperatura no contorno podem-se realizar
em diferentes maneiras, sendo a maioria baseada na discretização da lei da condução de Fourier: q = −k ∂T∂x , sendo k a
condutividade térmica do material e q o fluxo de calor (Zhang et al., 2012).

• Diferenças finitas (primeira ordem): Considerando-se uma discretização por diferenças finitas de primeira ordem
da lei de Fourier, tem-se a relação:

Tw = Tw+1 +
q∆x

k
(5)

sendo Tw a temperatura da parede, e Tw+1 o valores de temperatura no lattice próximo ao que se encontra na parede,
em sua direção normal (apontando para o interior do domı́nio).

• Diferenças finitas (segunda ordem): Considerando uma discretização por diferenças finitas de segunda ordem
deslocada, tem-se:

Tw =
1

3
·
(

4Tw+1 +
2 · q ·∆x

k
− Tw+2

)
(6)

sendo também Tw+2 o lattice próximo ao Tw+1 na direção normal.

• Volumes finitos: Já no caso de uma discretização por volumes finitos (VF), a mesma baseia-se na integração da
equação da conservação da energia, discretizando-a logo em seguida para obter-se Tw, segundo Chatterjee e Cha-
kraborty (2008), Huo e Rao (2015) e Mondal e Mishra (2009), o que resulta em:

Tn+1
w = (1− aw+1

aw
) · Tnw +

aw+1

aw
· Tnw+1 +

q

aw
(7)

Nesta relação, ρ é a densidade, Cp o calor especı́fico, n o nı́vel temporal, aw =
ρ·Cp·∆y

2∆t e aw+1 = k
∆y .

3. RESULTADOS

O exemplo estudado trata de um problema de condução bidimensional (2D) em uma placa de silı́cio, que ppode ser
representado pela Eq. (8), sendo Tp = 20oC, a = 0, 5m, b = 0, 3m e q = 1000w/m2. Além disso, a condutividade
térmica do sólido foi tomada a uma temperatura de filme de Tf = 39, 5oC, encontrando-se k = 141, 795W/mK. A
solução analı́tica para o problema estudado pode ser dada pela Eq. (9), definindo-se λn = (1+2n)π

2a .





∂2T
∂x2 + ∂2T

y2 = 0, para 0 < x < a e 0 < y < b;

T (x, y) = Tp, para x = 0;
∂T
∂x = 0, para x = a;
∂T
∂y = 0, para y = 0;

q′′ = k ∂T∂y , para y = b;

(8)

T (x, y) = Tp +

∞∑
n=0

2 · q · sin(λn · x) · cosh(λn · y)

k · λ2
n · sinh(λn · b) · a

(9)

Assim, os resultados obtidos com a solução analı́tica podem ser representados pela Fig. (1) e pela Fig. (2), nas quais
é possı́vel visualizar o perfil de temperaturas formado e as respectivas isotermas no domı́nio.

Figura 1: Isotermas dadas pela solução analı́tica do problema.
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Figura 2: Perfis de temperatura em y para várias seções transversais em x, dadas pela solução analı́tica.

Várias simulações foram realizadas, alterando-se as discretizações temporais e espaciais (∆t e ∆x), mas mantendo-se
τ constante, visando estudar a interferência das CC na ordem do método. Em seguida, calculou-se os erros relativos
globais (Eq. (10)) e médios absolutos (Eq. (11)) para cada CC em comparação com a solução analı́tica do problema. Os
resultados obtidos podem ser verificados na Fig. (3). Percebe-se, que a discretização por diferenças finitas de primeira
ordem apresenta os menores erros relativos e absolutos. Isso ocorre apesar de ser um esquema de primeira ordem. As
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Figura 3: Erros médios absolutos (a) e globais relativos (b) observados para cada um dos métodos de implementação de
CC, com a variação do ∆x e do ∆t, mantendo τ constante.
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Figura 4: Erros médios absolutos (a) e globais relativos (b) observados para cada um dos métodos de implementação de
CC, com a variação do τ , mantendo-se constante ∆x = 0, 01m.

outras duas discretizações consideradas mostram uma variação dos erros própria de esquemas de primeira ordem, apesar
de serem discretizações de segunda ordem.

Outrossim, também analisou-se a influência do valor do tempo de relaxação τ na precisão dos resultados simulados,
comparando-os também com a solução analı́tica. Na Fig. (4) percebe-se que, conforme τ se aproxima de 0, 5, os erros
tendem a aumentar e o método tende a ficar instável. Similarmente, conforme o tempo de relaxação se aproxima de
1, 0, o método perde precisão aos poucos, comportamento caracterı́stico do MLB como comentado por Krüger et al.
(2017). Entretanto, percebe-se que a condição de contorno de aproximação por diferenças finitas de 1a ordem foi a menos
susceptı́vel a essas instabilidades e imprecisões devido ao fator τ , apesar de ainda apresentá-las.

EG(%) = 100 ·
∑N
i=1 |Tanalitica − TMLB |∑N

i=1 |Tanalitica|
(10)

EM(oC) = ·
∑N
i=1 |Tanalitica − TMLB |

N
(11)



4. CONCLUSÕES E DISCUSSÕES

Os resultados obtidos dos erros médios e relativos permitem concluir que os 3 métodos analisados se comportam
como esquemas de primeira ordem. Isso acontece mesmo que as aproximações por DF de 2a ordem e por VF sejam
discretizações de segunda ordem em relação a ∆x. Outrossim, pode-se perceber que o método por DF de 2a ordem
provocou o surgimento de um pequeno caráter quadrático na curva dos erros. Entretanto, esse caráter quadrático não é tão
expressivo, indicando que há outra fonte de erro maior, que mantém uma relação de primeira ordem entre o erro e o ∆x,
quando se mantém o τ constante.

Quanto à influência do tempo de relaxação na precisão das respostas, um τ muito próximo de 0, 5 deprecia os resul-
tados devido a instabilidades, assim como um τ muito próximo ou superior a 1 pode provocar certa perda de precisão.
Entretanto, dentre os tipos de implementação de condições de contorno estudadas, a discretização por diferenças finitas
de primeira ordem foi a que apresentou-se menos susceptı́vel a esses efeitos, apesar de ainda contemplá-los.

Os resultados com menores erros foram observados para a aproximação por diferenças finitas de primeira ordem. Uma
razão para esse comportamento pode ser como os contornos fı́sicos e computacional se relacionam. No presente trabalho
se emprega a discretização wet-node, no qual o contorno computacional coincide com o contorno fı́sico.
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