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PREFACIO

Esta.publica¢§o tem cardter didéatico visando apenas
apresentar ao aluno de graduagdoc, da disciplina de
Estdtica, do curriculum de Engenharia Civil da Escola de
Engenharia de S3o Carlos, alguns aspectos inerentes ao
cdleculo de esforgos e deslocamentos em estruturas
submetidas a cargas mdéveis; com issc se pretende, de
alguma forma, facilitar o desenvolvimento posterior de
rotinas e procedimentos para o projeto de pontes,

envolvendo tipos os mais diversos de estruturas.

Os Autores



CARGAS MOVEIS EM ESTRUTURAS LINEARES

CAPITULO I

INTRODUCAO

1.1. AS ESTRUTURAS SUBMETIDAS A CARGAS MOVELS

Una das fases importantes no projeto de uma
estrutura de ponte rodovidria ou ferrovidria, ou mesmo
de uma viga de rcolamento de ponte rolante, &€ a definigdo
dos limites de variacgfo dos esforgos internos, ou das
rea¢gdes, ou dos deglocamentos, de pontos significativos
da estrutura, guando esta € submetida, além de a
carregamentos fixos, a carregamentos acidentais ou
orilindes de triafego de veiculos.

Numa estrutura usuval de edificio, industrial ou
residencial, & necesgdrio determinar esses limites de
variagio, sé gue por combinagio de um niimero finito de
carregamentas posgsiveis. A solicitagfic originada pela
passagem, por exemplo, de um trem sobre uma ponte, da
origem, para cada posigdo desse trem, a um carregamento
diferente, passandc a ser necessdria a andlise, segao
por sgegio, esforgo por esforgo, dos valores limites, ou
dos extremos algébricos, para poder tragar as mesmas
envoltérias de esforgos, ou de deslocamentos.



1.2 CONCEITUAGAC DE LINHA DE INFLUENCIA

No sentido de facilitar o cdlculo de valores
extremeos de um determinade efeito, &€ interessante fazer
uso de um diagrama auxiliar, correspondente a esse
efeito, chamado de "linha de influéncia”, definido da
seguinte forma:

*A linha de influéncia 7%({s} de um determinado
efeito EC’ de uma se¢do C de uma estrutura, para carga
percorrendo uma determinada linha S associada a essa
estrutura, é o wvalor Ec{s} correspondente a uma carga
adimensional unitdria, vertical e orientada de cima para
baixo, aplicada na posig8o definida pela coordenada s
schre S5."

O cédlculo dessa linha de influéncia, dependendo de
ge tratar de esforgos ou de deslocamentos, em estruturas

isostédticas ocu hiperestdticas, envolve o manuseioc de
condigdes de equilibrio e de compatibilidade.

Quando se dispfe dessa linha de influéncia, &
possivel, valende a superpesigio de efeitos, calcular de
maneira expedita, o valor do efeito para uma carga
qualquer, aplicada em qualguer posig¢do, sem haver
necessidade de recorrer as condigdes de equilibrigo ou de
compatibilidade.

Assim, por exemplo, seja conhecida a linha de
influéncia 7(s) de um efeito EC' para carga no trecho
A-B, conforme fig. 1.1.a; com ela podem ser calculados

os vwvalores de EC para qualguer dos carregamentos

definidos nas fig. 1.1.b a 1.1.f.
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FIG. L.1-UTILIZACAC DE UMA LINHA DE INFLUENCIA




No caso da fig.1.1i.b, pela definigéo de n{s)

C n{8)
No caso da fig.1l.1.c, valendo a superposigio de
efeitos:

E, = P.7(s)

_ No cago da fig. 1.1.d, também pela superposigfo de
efeitos: '

Ec = IZ Pi.n(s1)

No caso da fig.l.l.e:
dEC = p(s)ds.n{s)

Sf

%=Imemmm

55
que corresponde a uma .integral de produto de duas
fungdes, facilmente calculédvel, para fungbes
elementares, com o uso de tabelas.
No ¢aso da fig.l.1.f, sendo p(s)=g, constante,
tem-ge: ’

8
f

Ek = q_I 7 {s)ds

g,

¥
onde a integral & "assimil&vel®" a uma Aarea, com sinal,
do trecho carregado,

Cbserve-se que no cédlculo de EE niac se entrou

gequer no mérite de que tipo de efeito seria ele.



1.3. EXEMPLO DE CALCULO DE VALORES EXTREMOS

Para a viga da fig. 1.2, determinar os extremos
algébricos da reagdo vertical em E (positiva se
orientada para cima), para um carregamento composto por:

a) Carga permanente uniformemente disgtribuida,
g=12kN/m, em toda a extensdo da viga.

b) Carga acidental uniformemente distribuida p =
8kN/m. :

¢} "Veiculo" com duas cargas Q@ = 40kN, com
distdncia fixa de 2m entre elas, podendo sair da viga.

(a) A B < D E F
5 - .=
L3m | Tm 13m | 10m | 3m L
] L % q T k]
L $ 1
by Y
T A
i
T 1“!ﬂ=ﬂwﬂﬂ

i

{c)

. b,
T {fa

— —1

i fusi=Rygs)

FIG.1.2 - A VIGA E O CALCULO DE 7ls)

Para obter a linha de influéncia 75 (s) de RVE faz-se

usS0 apenas das ceondigdes de equilibrio por se estar
tratando com uma estrutura isostdtica, equacionando as
duas situacgdes correspondentes a carga em cada uma das
_chapas; assim:



*} Para carga na chapa A-C, ou 0 = 8 s 10m

PM =0 — £ =2 (s-3)

1

-]

Com fl’ de:

3
- — {s-3) para 0 = s s 10m

¥ M =0 — 7 {s) 70

*} Para carga na chapa C-F, ou 10m s 8 = 26Mm

= f =
z MB 0 — 2 D,

Com f2 nulo, de:

3 MB = 0 — g{s) = i% (2-13) para 10m = 8 s 26m

Dispondo-se da linha de influéncia, esguematizada
na fig. 1.3.a, & facil definir em gue posigdes devem ser
COlocadagifs cargas para se obter os valores extremos

max
Rye € Ryg

A carga  permanente existe sempre, e esta
esquematizada na fig. 1.3.b.

A carga acidental distribuida, que pode existir ou
ndo, serd colocada em toda a extensdo em que 7(s) for
positiva, guando se visar o maximo, conforme £ig. 1.3.c,
ou em que 7(s} for negativa, no casoc de se visar o
minimo, conforme fig. 1.3.d. '

0 veiculo serd colocadc na posigdo mais critica,
onde 7n(s)  for negativo, conforme fig. 1.3.c, caso se
vise o minimo. Visando o miximo, serd colocade onde 7 (s}
for positiva, conforme fig. 1.3.d. Eventualmente, nfo &
o caso do exemplo, uma gituacdo desfavoravel poderia ser
com o veiculeo "fora" da viga,
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F16G. 1.3 - CARGAS VISANDO EXTREMOS

Q

Calculando previamente as "Areas":

Sl =0,1929m SE=_1'5000m SS=B,4500m S5=7,1429m

R?Ex = 12.7,1429 + 8(0,192948,4500) +

+ 40(1,1000+1,3000) = 250,B6kN

R?é" = 12.7,1429 + 8(-1,5000) +

+ 40(~0,2143-0,3000} = 53,14kN

Portanto:

250,86kN =2 RVE z 53,14kN



1.4. LINHAS DR INFLUENCIA bDE ESFORQOS EM UMA VIGA

BIAPOIADA

Apenas como um exemplo simples, calcular algumas

linhas de influéncia de esfor¢os na viga biapoiada da
fig. 1.4.

>
-
o

FIG.1.4 ~VIGA BIAPOIADA

a) L.I. de RVA {> o para cim&}; v. fig. 1.5,

,r-s——11
{a]

?ﬂ(s}=RVA(s} f

(bl
L

FI6.1.5~ L.I. DE Ry,

Da fig. 1.5.a:

M, =0 — 1(f-8) - £ nis) =0 —5 q(s) =1 -2

[l

A expressfo para 7n{s) & uma reta com s, desenhada

na fig. 1.5.b.



b) L.X. de N% (> 0 tragfo embaixo); v. fig.l1.6.

5
‘ i f;)(s)=Mc[s}

THs)=Mg(3)

5
5 | T T

{a)

k

[ D |
Tl' S n(5)=MC{5}"P
(b} 1 1
"‘1(5)=Mc[5)éo—{-—

f
.

FIG.16 - L.I. DE M,

Da fig. 1.6.a, como condi¢fio de equilibrio da parte
direita '

3 M, — n(s}—b.% = 0 — q(8) = %E p/Oss=a

Da fig. 1.6.b, com a condigdc de equilibrio da
parte ésquerda:

> Mcz 0—> n(s)-ali- %) = 0~ mpis)=al{l- %) p/0=s=a

Langandc em gradfico as duas expressfes tem-se ©
diagrama bilinear da fig. 1.6.c. Observe-se gue neo
proleongamentoc da 1?7 reta até s = £ resulta no valor b,
assim como, no prolongamentc da 2 até s = 0, resulta no

valor a.



¢} L.I. de Vc {> o horjrio}; v. fig. 1.7.

{c)

T—i—11
P
T >ﬂls)=vcisi

P S—

S
@“l

&
T“s}zvcis):éf: I

FIG.1.7-LI. DE Vg

Da fig. 1.7.a, como condigdo de equilibric da parte
direita:

5 F, =0— n{s} + 5 = 0 5{s) = - p/ Oss<a

ol
ol

Pa fig. 1.7.b, como condicdo de equilibrio da parte
esquerda:

> sz 0> q(8)-(1- %) = 0— n{s) = 1- % p/ a<ssi

Lan¢ando em grdaficc as duas expressdes tem-sSe o©
diagrama bilinear da fig. 1.7.c. Observe-se gue no
prolongamento da 17 reta até s = & tem-se o valor -1;
no prolongamento da 27 até s - 0, obtém-ge o valor +1.

10



. CAPITULO 11

0 TEOREMA DE MULLER-BRESLAU

2.1. APRESENTAGAC

0 problema, muitas vezes complicado, de wanusear
condigfes de equilibrio e de compatibilidade para a
obtengido de linhas de influéncia, pode ser eventualmente
simplificado com uma sistematizagdo alternativa, obtida
com a utilizagfo do Principic dos Trabalhos Virtuais ou
do Tecrema de Miller-Breslau e seu dual, que daria ao
trabalho um cardter mais geométricoc ou em alguns casos,
meramente cinemdtico.

2,2. ENUNCIADO

Seja n{s} a linha de influéncia de um particular
esforgo Ec de uma particular segdc C, para carga
percorrendo uma determinada linha 8 associada &
estrutura; seja 5v(s) a componente vertical, positiva se

para baixc, do deslocamento g(s) do pontc definido por s
sobre s, acarretado pela retirada do vinculo
correspondente & EC e imposigdo de wum deslocamento

unitdrio, com geometria de deslocamentos infinitesimais,

em sentido contrario a EC; o teorema afirma que,

numericamente, 7{(s) = 5V(s).
Esse teorema sgerad demonstrado em duas fases,
gseparande o caso isostdtice do geral e mostrando o

significade do teorema para os diversos tipos de
esforqgos, internos e de reagfo.

11



2.3. DEMONSTRAGAC PARA O CASO DE ESTRUTURAS IS0STATICAS

Seja a estrutura isestdtica da fig. 2.1,

com a
linha 8 confundindo-se com seu eixo.

-

B
Vecacd

FiG. 2.1 - ESTRUTURA ISOSTATICA

Seja, inicialmente, o caso de 7(s) corresponder a
uma forga de reagdo, por exemple a reacfo vertical em B,

RVB’ positiva se para cima. Retirando o vinculo

correspondente a RVB' fungdo da posigdo s da carga
unitédria, substituindo-o pelo esforgo correspondente,
tem-se o ‘"estado de forgas® da fig. 2.2.a, onde ha
equilibrioc sobre uma cadeia cinemdtica com um s5 grau de
liberdade. A essa cadeia cinemdtica pode-se impor o
"estado de deslocamentos" da fig. 2.2.b, definido pelo
parimetro infinitesimal & em sentido contrario a RUB'

ﬂwa=avgs}f

la) (b)

FiG, 2.2 -CASO CORRESPONDENTE A REACAO

12



Impondo-se o estado de deslocamentos infinitesimais
ao estado de forgas, ndo havendo deformagio;

Text = 0
ou:
-n(s).A + 1.6v(s) =0
donde:
6v(s)
ni{s) = 2

gendo o estado de deslocamentos linearizado, ou
infinitesimal, seria perfeitamente plausivel impor & =
1, mantendo evidentemente a geometria de deslocamentos
linearizados, e com isgo:

= B
n(s) . 8!
Seja agora o caso de 7(s) corresponder a um esforgo
cortante, por exemplo Vb, ne ponte C, positivo se

"hordrio" sobre a segdoc transversal. As fig. 2.3.a e
2.3.b contém, respectivamente, o estado de forgas cbtido

pela substituigio por VC do vinculo a . ele
correspondente, e o estado de deslocamentos definido
pelos dois  parémetros Al e Az' evidentemente
dependentes,

"
THs )=V, (5]

{a) {b)

F1G, 2.3 -CASO CORRESPONDENTE A ESFORLO CORTANTE

13



Impondo o estado de deslocamentos infinitesimais ao
.egtado de forg¢as, tem-se:

Text = 0
ou: _
| -Al.n(s) - Az.n(s) + l.év(s} = 0
donde:
(s) = A
1 =72

r

com o deslocamento relativo transversal '"em sgentido

contrario" a Vh, Ar = Al+ AZ, Impondo Ar = 1 e mantendo

a geometria de deslocamentos infinitesimais:

nis) = 5v(s)

Nio vale a pena repetir o caso, absolutamente

andlogo, de 7({8) corresponder a um esforgo normal, Nt,

por exemplo, positivo . de tragdo; nesse caso o©
"deglocamento unitdrio em sentide contraric ac esforco”
gserd um deslocamento longitudinal no sentido de
afastar as faces da segdo C.

Falta apenag considerar o caso de 7(s) corresponder
a um momento fletor,. MC’ em C, por exemplo, positivo

tragio embaixo. Da fig. 2.4 constam, respectivamente, ©
estado de forgas e o estado de deslocamentos envolvidos.

U

Tis}=Mg (s)

{a) ' (b)

FIG. 2.4 ~ CASO CORRESPONDENTE A MOMENTO FLETOR

14



Imponde o estado de deslocamentos ao estado de
forcas, tem-ge, analogamente:

—q{s),BI,— n(s).@z + 1.6v(s) =0

ou:
& (s)
(s) = —
7 g
r
onde 8r = 61 + 92 & a rotagdo relativa "em sentido
contrario” a N%. Impondo 6r = 1, mantendo a geometria de

deslocamentos infinitesimais, tem-se, novamente:
ni{g) = 6 {s)
v
2.4. DEMONSTRACKO PARA O CASO GERAL

Com a intencdo de representar um caso genérico,
geja a estrutura hiperesgtatica da fig.2.5.

FIG. 2.5 -ESTRUTURA GENERICA

Seja também, & guisa de representar um esforgo
genérico, © caso de determinar a linha de influé@ncia
(s) da reagdo vertical em B, RVB’ pesitiva para cima.
Sejam dois estados (1} e (2), constantes das fig.2.6.a e
2.6.b, respectivamente, ambos considerdveis como estados
de forgas ou de deslocamentos, por sempre haver
equilibric e serem linearizdveis, por corresponderem a
-.pequenos deslocamentos.

15



? §}= 5
ESTADO (11 s}=Rygls! ESTADO (2| —t>>b4£

{a} (b} JF

FIG.26 - CASO DE REACAC NA ESTRUTURA GENERICA

Do principio dos Trabalhos Virtuais, impondo o
estado de deslocamentos (2) ao estade de forgas (1):

. Mzds cVéds
-n{(s).A + 1.5V(s) = I MI 5F * J V1 as
estr, estr,
+ J N des +
1 ES
estr.

Impondo agora o estado de deslocamentos {1} ao

estado de forgas (2}, observarnde gque em (1} ndo ha
deslocamento segundo a diregdc de RVB:
Mlds cvlds Nlds
F.O =
0 f M, &1 *f V) ~as +,[ T
estr. estr. estr.

Como a ordem dos fatores nidc altera o produte, das
duas ceonclusles se obtém:

& {&)

v
A

n(s) =
Impondo também-que F seja tal que corresponda a A =
1, mantendo-se a geometria de pegquenos deslocamentos,

tem-ze que:

n(s) = & (s)

16



Por questdo meramente de economia de cempo
omitem-se as obvias verificagbes correspondentes a 7(s)
estar associado a outros tipos de esforgos internos.

2.5. O TECREMA DUAL

Uma outra aplicagdo do Principio dos Trabalhos
Virtuais, conhecida como Teorema Dual de Miller-Breslau,
relacionar-se-4 ao calculo das linhasg de influéncia de
deslocamentos. _

Seja 7(s) a linha de influéncia de um particular
deslocamento EC de uma particular segdc C, para carga

A

percorrendo uma determinada linha 8 associada &
estrutura. Seja 6V(s) a componente vertical, positiva se

para baixo, do deslocamento 3(5) do ponto definido por s
sobre S8, acarretado por se carregar a estrutura com uma
carga unitdria em €, com a diregdoc e gentido de Ec. (e}

teorema afirma que, numericamente, n(s) = 6v(s).

f simples a demonstragio desse teorema, j4 para um
caso geral; assim, seja 7(s) definido no problema {1} da
fig. 2.7.a e seja o problema (2) da fig.2.7.b
correspondente a carxrga unitdria segundo a diregdo do

deslocamento EC; ambos o8 problemas poderdo ser

considerados, por haver equilibric e compatibilidade,
como estados de forgas ou de deslocamentos.

THs)=Egis)
ESTADD {1} ESTADO (2)

{a} . (b)
FiG. 2.7-CASO DE DESLOCAMENTO NA ESTRUTURA GENERICA

17



Impondo o estado de deslocamentos (2) ao estado de
forgas (1) tem-se:

N&ds cVzds
1.5v(s)=J i +J' v,

estr. estr.

des

+ N
I 1 ES
estr.

Impondo-se, ageora, o estado de deslocamentos (1) ao
estado de forgas (2), tem-se:

M_ds chds Nlds

. = M :
1.7{s) J Yy BT +I v, TS +f N, =35
estr. estr. estr.

Das duas condic¢des, como a ordem dos fatores ndo
altera o produto:

n(s} = ﬁv(s}

2.6. ACENO A PoSsIveIis APLICACORES DOS TEOREMAS

A utilizag8o das conclustSes desses teoremas pode
ser, &8s vezZzes, extremamente interessante, dependendo do
tipo de efeito a considerar, do tipo de egtrutura e do
equipamento de calculec a utilizar; entre outras
possibilidades, nesta publicagio se dard énfase maior
pelo menos a trés tipos de problemas, a serem detalhados
nos itens- sequintes.

a) Processo das Cadeias cinemdticas, para célculo
de 1linhas de influéncia de esforgos em estruturas
isostaticas; ao retirar um vinculeo de uma estrutura
isostatica passa-gse a ter uma cadeia cinemidtica com um
8& grau de liberdade, com leis extremamente simples
regendo a imposicgdc de deslocamentos. A aplicagdo do
teorema é ideal no caso.

b) Tracade esquemdtico do formato de linhas de
influéncia. Com um minimo de sensibilidade no tracgado de
eldsticas em estruturas guaisquer & wvidvel a obtengdo do
formato geral da linha de influéncia, em qualquer caso,
o que pode ser multo Gtil, em estruturas hiperestdticas,
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para evitar enganocs em cdlcoulos extremamente
trabalhosos; isso pode ser Gtil também em casos de
carregamentos onde se possa apenas necessitar, para
definir um carregamento critico de projeto, deos sinais
de uma linha de influéncia.

¢) Aplica¢des computacionais; a imposigdo de
deslocamentos a apoios ou a vinculos internos a uma
barra da estrutura & talvez o processo ideal para
aproveitar programas usuais de estruturas lineares,
montados a partir do processo dos deslocamentos, ou do
processo de propagagdo; sdo necessidrias apenas pequenas
adaptagfes para o cdlculo das componentes verticais dos
deslocamentos da linha percorrida pelas cargas. ‘
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CAPITULO III

APLICACAO DO PROCESSO DAS CADEIAS CINEMATICAS

3.1. O PROCESSC DAS CADEIAS CINEMATICAS

Conforme acenado em 2.5 a aplicagdo do Teorema de
Miller-Breslau ao <dlculo de linhas de influéncia de
esforgos em estruturas isostaticas leva, em principio, a
manusear deslocamentos infinitesimais numa cadeia
cinemdtica com um s& grau de liberdade, composta de
chapas interligadas entre gi, c¢ada uma delas com no
médxima um grau de liberdade. No caso de vigas o problema
gseria imediato, conforme se vera nos exemplos do item
3.2; para estruturas isostlticas guaisquer j4 valeria a
pena gistematizar melhor a geometria de deslocamentos,
com a introdugdo de algumas propriedades comuns
interegsantes.

31.2. APLICAQRO A VIGAS ISOSTATICAS
3.2.1. Exemple 1 - Viga Biapoiada

Seia a viga da fig.3.1, para a gual se pretende
tragar as linhas de influénecia de alguns esforgos.
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F O

% s

i
Fi6. 3.1-VIGA BIAPOIADA

A fig.3.2 contém, o gue parece ser conveniente
neste primeiro exemplo, o esquema da cadeia cinemdtica,
ao lado da projegio 6v(s) de deslocamentos, no caso de

viga coincidente com 8(s), e gue serd igual i 1inha de
influéncia 7 (s). Assumem-se reagfes verticais positivas
se orientadas para cima, esforgos cortantes positivos se
hordrios scbre a segdo e momentos fletores pogitivos se
provocarem tragio embaixo.

ESFORGO GADEIA CGINEMATICA LINHA DE INFLUENGIA

" =

va

%
Rys 3z

V‘ Y,
Mc bl DR
& as e §
M

FIG. 32 -EXEMPLO 1. LINHAS DE INFLUENCIA

Observe-se que na cadeila c¢inemdtica ndo estdo
aplicados os esforgos, que sd se eguilibrariam se a
carga unitdria também estivesse aplicada; pretende-se
apenas anotar o "gentido" assumido como positivo para os
. esforgos.
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3.2.2., Exemplo 2 - Viga com Balangos

Seja agora a viga da fig.3,3, num problema andlogo
ac do item anterior, com as mesmas convengdes de sinal.

A B D
I”A” %"I

c E

‘ 6m L4m ’
\Zm 10 rn‘1 3Im

1

FIG.33-VIGA COM BALANCOS

Algumas linhas de influéncia constam da fig.3.4.

ESFORGO CADEIA CINEMATICA LINHA DE INFLUENCIA
R
va ) T
;R St

Ve —{t

b Y ,.;,‘:,L,,

Vv

N

]
Ve, esq .....{jVHV Gildn

1 ‘ )

VITY
VB,dir !..{

A i

M M

MC ﬂ"\\n’/'t

A _f"‘\ vy

M M

Mp N A

/ngn ..-’...IS-\-..

Fi1G. 3.4 -EXEMPLO 2. LINHAS DE INFLUENCIA
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3.2.3. Exemplo 3 - Viga Gerber

A viga Gerber & uma estrutura isostdtica um pouco
mais complicada, para a gqual se pretende gue tenha um
comportamento de viga continua, para efeito de
distribuigdo de esforgos internos devidos a carga
permanente; por cutro lado teria as vantagens de sex
isostdtica, em termos de insensibilidade a recalques de
apoio, com o &nus, é& claro, de suportar as cargas
acidentais em condigdes um pouco piores. A estrutura e
algumas linhas de influéncia significativas constam da
fig.3.5, acreditando-se ndo ger necessario o]
detalhamento utilizado nos dois exemplos anteriores.

E interessante observar gue uma relagio de
v

= -V
Vi b,dir. D,esq.
vale também em fungdo de s, donde se coneclui que:

equilibrio, do tipo, por exemplo, R

LI = L.IL. Vv - L.I. de V
L.I. de RVD L.IL. de D,dir. € “D,esq.,

Dada. a simplicidade do tragado de 1linhas de
influéneia de esforgos em estruturas isostiticas, a
superposigdo nfoc tem interesse pratico; no caso de
estruturas hiperestdticas, entretantc, essa idéia pode
ser eventualmente .aproveitada, obtendo, a partir das
liinhas de influéncia de esforgos escolhidos como
"incdgnitas hiperestaticas", as linhas de influé&ncia de
quaisquer esforgos através de triviais relagdes de

equilibrio.
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L.I.

L.I.

L.I.

L.L

DE Ry,

DE Ryp

DE M,

DE M,

LI DE Vo esq

LI DE vy ,dir

L.I DE Vg

P8 bt .
g ! 5 - .

{3m | 4m | 5m L 3m | Tm [ 3m |
ki 3 K il % 1 i

s

A

FIG, 3.5 ~EXEMPLO 3. LINHAS DE INFLUENCIA
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3.3. ESTRUTURAS ISOSTATICAS QUAISQUER

3.3.1. Propriedades do Deslocamento Infinitesimal de
Cadeias Cinemidticas com um Grau de Liberdade

3.3.1.1. POLOS ABSOLUTOS E RELATIVOS

Ao retirar um UGnico vinculo de uma estrutura
isostdtica plana, obtém-se uma cadeia cinemitica com um
{inico grau de 1liberdade e que sempre pode ser pensada
como um conijunto de chapas vinculadas entre si  por
barras ou barras vinculares equivalentes. Cada chapa
terd no maximo um grau de liberdade, absoluto ou em
relacio a outra chapa.

O deslocamento infinitesimal absoluto dos pontos de
uma chapa com um grau de liberdade, portanto vinculada
por duas barras, pode ser pensado come sendo uma rotagéo
em torno de um "centro instantlneo de rotagio® ou "polo
absoluto", prdprio ou impréprio, conforme fig.2.6.a e b,
regpectivamente; © mesmo Se pode dizer a respeito do
deslocamente de uma chapa em relagio a outra,
definindo-se, entdo, um "polo relativo" entre ambas;
esgse polo relativo poderd ser também préprio ou
jmprépric, conforme fig.3.6.¢ e d, respectivamente.

FIG 3.6 - POLOS ABSOLUTCS E RELATIVOS
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Foram numeradas as chapas e os polos enveolvidos,
adotando a seguinte nctag&o:

*) Chapas :@,@,@, ete. ..

#) Polos Absolutes: {(I), (I}, (III}), etc...

*) Polos Relativos: (I,II}, (II,III}, {(I,III}, etc...

3.3.1.2. PROPRIEDADES ASSOCIADAS AO DESLOCAMENTO DE UM
PONTO :

ﬁ)
a} O deslocamento v de um ponto A de uma chapa @

. A - P 4
gque gira w em torno de (I), € normal ao vetor posigio r

1

de A em relagdo a (I), e tal quesv = .Y v.fig.3.7.

FIG. 3.7 - PROPRIEDADE {a)

b) O deslocamento 3 de qualquer ponto de uma chapa

-

(:) com polo absoluto (I) imprdprio & constante e normal

a diregdo definida por esse polo; v.fig.3.8.

F1G.3.8 -PROPRIEDADE (b}

27



¢} Definido um sistema de referéncia oxyz, com

. ' -2
origem em (I), as componentes do deslocamento v de um

P
ponte A, correspondente a uma rotagdo «w da chapa (:) )

gegundo z, sdo: vx ='—m1.y H vy = ml.x; v.£fig.3.9,

Al
¥

F1G.3.9 - PROPRIEDADE {c]

Observe-se dque:
-V
X

v
sen y = ——— v.o=-$Y¥ v o= -w.r

<

]
£
x

v
¥ £, v

== . vV = - =X .. V
v r r

cos
v Y

3.3.1.3. PROPRIEDADES ASSOCIADAS AOS POLOS

d) Um lugar geométrico do polo absoluto (I) de uma
chapa () vinculada por uma barra € a reta gque contém
essa barra; v.fig.3.10.

- F1G. 3.10 -~ PROPRIEDADE (d}
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e) Conhecida a diregiic do deslocamento absoluto v

de um ponto A de uma c_i)lapa @ , um lugar geométrico de-
- (I} € a reta normal a v por A; v.fig.3.11.

A\
LUGAR GECMETRICO DE (1:—5\

//
T

- -
DIRELAC DE V¥

—

F16.3.11 - PROPRIEDADE (e}

£f) Um lugar geométrico do polo relativo (I,II)
entre duas chapas @ a @ unidas por uma barra & a
reta que contém essa barra; v.fig.3.12.

LUGAR GEOMETRICO DE (I,I)

FiG: 312 -PROPRIEDADE {f}

g) Os polos absolutos (I) e (II) de duas chapas @
e @ , & o polo relativo (I,II} entre elas, situam-se
sobre uma mesma reta; v.fig.3.13.

FIG. 313 -PROPRIEDADE (g)
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3.3.1.4. PROPRIEDADES ASSOCIADAS A IMPOSIGAC DE
DESLOCAMENTOS ABSOLUTOS E RELATIVOS

h) Variando em AOA a distdncia OA entre um pontc
fixo O e um ponto A da chapa C) esta gira m1=A6E/h,

onde h é a distl@ncia de (I} & reta OA; v.fig.3.14.

FIG.3.14- PROPRIEDADE (h)

E imediata a demonstragio, em tudo semelhante 4 da

propriedade (c):

AQA h
gen y = ; .

e
i) Variando em AOA a distfncia entre um ponto fixo
QO e um ponto A da chapa () com polo absoluto (I}

. P = 2 o >
improprio, AOA serd componente da translagio absoluta v1

da chapa ()} fig.3.15.
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Fi1G, 3.15 - PROPRIEDADE (1)

j) Variando em AAB a distincia AB entre os ponto A

. . >
da chapa (:) e B da chapa (:) , © giro relativo Wy g da

chapa em relagdo 3 , & tal que w__= AMB/h, onde
P

21
h & a distincia do polc relativo (I,II) &

da reta AB;
v.fig.3.16.

FIG. 3.16 - PROPRIEDADE {}}
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_)
Pensando-se em obter w21, cbgerve-se que essa

propriedade € semelhante a (h), bagstando-se fixar o
-2 P _— . - -2
W,y é simétrica em relagdo a @y,
sendo seu médule calculado da mesma maneira.

referencial em @ ;

1) variando em AAB a disténcia entre os pontos A da
chapa@ e B da chapa @ ; se o polo relativo {(I,II)
for imprdprio, ARB  serd componente da translagéo

relativa 321 dos pontos da chapa @ em relagad 5 chapa

@ ; v.fig. 3.17.

REFERENGIAL

Fi6.3.17 - PROPRIEDADE (1)

) oo =3
- Observe-se que 312 em modulo é igual a Yoy A

propriedade & andloga &4 (i), com a fixagdo de um
referencial em :

3.3.1.5. PROPRIEDADES DA PROJECAO DE DESLOCAMENTOS
m) A projegio dos deslocamentos de uma chapa @ .

numa certa diregdo, & uma reta, com zero na projegdo do

polo (I} e girada do mesmo W i v.fig.3.18.
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\\<zascﬁo DE PROJECAO

LINHA DE BASE

PROJECAO

F1G. 3.18 - PROPRIEDADE (m)
Essa propriedade pode ser encarada como uma mera
adaptagédo da propriedade (c).
Observe-se que a forma da chapa ndo influi na
projegdo de deslocamentos e mails, todos os giros,
absolutos e relativos, se conservam em projegac.

3.3.2. Exemplo 4 - Estrutura Isostdtica Genérica

Determinar a linha de influéneia da forga axial,
pogitiva se de trag8o, no vincule A-B da "estrutura
igostatica" da figura, para carga percorrendo a linha §;
v.fig.3.19.

F1G. 319 ~UMA ESTRUTURA GENERICA
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O processc das cadeias c¢inematicas implica, no
cago, em:

*) Retirar o winculo A-B e identificar as chapas da
cadeia cinematica;

*) Determinar o8 polcos absolutos e relativos das
chapas identificadas, com as propriedades (d) a {g);

*) Impor um deslocamentc com a propriedade (h) e
com isso fixar o mwovimento de todas as chapas,

calculando sua rotagdo;

*) Projetar na vertical os deslocamentos de todas
as chapas;

*) Selecionar as projecdss de deglocamentos sd dos

pontos pertencentes a4 linha 8§, atribuinde sinal positivo
se o deslocamento for para baixo.

L.6. DE (m
[
\\, LG, DE (I
| N

\N2=?
d CcONHECIDO

/i%

A

o "
DilS d
-~ . ¥

S~
FIG. 3.20 - UMA L.L. NA ESTRUTURA GENERICA
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Todo esse  procedimento fol esquematizado na
fig.3.20. :

A operagdoc de calcular as rotagbes de todas as
chapas foi omitida; a prejegdoc vertical, ou gualguer
projegio, tem um 86 grau de liberdade, fixavel ji nessa
projegio, que & um conjunto elementar de linhasg retas;
com isso se evitou a montagem e solugidoc de um sistema de
equagdes lineares.

3.3.3. Exemplo 5 - Arco Triarticulado

Determinar algumas linhas de influéncia para o arco
de eixo circular da fig.3.21.

FIG. 3.21 = ARCO TRIARTICULADO

a} L.I. de RHA (> 0 p/ a direita); v.fig.3.22,

i1)

1

%" Zom

om
e
H

|
4+ B ; i 11T}
| ;

FI6.322-L.I. DE R,,
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OBSERVAGEO:

E interessante cotar ordenadas da linha de
influéncia que permitam o seu tracadc independentemente
de rotagdes absolutas ou relativas que s3o inerentes ao
Processo das Cadeias Cinemdticas e ndo 4 linha de

influéncia em si.

b) L.I. de Va (> o horario}; v.fig.3.23.

[ end;
/‘/‘,{y/

g

() ) g
£ 6, Z1\ (e ¥

i) Lu”

8

(&}

qgﬂf;/////// - | . | |

F16.3.23 ~ L.I. DE Vg4

OBSERVAGAO:

0 deslocamento imposto ja € o deslocamento relativo

final por ter a diregdSo para ele prevista, normal a

definida pelo pole (I,II) impréprio. O "cos @" da fig.

3.23 & apenas a componente vertical desse deslocamento.

De trigonometria elementar sai t = 10,983m.
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¢) L.I. de N_ (>0 tracdo); v.fig.3.24.

F

*
SEN B

0,259
1

1
2 L
1

FI1G.3.24- L.1. DE N

OBSERVAGAO:
De trigonometria elementar sai t=6,340m.

d} L.I. de NB (; o tracdo); v.fig.3.25.

B
® 0) Y2 om

(1 (1,1 '

1,732
S

@/f

F1G.3.25- LI, DE N
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OBSERVAGAOD:

Nesse caso, por ter restado um Gnico vinculo em B,
as chapas C) e () nao tém polo relative imprdprioc.
Caso, numa situagdo mais complexa que esta, surja a
dfivida quanto ao sentido do deslocamentd relativo
imposto, & interessante correr o risco de desenhar a
figura com as projegdes de deslocamente e depois
verificar, do ponto de vista de uma. das ‘chapas
enveolvidas, o© sentido do deslocamento da outra; em caso

de erro redesenhar.

e) L.I. de Ma {> o tragldo embaixo); v.fig. 3.26.

(Beg]

1 2,729 m

FIG.3.26- L.I. DE My

A ordenada t=2,729m sai de trigonometria elementar.
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3.3,4. Exemplo 6 - Porticec Plano

Para carga percorrendo o trecho horizontal
superior, determinar as linhas de influéncia de alguns

esforgog no pértico planco da fig.3.27.

Lo 8
IY -+ O
A | E
E L
£ é ¢
ES |
L 3m l
L3m 6m &m 13m -
F16.3.27 - PORTICO PLANO -
a) L.I. de RVA {>» 0 p/ cima); v.fig.3.28; 5'V_f;
L{,II}
(i t=3m
"~ iIl
I i
| )
I , : &
==
FIG.3.28 - L.I. DE Ry,
OBSERVACAC:

Como o deslocamento unitdrio & vertical ndo ha
qualquer razfo pritica para calcular a rotagdo w, .
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b) L.X. de Ma (> o tragdo embaixo); v.f£ig.3.29,.

\£L050m \\W:)

FIG. 329 - L.I. DE Mg,

c} L.I. de Mﬁ (> 0 trag8o & direita); v.fig.3.30.

{nF

() .
{II,m) X(
@ w 1
(my @ ()
@ .

A W

x Ty

Zm PROJ, HORIZONTAL

FIG.3.30 - L. 1. DE M@
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OBSERVAGAC:

Devido ao fato de os trés poles (I}, (II) e (I,II),
estarem na mesma vertical a imposigdc da rotagio
unitiria diretamente na proje¢ioc vertical & inviavel;
por outro lado, dada a simplicidade de trabalhar em
projegdo, optou-se por recorrer 4 projegdo horizontal
para determinar a rotagdc das chapas; no caso bastou

determinar m2=0,333.

d}) L.I. de M'Y (> o tracdo embaixo); v.fig.3.31.

3m

(m) w5
Tl
(YT, 1)

amiy @) ] @

ik ' &m

PRO., HORIZONTAL

am

_3m

|| A wis am = 0,333
. em _

0 Yoo T =0,667

od " AN,
FIG 3.31-L.I. DE MK‘
OBSERVACRO:
A Unica diferenga conceitual em relagdo ao caso

anterior & a necessidade de obter, da projegioc

horizontal, as rotagdes das chapas @ e @
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e) L.I.

1, m |@

£} L.I.

{I,m}

de Na (> o de tragio); v.fig.3.32.
(o} 1
W
{II,m} ™ 2
D o ®
{xm)
‘M1 o
lI”)}:» 1
2
|G > &
0,667
_ PROJ. HORIZONTAL
¥is
o

FIG.3.32 - L.I. DE Ng

. _ 1
wl-wa “Em

de Vu (> 0 hordrio); v.fig.3.33.

I

F16.3.33 - L.I. DE Vg
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g) L.I. de VB (» 0 hordrio); v.fig.3.34,

9Im

i

C) 1,1}

[m W2 = Thm

el -

1,333/

FIG. 3.34 - L.I. DE Vg

3.3.5, Sigtema Isostatico de Piso

Alguns tipos de estruturas como Os arcos e as
treligas podem sger extremamente interessantes. para
suportar cargas sobre um determinade vdo, mas. ndo
recebem as cargas mdveils usuais, decorrentes de trafego
por exemplo, de uma maneira continua e adequada; assgim,
num arco, pela sua forma, se a pista de rolamento
correspondesse ao seu eixo, haveria a necessidade de o
trifego vencer aclives e declives injustificdveis; 3j&a
numa treliga a carga teria cque ser nodal, para gue ela
se comportasse como tal, sem flexfo considerdvel nas
barras. Para superar esse problema o que se faz & criar
um "gistema de piso", isostdtico, com a Gnica fungido de
receber as cargas e transmiti-las adequadamente &
estrutura principal.

Um "sistema isostitico de piso", ou um "gistema
isostdtico de carga indireta" serd agui definido como um
conjunto de wvigas biarticuladas horizontais apoiadas em
barras, tirantes ou montantes, verticails, conforme fig,.
3.35,
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ESTRUTURA PRINCIPAL-

/SISTEMA DE PI50Q

F16G. 3.35 - SISTEMA 1SOSTATICO DE PISO

E interessante observar, dentro do contexto desta
publicagdo, que, ao analisar esforgos na esgtrutura
principal, as cargas estardo aplicadas ao sistema de
piso e se necessitard de linhas de influéncia 75(s)
correspondentes a essa linha.

£ facil constatar, estatica ou cinematicamente,
gque & possivel obter a linha de influéncia n({s} de um
esforgo EC de uma segdc C da estrutura principal, para

carga percorrendo o sistema de piso, a partir da linha
ga p

de. influéncia n*(s) do mesmo esforgo EC’ para carga

- aplicada diretamente & estrutura; assim, nos pontos onde.

existem barras verticais 79{s) = 7n*(s) e nos trechos
intermedidrics 7(s) & linear.

. A 'demonstragido desse "teorema" & elementar,

bastando observar que o sistema de piso adicionando ndo
oferece qualquer impedimento & translacgdo vertical dos
pontos da estrutura principal gque pelo processo das
cadeias cinemdticas acabou sendc assimilada ds linhas de
influéncia de esforgos.

No caso de treligas planas, salvo gsegundo aviso, se
partird do principio que deva existir um sistema de piso
com uma barra horizontal "em paralelo® a cada barra do
banzo 'percorrido" pelas cargas, conforme fig. 3.36,
tudc se passande, para efeito externo & prépria barra,
como ge ela estivesse sendo percorrida pela carga.

/ SISTEMA DE PISO
e

FIG 3.36 - SISTEMA DE PISO EM TRELICA
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3.3.6. Exemplo 7 - Arco com Sistema de Piso
Para carga aplicada aco sistema de piso, tragar a
linha de influéncia do esforgo cortante em B, positivo

se hordrio scbre a segldio, na estrutura da fig. 3.37.

, 850 |, 850 .4,25,425. 8,5 . 850

| | ]

FIG. 3.37 -ARCCO COM SISTEMA DE PISO

MEDIDAS EM-m

L.I. de V., (> 0 hordrio); v.fig.3.38.

AT T,

. |
1 (E,IX}

@ ® o

(L} 1O}

]

1 L
/ \'ﬂ(s] P/ CARGA INDIRETA

L3
T {s) P CARGA DIRETA

F16.3.38 - L.I. DE Vg



Observe-se gque a obtengdoc da linha de influéncia
n* (s) é simples, manuseando-se um nimero relativamente
pequeno de chapas.

3.3.7. Exemplo 8 - Treliga Isostdtica.
Para carga indiretamente aplicdvel ao trecho

horizontal 1-3-5-7-8, determinar as linhas de influéncia-
de alguns- esforcos na treliga da fig.3.39.

3m Im
F

lececd
l am .Lqm l am_ |, 4am
-+

! q A

F1G.3.39 - TRELICA 1SOSTATICA

a) L.I. de N2_4

{> 0 de tragdo); v.fig.3.40.

et
27

G /:'/////’

v,
i\

FIG.3.40 - L.I. DE N,,
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b} L.I. de 1\74_5

{> 0 de tragdo}; v.fig.3.41.

2
Fleql"'L.I. DE N45

OBSERVAGAO:

A chapa @ & fixa pois, além de (I) ser fixo,

\

também o polo (I,II) gque pertence & chapa @ é fixo, ja
que coincide com o polo (II}) da chapa @ .

¢} L.I. ciez'N3 {> 0 de trag&o); v.fig.3.42.

4

FI6.3.42 -L.I. DE N,



d) L.I. de N2-3 {> 0 de tragfo); v.fig.3.43.

11, m
14 et
(1 Do ()
wl(é'yW
ra2l
‘ ¥

T i L’////-AEEUJLUJLLU*'l

F16.3.43 - LI DE Ny

OBSERVACAQD:

- A barra 1-2 foi chamada de chapa para recair nas
condigdes das propriedades, que nfc prevém barras em
gérie. ' '

L.I. de N {> 0 de tragdo); v.fig.3.44.

Lo \\. -
2 [ G
i e,
v 1,333

P

F1G.3.44- L.I. DE Nsy
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CAPTTULO TV

0 FORMATO DAS LINHAS DE INFLUENCIA

4.1. APRESENTAGEO

O problema de tragar linhas de influéncia de
esforgos ocu outros efeitos quaisquer nem sempre & tdo
absurdamente elementar come no . case das linhas de
influéncia de esforgos em estruturas isostdticas. No
casc de estruturas hiperestdticas n8oc existem técnicas
simples e generalizdveis, guer de origem estatica quer
cinemdtica, para viabilizar o tragado manual dessas
linhas; o problema. em si acaba sendo numericamente
complicado; para evitar erros, controlande sinais e
ordens de grandeza relativas & gue seria interessante
aproveitar os teoremas de Miller-Breslau para, com um
pouco de sengibilidade no tocante a adivinhar eldsticas
devidas a deslocamentos impostos, esquematizar o formato -
das linhas de influéncia. ' LT

4.2. EXEMPLO 1 ~ VIGA CONTINUA
Para a viga continua, de segdo transversal

constante, da fig.4.1, esguematizar o formato de algumas
linhas de influéncia.

D
L
s

o L

1 f 1

F1G. 4.1 ~EXEMPLO 1 - VIGA CONTINUA

&em am

e
j;i#
— |
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a) L.I. de Ma (> 0 tragdo embaixo}; v.fig.4.2.

FiG. 4.2 — L.I. DE Mgy

b) L.I. de N% (> 0 tracdo embaixo); v.fig.4.3.

FIG. 43 - LI DE M¢

c) L.I. de RVC {> 0 tragdo embaixo); v.fig.4.4.

.
] _A
|

F1G.4.4 - L.I. DE Ry
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d) L.I. de GVQ {> 0 tragdc para baixeo); v.fig.4.5.

FI6.4.5~ LI. DE 6,

e) L..I. de V {> 0 horario); v.fig.4.6.
C,esq.

FIG.46 -~ L.I. DE V¢ _esq.

4.3, EXEMPLO 2 - PORTICO PLANO

Para carga percorrendo o trecho horizontal superior
determinar o formatc de algumas linhas de influéncia
para o pdrtice da fig. 4.7.

A 8

-

D
R

3

[1+]
{4m [ 4am 4m E’ am
A i 1

3

FIG.4,7 ~ PORTICO PLANO
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T

FIG.4.8 ~L.I. OE Ry,

b) L.I. de V {> 0 horario); v.fig.4.9.
C.es5q.

FIG.49 - L.I. DE Vg, esq
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CAPTTULO y

POSSIBILIDADES DE APLICAGAD COMPUTACIONAL
DOS TEOREMAS

5.1. APRESENTACAO

O teorema de Miller-Breslau, e o seu dual, dio
origem a técnicas absolutamente simples para o cdleulo
de linhas de influéneia em estruturas hiperestiaticas
guando se pretende efetuar esse cédlculo em computador.
Vale a pena ressaltar alguns pontos quando se pengsa. em
programagdoc utilizando ¢ procesgso de deslocamentos, paxa
vigas, pérticos ou treligas, ou mesmo o processo de
propagagdo, muito simples, utilizado no caso de wigas
continuas. 08 procedimentos a serem programados poderio
~variar dependendoc de se tratar com linhas de influé&ncia
de deslocamentos, de reagdes ou de esforg¢os internos. Em
qualgquer doz casos estaria implicito o célculo, ponto a
ponto, da projecdo vertical dos deslocamentos da linha
percorrida pelas cargas.

5.2. LINHAS DE INFLUENCIA DE- DESLOCAMENTOS

Carrega-se a estrutura com uma carga unitaria na
diregdo do desglocamento cuja linha de influéncia se
deseja; no caso de o deslocamento ser nodal o problema é
particularmente simples, ndo envolvendo, no cialculo da
eldstica, sequer a alternativa de foérmula num possivel
caso de um ponto da linha percorrida pelas cargas. Nio
esquecer que oS par8metros eldsticos e geométricos
efetivos das seqdes devem ser dados.
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5.3. LINHA DE INFLUENCIA DE REAGQOES

Nesse casc impde-se um recalque de apoio unitério
em sentido contriric ao esforgo de reagdd cuja linha de
influéncia se deseja calcular.

5.4. LINHA DE INFLUENCIA DE ESFORQOS INTERNOS AO LONGO
DO TRAMO '

Nesse caso ja4 € necessldria uma adaptagdo mais
significativa nos programas usuais, a menos gue eles ja
disponham da possibilidade de tratar problemas de
deformagdo prévia das barras; de gualgquer forma, o
problema seria o de incluir o cdlculc de esforgos de
blogqueio, nas coordenadas locais associadas & barra,
para diversas situag¢des de "deformagdo imposta"; para
linha de influéncia de wmomento, cortante ou esforgo
axial num ponto € essas situagdes seriam as da
fig.5.1.a, b ou ¢, resgpectivamente, correspondentes as
convengdes:

M > 0 tragdo embaixo
V > 0 horirio

X > 0 tragdo

¢ ¢ ¢
¥
1
' (o}

{b) {e}

e
=

FI1G.5.1 - DEFORMACOES IMPOSTAS

No caso da fig. 5.1.a seria extremamente simples
calcular os momentos de engastamento perfeito a partir
dos fatores de carga equivalentes 4 e B, definidos na
fig.5.2.
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FI1G.52 - FATORES DE CARGA PARA L.I. DE MOMENTO

Da fig.5.2:
) b

4 = Ec Ic I
a

B - R

Para o caso de barras prismiticas; =5 -2F=L1/3 e
entio:

2. 2ET
2 2EI
My = gr (28-4) = -2 (2a-p)
L
L3, . 3m
Mg =T 4 = 2 @
¢
. ] 3EI
MBA = ~3 77 = --£—2 a

Com esses momentos saem também os esforcos
cortantes de extremidade.

Cado se gueira tratar com brocesses que envolvam os
"termos de carga", £ e I, ter-se-a:
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A 6EI
8 == —©b
¥ 82
B 6ET
$="§5‘= ——z—-a

No caso da fig. 5.1.b os fatores de carga
equivalentes seriam obtidos com o auxilio da fig. 5.3.

FIG.5.3 - FATORES DE CARGA PARA L.I.DE CORTANTE
Da fig. 5.3:
1
d = -8B = —ECIC 7

Para o caso de barras prismiticas:

M - m o . SEL
AB - BA 2
_ L

3EI
] - 1 = - —
MAB MBA 1‘32

0s termos de carga seriam:

g = -p - - °EL

2
£
Com esses momentos, com condi¢des de equilibrio,
saem os esforcos cortantes de extremidade.

No caso da fig.5.1.¢ a solicitagic seria sé axial e
o esforgo de compressdo N, resultante, seria:
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ES
NE=T
Nio se pretende nesta publicagio estruturar
programas ou desenvolver algoritmos para programagic em
computador; fica aqui apenas delineada uma metodizacio
plausivel, deixando-se o resto por conta de alguém que
se interesse pelo assunto.
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CAPITULO VI

LINHAS DE INFLUENCIA DE ESFORCOS EM
VIGAS CONTINUAS

6.1. INTRODUGEO TEORICA

Apenas como ilustragdo de uma técnica interessante,
de origem "egtatica", apropriada para um tipo particular
de estruturas, serd aguili desenvolvido o cdlculec de
linhas de influéncia de esforgos em vigas continuas,
recaindo em linhas de influéncia de esforgos elementares
associados a barras geometricamente determinadas. O
acoplamento das barras para compor a estrutura ficarad
restrite a problemas correspondentes a carregamentos
fixos sobre a viga continua,

Seja o cagso de obter a linha de influénecia 7n(s) de
um esforgo E em pripcipio correspondente a uma segio C

e pensado como "pertencente" a um tramo r-s da viga.

Para se obter 7{s) num tramoe genérico i-j,
utiliza-se o esquema de solugsio da fig.6.1; a carga, s
no tramo i-j, pode ter sua posigac definida pelo
paridmetro adimensional §£.

A idéia essencial é introduzir momentos externos de
forma a dimpedir, num problema {0}, que o8 efeitos da
carga se espalhem para fora do tramo i-j carregado. Isso
se congegue aplicando os simétricos dos momentos de
engastamento perfeito, mij(g) e Hui(é)' que por serem

funigdo de ¢ s3o0 linhas de influéncia desses egsforgos.
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FIG. 6.1 - ESQUEMA DE SOLUCAO

Evidentemente se i-3j for tramo de extremidade basta
utilizar um deleg, no caso de a extremidade ser
engastada, ou entdo, se a extremidade for articulada,
utilizar m{j(g) ou mji(f); também pode ocorrer o casc de

i-j corresponder a uma barra em balango, caso em que se
utilizard Mr (&) e Mr (&) .
ij ji

Para reproduzir o problema original, aplicam-se
entdo os proprics momentos de engastamento perfeito,
cujo simétrico fora antes adicionado; colocando em
evidédncia og wvalores numéricos desses momentos regultam
problemas {i) e (j) independentes de £.

Com isso: )

60



#

se i-3 = r-s — q{f) Eimij(g) + 33%31(5)

se 1-3 r-s — n{&) notf) + Eimi () + Ejﬂji(f)

k|

E interessante observar que a mesma idéia pode ser
utilizada mesmo  guando se tratar com esforgos
naturalmente nidc associdveis a um tramo como as reaqgdes
de apoio e os momentos na viga sobre os apoios; no caso
da reaqgic o esforgo ‘'pertencera" a ambos os tramos
adjacentes; no casc dos momentos "pertencerid" a qualquer
dos dois tramos, ou, sistematicamente ao "outro®,

Os momentos de engastamento perfeito, na convengdo
de Grinter, para carga unitiria em ¢, numa barra A-B,
sairiam, com a=f{f e b=(1-{}{, de:

2
Pab 2
M = > — M= EE-H°E
Pazb 2
Moa = JE: — Mg, = - £ a0
, . Pab f+b A -
My = > 7 — mAB = 3 (1-£) (2-8) ¢
. Pab f+a . £ 2
a2 T T T sz RS
Moo= Pa — Moo= e
Mé’A = - Pb — mgA = - {1-£)8

Essas expressSes estdo tabeladas no final desta
publicagdo, para ¢ variando em 0,05, de 0 a 1; ver
TABELA 1. '

Os valores de nO(E), linhas de influéncia de um

esforgo numa segdo definida associada a um tramo, para
carga nesse tramo, estdao tabeladas, em termos de
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formulirio, na TABELA 2 do final da publicagio.
A primeira expressfo da segunda parte dessa tabela,
corresponde a T (.E):Mc(f) para a segdo C definida pela

ordenada y{, conforme fig.6.2.a, no caso de viga com
extremidade A e B engastadas e para £svy.

j -+

g |
{al 31

. E ;

: y Mc | M

I Al
-nlAB Ter.AB ’“LBA'nZ'BA

tct ;—n—\

1-¥F
(1-pE}

FiG.6.2- EXEMPLO DE CALCULO OE W_(§)

Para calcular 1, €3] =MC (!}, pode-se retirar og
vinculos correspondentes a I A8 (£) e EIIIB A {{), conhecidos,
e MC {£), incognito, obtendo o eatado de forgas da fig.

6.2.b. A egse estado de forgas, impSe-se o estado de
deslocamentos da fig.6.2.c¢, compativel, sem deformagio,
com um deslocamento "unitdrio” em sentido contrdrio a
Mc_. mantendo, & c¢laro, a geometria de deslocamentos
infinitesimais; do Principio dos Trabalhos Virtuais, 3j&

isolando M. =M, {£) =, {£), tem-se:
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MC = {1-7) &8 - mAB(l—y) + mBAY p/ Esvy

Para cada nd gue, no calculc de qualquer das linhas
de influéncia gque se deseja, venha a ser blogqueado,
deve-gse previamente resolver o problema de aplicar um
momento unitidrio, hordrio, determinando og diagramas de

esforges internos e as reagdes.

6.2. EXEMPLC

Determinar as 1linhas de influéncia de alguns

esforgos na viga continua da f£ig.6.3.

,;__EE_,wr
L 2 3 o 4 S5¢
. 3 P 8j e 3 ¥
[ am L - 1om 12m [ 1om l
k| 1 | Ll

F1G.6.3-EXEMPLO. VIGA CONTINUA

No tragado de uma gualguer linha de influéncia
deverdo ser, nic simultaneamente, blogueados os nés 2, 3
e 4, Um primeiro passo no calculo & o de resolver os 3
problemas correpondentes a aplicar momentos unitirios em
cada um desses nés. Como serdo determinadas linhas de
influénecia de diversos esforgos, seria interessante ter
em mios os diagramas de esforgos internos em cada caso;

isso consta da fig.6.4.

€3



Vp -
= \ 0.009993
0,13552
R . F]
(V2 &0,13552 10,17057 0,04514 0,009991
/ )
(3) . e .y ’
3
eI, o gosess 01332
iz B
o,nmf .
0,01998
- ET—
> LT T %
Lo,02008 \ 0,07030
L R *o,oaass @o,o&nu o,osozae o.oageei
((a) .n . @; —
4
<
o,oamvf
0,05344/
R )
k W_ ?o,oosgg *0.07196 o.ooa&:T 0,05344}

FIG. 6.4 - ESFORCOS PARA MOMENTOS APLICADOS
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Calcular ordenadas em quartos de v83o e utilizar m
unidade de comprimento.

como

a) L.I. de Ma (> 0 tragic embaixo}

tramo 1-2 (carga em 1-2; esforgo em 3-4)

Mr

n(f) = -Mr .0,1443 = -0,5772.£
21 I
21
mu
3 51/¢ "
0 -1,000 0,5772
0,5 -0,500 0, 2886
1,0 1) 0

tramo 2-3 {carga em 2-3; esforgo em 3-4)

‘fmr
32
=M 0,2 = 2,886,
(&) 13 0,2886 7
Mo
3 e 1
0 b 0]
g,25 -0,1372 -0,3382
0,50 -0,1875% ~-0,5411
0,75 -0,1640 ~0,4733%
1,00 0 0
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tramo 3-4 (carga em 3-4; esforgo em 3-4}

¢y = nO(E) + .‘fH34.0,2886 - 31143.0,2719 =
= (£)+3,4632 Mﬁ 3,2628 T“—a
=Ty 3 e e '
qo(g) = {(1-0,5)§.12 - m“(l-O,S) +}H43.0,5 p/é=0,5
= (1- .12 - -0,8 .0, o,
nﬂ(é) (1-f)0,5.12 JHM(:!. 0,5} + 51143 0,5 p/£z0,5
‘ m m
7{f) = 6f£ - 2,5368. 14 + 2,7372.% p/§=0,5
' M m,, '
n{&) = 6(1~£)—2,5368.-——E~ + 12,1372 . —5- p/£=0,5
¢ m“/ﬂ 51143/8 _ ]
0 ] 0 0
0,25 0,1406 -0,0469 1,0150
0,50 0,1250 -0,1250 2,3407
0,75 0,0469 -0,14086 0,9962
1,00 0 0 0
tramo 4-5 (carga em 4-5; esforgo em 2-4)
m45
n{f) = ~81145.o,2719 = -2,719.—~
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¢ My n

) o 0
0,25 0, 1406 -0,3823
0,50 0, 1250 -0,3399
0,75 0, 0469 -0,1275
1,00 0 0

Os resultados estio esquematizados na fig.6.5.

FiG. 6.5 - L. L

b) L.I. de lV!3

tramo 1-2 (carga em 1-2; esforgo em 3-2 ou 3-4)

(> 0 tragdo embaixo)

mrl
: 21
Y T = -1, =t
7{£) 1 0,3552 1,4208 7
m"
§ 5/t n
0 -1, 000 1,4208
0,5 -0,500 0,7104
1,0 0 0
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Eramo 2-3

(carga em 2-3; esforgo em 3-4}

M
32
- 1 = |
n{§) = m32.0,7104 7,104.~5
mr /e
£ 12/ n
0 0 0
0,25 ~0,1172 -0,8326
0,50 -0,1875 -1,3320
0,75 -0,1640 -1,1651
1,00 0 0

tramo 3-4 {carga em 3-4; esforgo em 3-2)

=—m . . =
1 (%) 44-0,2896 + B, .0,0999
m
LT Mya
= - 3,4752.— + 1,1988.—F—
¢ M, /¢ LURA n
0 0 0 0
0,25 0,1406 -0,0469 -0,5448
0,50 0,1250 -0,1250 -0,5843
0,75 0,0469 -0,1406 -0,3315
1,00 0 0 o
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tramo 4-5 (carga em 4-5; esforgo em 3-2 ou 3-4}

3m45
=M .0,0999 = 0, —
n(&) 45 29 999.—
£ M./t 7
0 0 0
0,25 0, 1406 0,1405
0,50 0, 1250 0,1249
0,75 0, 0469 0,0469
1,00 0 0

Os resultados estfio esquematizados na fig.6.6.

1 2 3 4 5

FIG.66 -L.I. DE My (m)
e}y L.I. de RV4 (> 0 se para cima)

tramo 1-2 {carga em 1-2; esforgo em 3-4 ou 4-5)

’ éll
= -Jin 0, = -0, 8 L ————
n{f) 51121 0,04514 0,1806 i
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" ¢
§ my/ n
0 -1,000 0,1806
0,5 -0,500 0,0803
1,0 0 0

tramo 2-3 (carga em 2-3; esforgo em 3-4 e 4-5)

gnl
32
— 7 — —
n(§) =M;,.0,09028 = 0,9028.—
1
£ 5ﬂ32/£ 7
0 o) Q
0,25 -0,1172 -0,1058
0,50 -0 ,1875 -0,16923
0,75 -0,1640 -0,1481
1,00 0 0

tramo 3-4 [cargai em 3-4; esforgo em 3-4)

n{f)

n(&)

T, (E) + W,

ng(f) + 1,0834.

no(é) =& -

§ - 0,0834.

.0,09028 + ﬂ43.0,00853

Ris

¢

m34

2

m34

) 0

m

+ 0,1024.—5—

M
£

8976 ;mlﬂ
T E

43
[



¢ m34/ﬂ W43/€ 7
0 0 o 0
0,25 0,1406 -0,0465 0,2804
0,50 0,1250 ~-0,1250 0,6018
0,75 0,0469 -0,1406 0,8723
1,00 0 0 1,0000

tramo 4-5 (carga em 4-5; esforgo em 4-5)

n{é) = no(f) + m45.o, 00853 = qu(g) + 0,0853,
(;’,-') 1_E ﬂﬁ_ mﬂ
To = Tt 1
L)} m
n(é) = 1-% + 1,0853. 15 84
£ I
€ M/t Mo/t 1
0 0 0 1, 0000
0,25 0, 1406 -0, 0469 0,8557
0,50 0, 1250 -0, 1250 0,5107
0,75 0, 0469 -0, 1406 0,1603
1,00 0 0 0

m45

[

Os resultados estdoc esquematizados na fig.6.7.
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FI16.6.7 - L.I. DE R,,

De maneira andloga, poderid ser tragada qualguer
linha de influéncia de gualquer esforge. Obviamente,
serd interessante calcular ag linhas de influéncia em
gérie, aproveitando resultados.
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TABELA 1 - LINHAS DE INFLUENCIA DE MOMENTOS DE ENGASTAMENTO PERFEITO

{CONVENCRO DE GRINTER)

_—

1 £ 1 % 1 £ 9 £
| 3 ] L AR A | A 4 3 ¥
£ A 1 A 1} A B A I A g
mwm maa“’ mw”‘ mBA/‘C man”‘ WBAR'
0,00 0 0 0 0 0 -1,000
0,05 +0,0451 ~-0,0024 +0,0463 -0,0249 +0,050 -0,950
0,10 +0,0810 -0,0090 +0,0855 -0,0495 +0,100 -0,900
0,15 +0,1084 -0,0191 $+0,117%9 -0,0733 +0,150 ~-0,850
0,20 +0,1280 -0,0320 +0,1440 -0,0980 +0,200 -0,800
0,25 +0,1406 ~0,0489 +0,1640 ~0,1172 +0,250 -0,750
0,30 +0,1470 -0,0630 +0,1785 -0,1366 +0,300 =3,700
D,35 +0,1478 ~0,07986 +0,1877 -0,1535 +0,350 -0,650
0,40 +0,1440 -0,0960 +0,1920 -0,1680 +0,400 -0,600
0,45 +0,1361 -0,1114 +0,1918 -0,1794 -0,450 «0,550
0,50 +0,1250 -0,1250 +0,1875 ~-0,1875% +0,500 -@,500
2,55 +0,1114 -0,1361 +0,1794 -0,1918 +0,550 =0,450
0,60 +0,0960 ~0,1440 +0,1680 -0,1920 +0,600 ~0,400
0,865 +0,6796 -0,1478 +0,1536 -0,1877 +0,650 -0,350
0,70 +0,0630 -0,1470 +0,1365 -0,1785 +0,700 -0,300
0,75 +0,0469 -0,1406 +0,1172 -0,1640 +0,750 -0,250
0,80 40,0320 -0,1280 +0,0960 =0,1440 +0,800 -0,200
0,85 +0,0191 -0,1084 +0,0733 -0,1179 +0,850 -0,150
0,90 +0,6090 -0,0810 +0,0495 =0,0855 | +0,900 -0.100
0,95 +0,0024 -0,0451 +0,0249 -0,0463 +0,950 -0,050

1,00 0 0 0 0 1,000 0
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TARELA 2 - LINHA DE INFLUENCIA DE UM ESFORGQO EM A, B OU C NUM TRAMO

{CONVENCDES USUAIS)

j_g(‘_*‘ .

YL

.

L
¢ (1-Y)£{-mw(1-YJ+mMY v = -e+m”/c+mmf-c Esy
A;———E ¢ ¢ (I-EIYC-m (1-Y)em |V o= 1-E+R JE+m /L | E Y
VA= 1-E+mAB/{+mﬂA/£’ VD: Eum&ﬂl‘c-‘mﬂh/& -
. “'Wﬁ"""iu(,l'” Vo = g /L E szf(
i————% ¢ (1-5)7{-1{|AB(1-Y) Ve ® 1-§:~mw/{ Ez
vat 1-F,+mw/{. ve® e-mwlc ——
H, = “"Y?H‘*m;uY v. @ -g+m;nft EXY
‘:;——-E | H, = (1-5,Tt+mMY v = 1~5j-mm/l,_ gz Y
VA~ 1-{-;»‘.1[(“/{. vu: e-mm\”’ -
e ¥ 0 c - EsY
i-—“"; Hc = {(Y-g)d Q: N Y‘.
= 1 - —
VA
C 7 E-Me c =t £<Y
— 70 0 £xY
A 8 =
vo© ! _






