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I. Iutroduçiio: 

Nestr trabalho estudaremos tempos de parada para um passeio aleatório homogê1wo 

,·111 H N, 11m hipercubo <l<• dimensão N. obtendo rrs11lté1dos assint,ltiros. 

A n,da instante o processo assumirá uma configuração q11<' s1•rá uma s<'qii,;uda de 

N dementas pertencentes ao conjunto {-1, +I} . T"remos portanto 2-" configuraçôes 

distintas que podem RCr consideradas os vértices <lo hipercnho. 

A evolução do processo dar-se-á em tempo discreto e pode s<'r dcsrrita da sl'guiute 

m;meirn: a rnda passo com probabilidade ½ o passeio pcrmauecení 110 mesmo lugar e com 

prohnhili<lade ½ modificará um de seus elementos escolhido de mau<'ira uniforme. 

Em nosso prim<'Íro teorema, exibiremos a escala dt> tempo rm q111• dois passeios 

nlruh'>rios acoplados se cucontnuu quando N divrrgc. O mesmo teorema pode ser eu­

cout.rndo em [l], mas aqui, a demoust.ração está bastante simplificada. 

O s<'gundo teorema tra~a do iust.ante do primeiro retorno a urna posição já vjsitada pelo 

pnss1•in. N1•ste trorema caracterizaremos, com probabilidade 1, como será t"Ste primeiro 

rl'torno quando N diverge. Est.c resultado fará parte de um artigo df' Castro,Ca.'isandro e 

Gnl\'<'s. 

O terceiro teorema trata do trmpo de retorno a um t"onjunto fixado. Este tempo, 

dr,•idmnPnt.e normalizado, convergi' em lei a uma exponencial dr parãmctro um quando 

N diwrg1·. O q111• foi frito Uf'Ste teorema geurraliza um result11do de Ddlman e Hnrris 

[3) , ondl' é trotado o tempo <le retorno a uma única posição fixada. O artigo dr Dellman e 

Harris Ps1t1da o modelo de Ehrenfest do qual o passeio aleatório no hipr.rruho é uma espécie 

de ,•nsiio microscópica. A nossa demonstração aborda o problema de maneira análoga a 

dl' Cn;,-,;nudro, Galve.s, Olivif'ri e Vares em 12) juntamf'nle com o iwgundo teorema. 

Nosso quarto resultado refere-se ao instante de chegada do passeio a um conjunto 

nlt•al<Írio AJ C H N • Pontos em ,U serão chamados de pontos prl'etos. 

Mostramos que o temro n~essário para o passeio alcançar .1\1, normnlizado pela den­

sidade de pontos pretos, converge em lei a wna exponencial de parâmetro um quando N 

diverge. 

O modelo d~crito acin~a foi estudado por Cassandro, Galves e Picco em 11), o qual 

1WrvJu de motivação geral para este trabalho. Nosso objetivo foi desenvolver e refinar 
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nlguus n·sultmlos qur ali npn,rct·m. 

Xa seqÜl;nriêl aprrscutan·mos a dPscrição do mo1l<>lo e cnunciarl'lnos os· •11mt10 pri1wi­

pais n·s11ltê1dos. Após rssa seção seguirão as resprdivns <lcmonstraç,i<•s . 

II. Notação, Definições e Principais Resultados 

D<'notarcmos por HN = {-1,+l}N o conjunto de configuraçôrs com N i;pius 

±1( hi1.)('rc11bo ). Ell'mentos de Hs i-;erão representados por.,. e e, on seja, a = (111, ... , as) 

onde a, E {+l,-1}, Vi E {1, ... ,N}. 

Dado j E { 1, .•.• N} e a E H N, a. configuração ohtida a partir de a por umn t.ro1;11 

de spin na posiçiio j será dada por ui, isto é : 

sei-f,j; 
sei= j. 

Primeiramente drfinircmos o passeio aleatório homogi>uro a(t) em llN 

Tomaremos u(O) = ,,, 11 E HN 11. configuraçiio inicial " consi<lcrnrcmo~ n ;.q1;11i11I<' 

evolução estocástica <'lll HN: dada a configuração u(t) no l<'mpo t rscollll'mos 11111 í111lin• 

i E {l, ... , X} com probabilidade ¼ e tornaremos o spin u; + 1 rum probahiliclad,• ½. 
Uma rrnlizaçiio drsta evolução estocástica pode ser obtida da srgníut.e mnn<>irn: iutrn­

duzimos duns seqüências independentLs de variávris aleatórias I(t) e qt) ond,. t = 1, 2, .... 
Estas são dcfiuidns em um novo <'SJJIIÇ<l de probabilidade (flN, :F N, U';v ). 

As ,11rili\'C•is b.l<•,tlória.s I(t) assunwm valores 110 conjunto {l, ... ,N}, são iu<lqwn­

dentcs e idmticamente distribuídas e para qualquer k E {1, ... ,N}, lPN{J(t) = k} = iv· 
As variáveis aleatórias U(t) são independent.es, idc1,ti1'11mente <listrihuMa.-. com di11-

tribuição uniforme em [O, 1), isto é ; IPN(U(t) < u) = u plU'a V u e (O, 1). 
Assim, 

{ 

u,(t -1,w) se I(t,w)-:/; i ; 

u;(t,w) =: +1 se I(t,w) = i; U(t,w) < ½; 

-1 se I(t,w) = i; U(t,w) ~ ½-
O passeio aleatório homogêneo pode ser construído a partir de um outro passeio nl<·ntório 

{(t). Tomamos {(O)"" T/,77 E HN e definimos {(t) ,t E DV, como um passeio alcat1írio 
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f'lll HN, definido no espaço de probabilidade (ílo,.:Fo, 1Pa) com probabilidade de transição 
'-d11.da por: 

. l 
.1Po(!(k+l)=11'le(k)=11)= N' pa.ratodo k~O.iE{l, ... ,N}er1EHN. 

Note que lPo(e{k + 1) = 11l{(k) = 11) = O e o processo e(t) é periódico. 

Introduziremos agora um meio aleatório em nosso espaço de configurações. 

Seja }./ um subconjunto aleatório de H N , definido no espaço de probabilidade 

(n,.,, :F N, 1P N) . Cada ponto ~o hipercubo pertencerá a M com probabiliclacle #,, 1 > o, 
independentemente dos outros pontos, ou seja, terá distribuição de Bernoulli. 

Assim para qualquer F C H N, 

onde IFI é o cardinal de F. 

A partir de agora, se nenhuma ambiguidade ocorrer, omitiremos os índices dos espaços 

de probabilidades. 

Notação: 

e- : passeio aleatório homogêneo com configuração inicial e-(o) = (-1, ... ,-1). 

e+ : passeio aleatório homogêneo com configuração inicial {+ (O) = ( + l, ... , + 1 ). 

e~ ; ()R.'>Seio aleatório homogênm com configuração inicial ,, E H N. 

a- ; pMseio aleatório homogêneo com configuração inicial a-(0) = (-1, ... ,-1). 

a+ : passeio aleatório homogêneo com configuração inicial a+(O) = ( +1, .•• , +1). 

u": passeio aleatório homogêneo com configuração inicial q E HN. 

tN = inf(t > O: a+(t) = u-(t)). 

t'Ji' = inf(t >O: u"(t) = u<(t)). 

V{O, N..,) = {u+(o), ... ,u+(N..,)}. 

Oba.: A diferença entre {(t) e u(t) é que {(t) salta a cada passo com probabilidade 1, 

enquanto que u(t) tem probabilidade½ de não saltar. 

3 



Resultados Principais 

Consid,·rc> dois passeios bomogênros u+(t) e u-(t) construídos si11111ltn11,.,a111!'11tl' ro111 
o auxílio das ,11riáveis nl('atórias [(f) e U(t) . 

O teor<'ma I, a i;cguir, mostrará que· o número de passos nc-ccssários pa.rn. os doit1 
passeios acima s<' encontrarem será da ordem de .VlogN quando N diverge. 

Ei,te resultado, será muito utilizado em outras <lrmouslrações. 
Teorema I: Seja f"i, = inf(f >O: 11+(t) = u-(t)}. Então. 

e 
lim ff'(I ,.,

1
·N "' - t j > é) = O, V é> O. N-00 1-i ogit 

O trorema II, a sPguir, prova que o primeiro retorno <lo passeio {(t) a uma posição 
já vii.itnda será, com probabilidade 1, do tipo ((j) 'f' W) \/i,j $ k + 1,{(k + 2) = !(k) 
quando N diverge. 

Teorema II: Sejam SN = inf(k >O: ~(k) E W0), ... • ~(k -1)}) e 
f1 = i11f(k >O: I(k) = l(k-1)). Então, 

lim JJ>(SN = f1) = 1. N-oo 

O terceiro lf'Orema trata do tempo que cr+(t) gasta para retomar a um conjunto fixn<lo. 
Este tempo, con\'<'nientemcnte normalizado, tem lei exponencial de parâmetro 1 qumulo 
N diverge. 

Teorema III: Sejam RN = inf(J.· > N": u+(k) E V!O,N"I) e 
Jhv = min(n E p;: ff'(RN ~ n) $ e-1 ). 

Então, para O < 1 < 1 temos: 

O próximo resultado refere-se ao tempo gasto, pelo pa.'lseio homogêneo {( t) , para 
alcançar um ponto do conjunto 111 . 
Teurema IV: Seja 0 = inf(t >O: f 1(t) EM). Para O< 1 < 1 e ó> O temos: 
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A '1emon11trac;ão do último teorema utilizará fortemente o fato dr. que ns posiçÕl-s 

ocupadas pelo processo serão distintas a cada passo em um tempo dn ordem de N., quar,do 

N diverge. 

Os teoremas II e IV foram enunciados para o passeio {( t), ~111\~ c-xteusões par11 o pns:.eio 

homogêneo u{ t) são válidas . 

Por convenção N-Yt = [N-Yt) e limN-ooo(N) = O. 

III. Resultados 

Demonstração do Teorema I 

A iwguir verificaremos que dois passeios homogêneoe acoplados com configurações 

iuiciais tais <1ue sua distância seja máxima, encontrar-se-ão em um tempo de ordem NlogN 

com probabilidade 1 quando N diverge, 

Teorema I: 

lim NltN N = 1 em probabilidade. 
N-oo og 

(7 
Demonstração : , 

Como mencionamos, ,+(t) ~ C,-(t) eerão coOBtruídos usando o mesmo ~ isto é , a 

mesma et!colha de índices I(t,w) e a mesma escolha de U(t,w) da eeguinte maneira: 

1 
dados u+(t), u-(t) e ~ t.JL~ i- -Í~ ~ e, i .Jl-.c:- se U(t + 1) < ½ então ut(t + 1) = +l, u;(t+ 1) = +l; -, L(~ ~ 

. ~ ºJ:' se U(t + 1) > ½ então ;;(t + 1) = -1, u;(t + 1) = -1. 

r ~ Chamo •N(n) = ~ E 1,t(n) - u;(n) 1 , a distância DO iDBtante n entre os 
i:icl 

dois passeios • 

Pela evolução de u(t) tem08 que •N(n) é ~ a Cadeia de Markff em 

{ O, -k, ... , l!..jl-, 1}, com probabilidade de transição dada po1 : . ~ 
ÍI" e,i-~ a- av.....= 

{ 

1 - z, se JI = z; 
lP(z,11) = z, .e JI = z -1,; ~ , ~ :~ -'-'-"'-- <f= 

O, caso contrário. 

Primeiramente notamos que : 
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onde ,\1 = 1 e ..\1 parn k = 2,, .• , N são '\1Ulávds alt•ntórin!I indcpr11rlc11t.c"ff, 

' ' d · t 1 (1r-o gcoruetri<"ns e parame ro pi. = - -,:r-· 
O kmpo ..\1 é exatamente o número de passos que o processo D N( n) gasta purn ir 

d 1 l·-1 1 Ir e - 7 a --x· 
Te.mos então que suas esperanças e variâncias valem respectivamente : 

E(Àt) = ). = Nj+I' 
"(' ) !•~ N(lr-1) 
r "i = p;l = (N-A:+1)'· 

Agora, 
· N N 
E(t;) = E~1 E(..\A:) = E N-1l+i = N E ¼· 
~ ~ ~~ 

Comd 1_ ¼ - '"'N . ""'/) ~ • [. : ~ µ .,, L ·+ e 
Nlog(N -1) :5 E(t;) :511(/ + logN). ZiJ 

Assim para qualquer t > O, 

Passando ao limite quando N diverge temos que : 

• 
Corolário I: Sejam "" e "' passeios homogêneos em HN construídos simultaneamcnt<', 

com configurações iniciais 17 1 (. Suponh& que D,v(O) = l!'Jl, onde O$/ :5 1. Então, 

para qualquer t(N) que satisfaça lim 1<1NNJ = 00. 
N-oo NfõiN 
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Demonstração: Primi-iro notamos que: 

t'N = inf(t >O: {J(l), ... ,I(t)} = {l, ... ,N}). 
Assim, 

1P(a"(t(N)) ::/: u<(t(N))) :5 IP(tN > t(N)) 

< N(logN + 1) 
- t(N) . 

Portanto por hipótese temos que: 

Note que o limite acima é uniforme, ou seja, independe das configurações 11 e C • 

Corolário II: Seja t(N) tal que lim .vi:',~ = oo. Então, 
N-oo 

onde ( E HN. 

Demonstração: 

■ 

Seja &1( 'I) = tr, a medida uniforme em H N. Esta medida é invariante com respeito à 
evolução do passeio homogêneo, ou ,wja, 

&1(() = L &1(Tf)lP(a"(t(N)) = (). 
•EIIN 

Assim, 

~ L v(Tf)supJP(u+(i(N)) 'F u"(t(N))) 
'IEHN " 

Passando ao limite em N e utilizando o corolário 1 a expressão acima vai a zero e 

portanto temoe o reirultado. 

• 
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O h.·orrma 1 ,. ,wus coroLirios fonwccm o tempo que o protT:,so g;,sta 1111: aln,11~11r o 

equilíbrio, 011 seja. a medida iuvariante. Este resultado será muito ut.ilizndo para simplirnr 

outras drmonstraçôrs. 

Demonstração do Teorema II 

Cousi,1,·re os srguint<"s eventos: 

Ji = {{i1,i2)E {1, ... ,.V}2 :i1 =i2} 

21 
J, = {(i1,---.i:21) E {1, ... ,N} 21 : E l(i=i•l E {0,2, ... ,21} Vi E {1, ... ,N} 

bi ~ 
e (i"···•,iA:+2m-i)'/.J..,.VmE{l, ... ,l-l}, k?l e k+2111-1~2IJ 

Note que J, caracteriza os possíveis tipos de retorno, ou seja, 21 é o número ele passos 

para se dar um retorno. 

Lema I: 

Demontração: 

( ) IJ,I 
IP {J(l ), ... , 1(21)} E J1 = NW 

Prinu•irmuenlc notamos qnc !J,1 $ 2N~ is na.'i duns últimas posiçô<·s os ímli<"r>l 
. ,._.,,, - ~ 

estão fixados a menos de uma permutação. 

Agora divi,lircmos o conjunto J, em dois conjuntos disjuntos: nqll(•les cm que 11s tri•::; 
..... 

últimas posições slio ocupadas por índices distintos entre si e aquele.'i em que na.'i tri'-s 

últimas J>0siçõcs aparecem ap<·nas dois índices distintos entre·si. 

Drnotar<•mos esses conjuntos por J1 e Jj' respectivamente. 

Temos então que: !J1I = IJil + !Ji'I­
Notr. q11f': 

a) !J:I ~ 3! N 21 - 3 , pois as três últimas posiçiws dcwm estar fixadas, a nwuos d,· 

uma prrmut ação, para que ocorra retorno. 

b) IJ:'I :5 N !J,-11 , pois eliminando o par que aparece nas tri~s últimas poi;içiit·s 

temos exatamente um retomo do tipo J1-1; além disso, o algarismo rf'peti<lo po<l<' as,nuuir 

no máximo N valores. 
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Portanto, 
, 

' 
IJ1I < 3! N21 - 3 N 111-d 
N2' - N21 + 1v21 

< 3! N2l-3 N 2N21-• 8 
N21 + N21 $ Nl ' 

Introduziremos agora as seguintes \'ariáveis aleatórias: ( ■ 

~ 

SN = inf(I.?: 2: {(k) E V(O, k - 11),onde V[O, k - 1) ={((O) •... ,{(k - l}};-~ ('::,. 

r 1 = ínf( k ?: 2 : I( k) = /( k - 1 )). -) l ? ~ "-"-~ j. ,; 

r, = inf(k?: 21: (l(k - ~ + 1), ... , I(k)) E J1):..-') \ ~ ""-fa ....\A,~ L 

Lema li : Para l ?: 3 temos: 

Demonstração: 

r 

8 
JP(r, $ n) $ n Nl' 

n 

JP(r, s n) = L IP(f, = k) 
l=2I 

n 

$ L lP{(I(k-21+ l) •... ,I(k)) E J,) 
t=2I 

= (n - 21).lP{(I(l), ... ,1(21)) E J,) 
Portanto, utilizando o resultado do lema I temos: 

O teorema II a seguir, afirmará com probabili<lade 1, que o primeiro retomo do pro­

ct.-sso a uma configuração já visitada será aquele realizado em dois passos. 

J, Teorema II: Para SN e f 1 como definidos anteriormente temos, 

Demonstração: 

lim IP(SN = r,) = 1. 
N-oo 

Inicialmente observamos que SN = miar,. 
12:1 
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PMa prm71rmos rste tem 1•ma r- s11firie11tc mostrar que: 

lim 1P(f1 < .V146 < min f1) = 1, para algum ó > O. 
N-oo ~2:12:2 

Primeiro notamos que : 

lim 1P(f1 < N 1+6) = lim l ~ ~f1 > N1+6) 
N-oo N-oo ~ij 

. 1 1 = hm 1 - ( 1 - - ) 1 
N-oo N 

Por outro lado, 

~ ,.,,. 

...,-~12:2 \ /~3 

. ' 

l 2Nl+6 \ -,- 8·1\'1+6 

ll'(JVIH < ~,i~in r,) ~ 1 - N2 L To· 
Se tomarmos O < t, < ½ a última expressão vai a quando N divcrgr.. Isto co11d11i a 

demonstração do teorema. 

• 
O próximo corolário verificará que não haverá retornos até um inst.ante dn ordem de• 

N.,. 

Corolário III: Para O < -y < 1 temos: 

lim IP(IU(O), ... ,{(N.,t)}I = N.,t + 1) = 1. N-oo 

Demonstrnção: 

lim IP(l{{(O), ... , {(N-,t)}I = N-,t + t) = lim IP(SN > N-,t) N-oo · N-oo 

= lim 1P(r1 > N.,t) 
N-oo 

1 N~c 
= lim (1 - -) = 1. 

N-oo N 

Ili 
Corolário IV: A variável aleatória N-1sN conyerge em lei para a distribuiçiio expo­

nencial de parâmetro 1 . 
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Demonstração: Dast-1\ provannos que para qualquer t > O, temos: 

Ap;ora, 

ILP(sN > tN)- IP(r, > tN)I ~ LP(r, t- sN ). 

Pelo teorema II, lim IP(r, :/- sN) = O. 
N-.oo 

Por outro lado, 

lim JP(r. > tN) = lim (1 - Nl )Nt = e-•. 
N-.oo N-.oo 

Portanto, 

■ 

Ill.3 Demonstração do Teorema III 

Obteremos agora resultados sobre o tempo de retomo do processo a+(t) ao conjunto 

V(O, N'J. A partir de agora V(O, ~') será denotado por F . 

Considere 

RN = iJ1f(t > N': a+(t) E F), e 

n; = inf{t >O: a•(t) E F). 
Proposição I : Para O< 7 < 1 e O< 5 <½,temos: 

lim IP(RN > N 1-t1) = 1. 
N-.oo 

Demonstração: 

Do teorema II temos que: 

lim JP(minr, < N'+') = O. 
N-.oo 12:2 

Sendo assim, 

N' 
< lim -N. 
- H-oo 
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Como por hipótese O < 'Y < 1 o limite acima é zero. 

Portanto, 

Proposição II : Seja F um conjunto fixado de cardinal N.,, O < 'Y < 1. Para é tal que 

'Y + 6 < 1, V 'l r/. F fixado temos: 

li 

Demonstração: Basta dPmonstrarmos para o processo C' . Primeiranwnte most.rarc•mos 
que parn uma configuração fixada em F, o processo(" gastará. um tempo maior qnf' Nl+ 6 

para encontrá-la quando N di\'crgc. 

N 
Fixe ( E F. Ddina d(n) = ½ E I e?(1.1) - (; 1 a distância do pa.'iSl'ÍO e•1 n ( no 

i=l 
instante n. Por hipótese, d(O) ~ 1 pois 1J (/. F . 

Obsrrvc q11c ,l(n' evolue romo o mmldo de Ehn•uf<•st; 011 st•jn, 11nm r1uldn de l\larkuv 
com espaço de estados {O, 1, ... , N} e probabilidades de transição dadas por: 

Sejam 

.. _ { "';;, se j = i + 1; IP,., - ; . . 1 N• se;=1-. 

n 1 =.inf(n > 1: d(n) = 2), 

n2 ::::: inf( n > n1 : d( n) = 2), e ao;sim suces~ivameute. 

A <"ada retorno ao ponto "2", a probabilidade de em seguida Yisítar o ponto"()"' nut<'s 
de voltar ao "2" é -&,· 

Seja K = inf(k ~ 1 : d(n,. + 2) = O), então o tempo para{" alcançar ( é mnior ou 
igual a K. 
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MIIB, 

00 

.IP(l( > t) = E IP(l( = t + j) 
i=l 
00 

= E .IP(d(n1 + 2) #o, ... ,d(nr+;-1 + 2) 1 O,d(nr+; + 2) = o) 
J=I 

= ~(l - _!_)1+;-1 _!_ = (1 - _!_)' 
~ N 2 N 2 N2 • 
i=I 

Note que para t = N 1H o limitt' acima vai a zero quando N diverge. 

Agora terminaremos a demonstração observando que: 

F({'(u) E F, para algum ".:5 N 1H) = 
.:5 L lP(d(u) = O, para algum u .:5 N 1H I d(O) = d((,'1)) 

(EF 

$ N"rJP(d(u) = O, para algum u $ N 1H I d(O) = 1) 

$ N"'(l -(1- ;2 )N
1 ♦1) 

= N"' ( 1 - e.r1,{N 1Hlog(l - ; 2 )}) 

= N"'(l -e.r1,{N 1H(-(;2 + 
2
!4 + ... )]}) 

= N"' ( 1 - t>zp{ -2N•-• - 2N•-3 - ;N•-s - ... } ) 

= N.., ( 1 - [1 - 2 .v•-1 + 2N2
•-

2 
- : Nu-3 + 4N41

-
4 

- ••• ) ) + o(_N) 

= N"r2JV~-l + o(_N). 

Portanto pMsando ftO limite e utilizl\lldo a hipótese 7 + 6 < 1 temos o resultado . 

• 
Proposição III 1 Para O < 7 < 1 e qualquer t(N) > N 1+' tal que lim •<~yv" = O 

N-00 

lim IP( RN > f(N)) = 1. N-oo 
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Demonstração : Para algum O < 6 < 1 temos: 

IP(RN $ t(N)) = 1P(<T+(t) E F, para algum t $ t(N)) 

$ IP(a+(t) E F, para algum~$ Nt+~) + 

+ .u>(a-+{t) E F, para algum N 1+6 < t :S t(N)) 

= 1P(Rr.; < N 1H) + JP(a-+(t) E F, para algum N 1+~ < t $ t(N)). 

Como pela proposição I lixo 1P(RN $ .rv•H) = O, temos: 
N-oo 

1P(RN $ t(N)) $ o(N) + 1P(a+(t) E F, para algum N 1H < t $ t(N)) 

= o(.V) + IP(a+(t) E F, para algum N 1+6 < t < t(N)) -

- L D'(o-"(t) E F, para algum N1H < t $ t(N)) + 

+ L IP(o-"(t) E F, para algum N 1+6 < t $ t(N)) 
r,EHN 

$ o(l\') + L ,,(,,) jJP(a+{t) E F, para algum N1H < t $ t(.'V)) -
1JEH,, 

- IP(o-"(t) E F,para algum N 1H < t $ t(N}) 1 + 

+ L v(11)1P(e1"(t) E F, para algum N 1H < t $ t(N)) 
1JEH1t 

$ o(N) + L ,,(r,)sup.ll'(u+(N1+6) f o-"(N1H)) + 
11EHN li 

I(.\") 

+ }: v(11) L JP(a"(u) e F) 
11EHN •=/\" 1-r• 

$ o(N) + L ,,(17)s11p.lP(o+(N1H) f. o-"(NIH)) + 
~EIIN '1 

(JV-r + l)t(N) 
+ 2N 

Passando ao limite em N , utilizando o corolário I e a hipótese, temos que a prob1ibili<lad<• 

acima ,-ai a zero para algum O < 6 < 1. 

Portanto, 

lim 1P(RN > t(N)) = 1. 
N-oo 

a 
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Lemft III: Considere PN = min(n E /N: JP(RN ~ n) ~ e-1 ) e O< 7 < 1. Então, 

Demonstração: 

Pela definição de {J N temos que: 

Como, 

c-,onduiremOll a demonstraçí'io utilizando a propriedade de Markov. 

JP(fJN - 1 ~ RN < fJN) = IP(fJN - 1 ~ RN < fJN I t1+{fJN - 1) í/. F) X 

x IP(a+(fJN -1) (/. F) 

= IP(a(l) E F I u(O) (/. F) lP(a+(fJN -1) t F) 

= IP(u(l) E F I u(O) (/. F) [JP(17+(pN -1) r/, F) -

- L 11(11)1P(u•(fJN - l) '(. F) + 
.,eu,. 

+ L 11(11)/P(u"(PN - 1) '/. F)] 
qellN 

= IP(<1(l) E F 1 <1(0) '/. F) [1P(<1+(pN -1) '/. F} -

- E 11(11)IP(<1"(PN -1) '/. F] + 
,eu,. 

2N IFI + 
2
~ JP(17(l) E F 117(0) r/, F) 

S JP(11(l) E F 1 <1(0) (/. F) L v(q)[JP(c,+(pN -1) '/. F) -
,e11,. 

- JP(u"(f:JN -1) 'I F)] + 2N 2~1FI :.., 

2N -IFIN"'I 
:$ L 11(11)sup.1P(u+(pN - 1)-:/: <1"(f:JN -1)) + 

2
N N · 

.,eu,. ' 

Passando ao limite quando N diverge temos que o primeiro termo vai a zero pelo 
j,1' 

corolário I e o segundo vai a zero pelo corolário III e pela hipótese. 
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Portanto, 

li 

Lema IV: Existe um número real o satisfazendo e-1 $o< 1 tal que pnrn N sufirir11-

tcmc;1tc grande e qualquer inteiro n temos: 

Demonstração: A verificaç,io do resultado será. feita por indução. 

Para n = 1 o resultndo é direto pois por definição 

fJ.v = min{n EN: IP(Rs ~ PN) $ e-1}. 

Assumiremos agora que a desigualdade vale para o inteiro n. Provaremos para 11 + l 
usando a propriedade de Markov. 

IP(RN ~ J3N(n + 1)) = L JP(RN ~ f3Nn,a(J3Nn) = 11) x 
'lflF 

IP(RN ?: f3N I u(!l) = 11) 

$ IP(RN ~ /1Nn) sup IP(RN ?; /1N I u(O) = 11) 
'lflF 

$ o" sup/P(RN ~ /3.v I u(O) = 11) 
'lflF 

Agora pelas proposições I e II temos que para N suficientemente grande: 

IIP(R'.!.,?: f3N)- JP(RN?: PN) I = 
IIP(R;!., ~ fJN,a"(u) (/. F, u $ Nl+6

)­

- JP(RN?: fJN,a+(u) 'I F,u $ N 1H)I' 
$ 1Jp.,JP(a+(N1H) 'F a"(Nl+6

)) 

Pelo corolario I temos que a probabilidade acima converge a zero quando N diverge. 

Assim, para N suficientemente grande temos: 

16 
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Teorema III: Para O < 'T < 1 temos que: 

Demonstração: Para verificarmos que RN nonnalizado por PN tem lei exponencial de 

paríi.mf'tro 1 quando N diverge basta provarmos que : 

pnrn qualquer .~. f fixados. 

obs.: 1) O item acima garante que se a lei de ~ converge quando N - oo, o limite 

prl'Cisa ser uma lei exponencial ( talvez degenerada). Por outro lado, o lema Ili juntamente 

com est.e item implicam que se t é um número racional positivo, então o limite 

existe e é igual a e-1• Como a lei exponencial é continua., isto é suficiente para provar a 

ronvergrncia para todo t real, o que conclui a prova. 

2) Esta técnic-n. foi utilizada em (2) para a demonstração de outro resultado podendo 

11ervir como reíerência. 

Primeiramente vn.moa moetrar o resultado para uma configuração inicial escolhida 

uniformemente em H N • 

Observe os seguintes fatos: 

17 



Fato 1: 

1 L i,(11}IP( R'k > JJN(t + s}) 
,,eu . .; 

- L i,(17).IP(u"(u) t F, 
11EIIN 

Vu E {l, .. . ,PNt} U {PNt + N 1+a, ... ,PN(t +- s)}) 1 

$ L i,(11).IP(o-"(11) E F, 
r,EIIN 

para alg11111 u E {PNt + 1, ... ,/JNt + N1+6
}) 

/JNl+N'+' 

$ L 11(17) L L IP(u"(u) = () 
r,EIIN v;pN ~ 1\ eF 
N 1+6(N"1 + 1) 

:5 2N 

As..'>im a probabilidade acima vai a zero quando N diverge. 

Fato 2: 

1 L v(q)IP( R1,i > PNs) 
'IEHN 

- I: 11(q)JP(a"(u)tF,Vue{N1+', ... ,/JNs}) I 
'IEIIN 

:S L i,(11 )IP ( a"( u) E F, para algum u E {1, .. . , N 1+6}) 
'IEHN 

N'+' 

:5 L 11(17) L L IP(a" = () 
'IEHN •""1 (EF 

N 1+6(N"1 + 1) 
< ------ 2N 

Novamente, quando N diverge a probabilidade acima vai a zero. 

Fato 3: Considere a seguinte expressão: 

1 L 11(17)1P( R'.!., > PN(t + .1)) 
.,eu,., 

- L v(17)1P( R'/.J > /JNt) L i,(17).lP( ni > /JNS) 1 
,e11,. "eH,., 
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Agora utilizando a propriedade de Markov, os fatos 1 e 2 a expressão acima é limitada 

por: 

l E E 11(11)1P(ni > .8Nt,a'(.8Nt) = ic) 
lfEll,, ,cfF 

x [1P(a"(u), F,Vu E {Nt+' , ... ,/JNa}) 

- JP(u"(~), F, Vu e {N1
H , ••• ,PNa})] 1 

:5 L v(r,) L sup 1P(u"(N1H) :,l: a"(N1H)). 
lfEIIJV •r/.F "EH11 

Assim, passando ao limite quando N diverge e utilizando o teorema I temos que a expressão 

acima vai a zero. 

Resta-nos mostrar agora que: 

Com efeito, 

IJP( RN > PNt) - IP( u+(u) r/. F, Vu e {N1♦•, • .. ,PNt} }j 
S 1P(RN < Nl+'). 

Da mesma ÍOflllft, 

Portanto, 

11P(R1', > fJNt) -1P(a'(u) t F, Vu E {N1H, ... ,J1Nt} )1 
:51P(R~ < NtH). 

IJP( RN > fJNt) - IP( R'k > /lNt) 1 

S IJP(u+(u); F, Vu e {N1H , ... ,J1Nt}) 

-JP(u'(u) r/. F,Vu e {N1+', ... ,/JNt}} +o(N)I 

:5 sup 1P(u+(N1H}-/; u'(N1H)) + o(N). 
'1EH11 

Agora pBSBando ao limite quando N diverge e utilizando o teorema I temoé o resultado. 

• 
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Proposição IV : ( "Lema ,la Reflexão" ) 

Para u,., fixados temos: 

Demonstração : 

Seja C a classe de conjuntos tal que: 

2c 

e= {(i1,-••,Í2c)iC= 1,2, ... : Ll(i=i•) é par para todo i E {l, ... ,N}}. 
•-1 

Notequeseu(k)='li, ... ;. =11 então (i1, ... ,i,)EC. 

Primeiramente notamos que: 

IP{V[O,.,] n V[.,+ 1,., + u) = 0) 

Por outro lado, 

= IP(,, rJ V[à + 1,., + u), ... ,u(.,) r/ V[.,+ 1,a + uJ) 
=IP((i1,•••,im,)'/.C, para .,+1$1111 $.,+u, ... , 

.:. (i., ... ,im,)(/.C, para a+1$m.$.,+u) 

IP(V[O,u -1) n V[u, u +-') = 0) 
= B1(u(u) (/. VIO, u - 1), ... , u(u + .,) (/. V[O, u - 1)) 

= B1((im.,••· ,i.) í/.. e, para 1 :S: m1 $ u -1, ... 1 

... (irn,, ... , i.+.) </. C para 1 $ m. $ u - 1) 

Portanto temoe a igualdade das probabilidades. 

Corolário V I Para qualquer a > 1 tem<>11 que: 

Demonstração : 

20 
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Utilizando a proposição IV temos que: 

1P(V[O,N11 l n V[N· + 1, N· + N., + 1) = 0) 
= .o>(v[O,N"') n V[N"' + 1,N• +N., + 1) = e) 
::; .o>(RN > N• + N"' + 1). 

PMsnn<lo ao limite e utilizando a proposição III temoe: 

111.4 Demonstração do teorema IV 

• 

Seja 9 = inf{t > O;!"(t) E M); ou seja, o tempo que o processo f'(t) leva para 

ak.ançar o conjunto M. 

Proposição V : Para O < 1 < 1, temos: 

lim E( 1P(0 > N"'t ) ) 
N--00 

-1 = e . 

Demonstração : . Notamos primeiro que para w E il fixado : 

( ) 

N · N 

.o> e > N.,t = 1..,,MJ /, .E 1 ... , '"'• ... k . E 1 .. ,, ... •111-., «MJ· 
•a=l ~ ,,...,,=t 

Denotaremos por 

F, (N) = {(i1, ... 'iN,,) E {1 •... i N}N"I' VI= 1, ... t N.,t, ,,i, ... i, t {q, ,,;, t ••• t ,,;, ••• ;,_, }}; 

E(1P(0 > N"'t>) = N!,, L E{l{'lfM)•••l(•·•···'111-.,,M)) 
i'EF,(N) 

1 " -+ NN'I L..J E(1(,fM) •• . 1, ....... 111,,fM}) 
i'EF2(N) 

= IF,(N)I (1 __ 1 )N"c+t 
NN"I N"Y 

+ N! .. , L E(lf,fM}•··1,.,, ... ,,.,,,AfJ) 
i'EF2(N) 
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Pelo corolário III, 

Portanto, 

_ ) ( l )N1 1+1 lim E(1P(0 > N..,t) = lim 1- -N = e-1
• 

N-oo N-oo "'ft 

Teorema IV : Para O< 'Y < 1, e e> O, temos: 

Demonstração : 

UtilizaJ}do a desigualdade clássica de Tchebyshcv temos : 

1P(l1P(0 > N"'ft) - e-1l > ") ::; : 2 E[ ( ff>(0 > N _"'t) - c-
1)2] 

= t~ [ E[ ( JP(0 > N 7t))2] 
- 2e-1E( JP(0 > N 7t)) + E(e-1

)
2

) 

= e~ [ E[ ( 11'(0 > N..,t) f] 
- 2e-1E( JP(0 > N 7t)) + e-21

} 

Resta-nos calcular E[ ( JP(0 > N'rt)) l 
Para w E fi fixado, 

Agora. considere G• = { '1;;, ... , '1;; ... ij,,, } . Pelo corol:irio III, 

22 
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Por outro lado, fixado ( ij, . .. , iiv~ 1) temos pelo teorema _III que: 

Assim, 

Pnssando AO limite em N temos que : 

Portanto, com o resultado da proposição V : 

• 
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