


I. Introdugao:

Neste trabalho estudaremos tempos de parada para um passeio aleatorio homogéneo
em Hy, um hipercubo de dimensao N, obtendo resultados assintdticos,

A cada instante o processo assumira uma configuragio que serd uma seqiicncia de
N clementos pertencentes ao conjunto {—1,+1} . Teremos portanto 2V configuragies
distintas que podem ser consideradas os vértices do hipercubo.

A evolugao do processo dar-se-a em tempo discreto e pode ser deserita da seguinte
mancira: a cada passo com probabilidade % 0 passeio permaneccta no mesmo Jugar e com
probabilidade % modificara um de seus elementos escolhido de maucira uniforme.

Em nosso primeiro tcorema, exibiremos a escala de tempo em que dois passcios
aleatorios acoplados se encontram quando N diverge. O mesmo teorema pode ser en-
contrado em [1], mas aqui, a demonstragao esta bastante simplificada.

O segundo teorema trata do instante do primeiro retorno a uma posigio ja visitada pelo
passeio. Neste tcorema caracterizaremos, com probabilidade 1, como sera este primeiro
retorno quando N diverge. Este resultado fard parte de um artigo de Castro,Cassandro e
Galves.

O terceiro teorema trata do tempo de retorno a um conjunto fixado. Este tempo,
devidamente normalizado, converge em lei & uma exponencial de parametro um quando
N diverge. O que {oi feito neste tcorema generaliza um resultado de Bellman e Harris
[3] . onde é tratado o tempo de retorno a uma tinica posigdo fixada. O artigo de Bellman e
Harris estuda o modelo de Ehrenfest do qual o passeio aleatério no hipercubo é umna espécie
de versio microscépica. A nossa demonstragao aborda o problema de maneira andloga a
de Cassandro, Galves, Olivieri e Vares em {2] juntamente com o segundo teorema.

Nosso quarto resultado refere-se ao instante de chegada do passeio a um conjunto
aleatério M C Hy . Pontos em A serio chamados de pontos pretos.

Mostramos que o tempo necessério para o passeio alcangar M, normalizado pela den-
sidade de pontos pretos, converge em lei a uma exponencial de pardmetro nm quando NV
diverge.

O modelo descrito acima foi estudado por Cassandro, Galves e Picco em {1], o qual

serviu de motivagio geral para este trabalho. Nosso objctivo foi desenvolver e refinar
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alguns resultados que ali aparecen.
Na seqiliéncia apresentaremos a descricdo do modelo ¢ enunciaremos os quatro prinei-

pais resultados. Apos essa se¢ao seguirio as respectivas demonstragoes .

II. Notagao, Definigoes e Principais Resultados

Denotaremos por Hy = {~1,+1}" o conjunto de configuragdes com N  spins
£1( hipercubo ). Elementos de Hy serdo representados por 7 e £, on seja, 0 = (0),...,0x)
onde 0; € {+1,-1}, Vie {1,...,N}. '

Dado j € {1,....N} e o € Hy, a configuracfio obtida a partir de o por uma troca
de spin na posigio j serd dada por o7, isto € :

(o) = {f‘;,., gy
Primeiramicnte definiremos o passeio aleatorio honogéneo a(t) em Hy .

Tomaremos o(0) = 5, » € Hy a configuragio inicial ¢ considerarcmos a seguinde
evolugio estocastica em Hy: dada a configuragio o(t) no tempo t escolhemos um indiee
it €{1,...,.N} com probabilidade -,:—,— e tornaremos o spin ¢; + 1 com probabilidade %

Uma realizacio desta evolugio estocsstica pode ser obtida da scguinte maneira : intro-
duzimos duas scqiiéncias independentes de varidveis aleatérias I (#)elU(f)ondet =1,2,....
Estas sdo definidas em um novo espago de probabilidade N, Fn, IPN).

As varidveis aleatérias I(t) assumemn valores no conjunto {1,..., N}, sio indepen-
dentes e identicamente distribuidas e para qualquer k € {1,...,N}, Pn{I(t)=k}= ol

As varidveis aleatérias U(t) sio independentes, identicamente distribuidas com dis-
tribuicdo uniforme em [0,1], isto é , Py(U(2) < u) = u para V u € [0,1].

Assim,

oi(t—1,w) sel(t,w)#i;
oi(t,w) = { +1 se I(t,w)=14; U(t,w)< §;

-1 se I(t,w) =i; U(t,w)> 1.
O passeio aleatério homogéneo pode ser construido a partir de um outro passeio aleatorio

£(t) . Tomamos £(0) = 5,7 € Hy e definimos £(t) ,¢ € IV, como um passcio aleatorio
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e Hy, definido no espago de probabilidade (Qo, Fo, IPy) com probabilidade de transicio
~

dada por:

Po(€k +1) = nilé(k) =) = Ttr‘ para todo k >0,i € {1,...,N} e 7 € Hy.

Note que IPo(é(k + 1) = n|¢(k) = n) = 0 e o processo £(t) é periédico.

Introduziremos agora um meio alcatério em nosso espago de configuragdes.

Seja M um subconjunto aleatério de Hy , definido no espago de probabilidade
(ﬁn.?n,ﬁn) . Cada ponto do hipercubo pertencera a M com probabilidade ﬁ;,? >0,
independentemente dos outros pontos, ou seja, tera distribui¢io de Bernoulli.

Assim para qualquer F C Hy,
yg =0 = 1 iFl
lP(MﬂF-D)-(l-—N.’) .

onde |F| é o cardinal de F.

A partir de agora, se nenhuma ambiguidade ocorrer, omitiremos os indices dos espagos
de probabilidades.

Notagao:
™ : passeio alcatério homogéneo com configuragio inicial £~(0) = (—1,..., -1).
§* : passeio aleatério homogéneo com configuragio inicial £+(0) = (+1,...,+1).
§" : passeio aleatdrio homogéneo com configuracio inicial n € Hy.
o~ : passeio aleatério homogéneo com configuragio inicial 0~ (0) = (~1,...,-1).
ot : passeio aleatério homogéneo com configuragio inicial o%(0) = (+1,...,+1).
0" ; passeio aleatério homogéneo com configura¢io inicial n € Hy.
ty =inf(t>0:0%(t) = a‘-(t)).
th¢ = inf(t > 0: 0"(t) = o< (2)).
VI{0,N?] = {a%(0),...,0*(NT)}.

Obs.: A diferenca entre £(t) e o(t) é que £(t) salta a cada passo com probabilidade 1,
enquanto que o(t) tem probabilidade j de nio saltar.
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Resultados Principais

Considere dois passeios homogéneos ot(t)e o7 (1) construidos simultancamente com
o auxilio das varigveis alcatérias I{t) e U(t) .

O teorcmia I, a scguir, mostrard que o ndmero de passos necessirios para os dois
passcios acima se cncontrarem serd da ordem de NlogN quando N diverge,

Este resultado, sera muito utilizado em outras demonstragées.
Teorema I': Seja ty =inf(t > 0: a*(t) = 0~(t)). Entéo.

llm (IXI(—JEV 1]>é)—0 VY§>0.

O teorema I1, a seguir, prova que o primeiro retorno do passcio &(t) & wma posigiio

jd visitada serd, com probabilidade 1, do tipo &(5) # €(5) Vi,j < k + 1 &k +2) = £(k)
quando N diverge.

Teorema II: Sejam Sy = inf(k > 0:¢(k) e {£0),.... 8k -1)}) e
Ty = inf(k > 0 : I(k) = I(k — 1}). Entéio,

Jim P(Sy=Ty) =1.

O terceiro teorema trata do tempo que o*(t) gasta para retornar a um conjunto fixado.
Este tempo, convenientemente normalizado, tem lei exponencial de pardmetro 1 quando
N diverge.
Teorema III: Scjam Ry =inf(k > N7 ot(k) € V[O,N7)) e

By =min(n € IN: P(Ry > n) < e~ )

Entéo, para 0 < 7 < 1 temos:

,}i_l.noo IP(RN > ﬂNt) =et

O préximo resultado refere-se ao tempo gasto, pelo passeio homogéneo () , para

alcancar um ponto do conjunto M .

Tevrema IV : Seja © = inf(¢>0:¢7¢t) e M). Para0 < 7<1 e § >0 temos:
lgi_g.wﬁ(w’(e >N) -7 > §) =,
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A demonstracdo do dltimo tcorema utilizara fortemente o fato de que as posigoes
ocupadas pelo processo serdo distintas a cada passo em um tempo da ordem de N quando
N diverge.

s teoremas II e IV foram enunciados para o passeio {(t), suas extensdes para o passeio
homogéneo o(t) sio vilidas .

Por convengao N7 = [N7{] elimy_oofN)=0.

II1. Resultados
Demonstragao do Teorema I
A seguir verificaremos que dois passeios homogéneos acoplados com configuragdes
iniciais tais que sua distincia seja mdxima, encontrar-se-4o em um tempo de ordem NlogN
com probabilidade 1 quando N diverge.
Teorema I:

. In -
A!llnw Niogh = 1 em probabilidade.

Demonstragao : |1
Como mencionamos, #¥(t) e o~ (t) serio construidos usando o mesmow ,isto é , a
mesma escolha de indices I(f,w) e a mesma escolha de U(t,w) da seguinte maneira:
dados a*(t), o~ () e I(t +1) <X) >
' ‘j},
~—seUt+1)<) entio of(t+1)=+1, o] (t+1)=+1;
-l

seU(t+1)> % entio of(t+1)=~1, o] (t+1)=~1.

: GwL Chamo By(n) = ;i 2% | #F(n) — a7 (n) | , a distincia no instante n entre os
dois passeios . =
Pela evolugio de o(t) temos que Bn(n) é wwma Cadeia de Markev em
{0.4,--+» ﬂﬁ-l, 1}, com probabilidade de transigao dada por:

-z, sey=uz;
P(z.u)={=, sey=z—}; s
0, caso contrério.

Primeiramente notamos que :

N
ll-v=Zz\t .

k=]
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onde Ay =1 e A\ para k = 2,...,N sio varidveis aleatérias independentes,
geométricas de parametro pi =1 - ('"W_l_)
O tempo A; € cxatamente o niimero de passos que o processo Dy(n) gasta para ir
k=1 k
del - SN a 1- ~
Temos entdo que suas esperangas e varidncias valem respectivamente :

E(\) = 35 = x4
V) = 2 = Fol

.Agora,
E(ty) = E('\*)'EN:I;T‘—NZF

) o A Mt
]r = logN , temos; __2 z My 4 .+ s
Nlog(N -1) < E(ty) <W‘(f+lagN) ZI\)

Assim para qualquer ¢ > 0,

Ptz - Bl > € E(y)) < 7%
= NN = 1)|rtar +... +1]
B e N2log?N
NV DI+ £ ]
& NlogN

Passando ao limite quando N diverge temos que :

m P(l

N o0

6
E(ty) -1 > c) 0.
]

Corolirio I: Sejam ¢" e o¢ passeios homogéneos em Hy construidos simultaneamente

Y

com configuragbes iniciais 7,(. Suponha que Dy (0) = L’# ,onde 0L f 5 1. Entdo,

Jim P (o"((N)) # a(t(N)) =0,

(N

para qualquer {(N) que satisfaca hm 1o

= 00.
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Demonstragao: Primeiro notamos que:
ty =inf(t > 0: {I(1),...,I(1)} = {1,...,N}).
Assim,
P(o"(¢(N)) # (V) < P(ty > ¢(N))
P N(logN +1)
- HN)

Portanto por hipétese temos que:
lim lP(a"(t(N)) # a<(t(1v))) =0.
N—oo
| |
Note que o limite acima é uniforie, ou seja, independe das configuragdes ne(.
Coroldrio II: Seja t(N) tal que Nlim ﬁ%—;v = 0o. Entao,
—00

(o= - oo,

onde { € Hy .
Demonstragao:
Seja v(n) = p'r a medida uniforme em Hy. Esta medida é invariante com respeito &

evolugiio do passeio homogénco, ou scja,

Q) = Y vnP(o"(HN) = ().

nEHN

Assim,

IP@E* (N =) = x| = [PH M) =) = T em)P("e(V)) = ¢)]

n€HN
< Y vn)|P(a* (tN)) = ¢) - P(o™(t(N)) = ()|
" n€HN
< Y vim)supP(a*(t(N)) # o"(¢(N)))
n€HN L

Passando ao limite em N e utilizando o coroldrio 1 a expressao acima vai a zero e
portanto temos o resultado.
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O teorema | e seus corolarios fornecemn o temnpo que o processo gasta até alcangar o
equilibrio, ou seja. a medida invariante. Este resultado serd muito utilizado para simplicar

outras demonstragoes.

Demonstracio do Teorema I1

Considere os seguintes eventos:

- {(i,,i,) ef{1,....,NP2:iy = iz}

J::{(i;....,iat)e{l, NP }:1(._.,,5{0,_, 2} Vi€ (l,....N}
e (tkeeeeyizgam—1) & I Vme{l oy d=1} k21 e L+21:1—1<9;}

Note que J; caracteriza os possiveis tipos de retorno, ou seja, 2! é o niimero de passos

para se dar um retorno.

Lemal: Paral> 3 temos: T
P((IQ),... 12D} € J,) < %.
Demontragao:
J
P({I(l), 120} € J,) l-VLl

Primeiramente notamos e IJ1| < 2N

pois nas duas dltimas posiqoes os indices
estao fixados a menos de uma permutacio.

Agora dividiremos o conjunto J; em dois conjuntos disjuntos: aqueles em qu.e as trey
tltimas posigoes siiv ocupadas por indices distintos entte si e aqueles em que nas trés
tiltimas posi¢des aparecem apenas dois indices distintos entre-si.

Denotaremos esses conjuntos por J; e Ji' respectivamente.

Temos entdo que:  |Ji| = || + |77

Note que:

a) |Jj] 3! N¥=3 | pois as trés dltimas posigoes devemn estar fixadas, a menos de
uma permutacao, para que ocorra retorno.

b) IJ,"I <N [],_1l , pois eliminando o par que aparece nas trés Gltiinas posiches
temos exatamente um retorno do tipo Jj—;; além disso, o algarismo repetido pode assumir

no maximo N valores.



Portanto,
|| SUNYD N
N2 = Nu N2
3 N21—3 N 2\7‘21-‘ 8
< <
N2 N2l RE

Introduziremos agora as seguintes variaveis aleatérias:
Sn =inf(k > 2: (k) € V[0,k - 1]),onde V[0, k — 1] = {£(0),...,&(k - 1)};
[y =inf(k > 2: I(k) = I(k - 1)),
Ly =inf(k > 21: (I(k -2t +1),...,I(k)) € J)).

6) Lema Il : Paral > 3 temos:

o

Py €£n) € n —.
Demonstracao:

P(T) < n) = Z P(Ty = k)

k=21

< i P((I(k 21 +1),...,I(k)) € J1)
k=21
= (n—20P((1Q1), .., I2D) € )

Portanto, utilizando o resultado do lema I temos:

IP(I‘, < n) < %.

. 3

O teovema II a scguir, afirmard com probabilidade 1, que o primciro retorno do pro-

cesso a uma configuragdo jé visitada sera aquele realizado em dois passos.

Teorema II: Para Sy e I} como definidos anteriormente temos,
dim P(sw=T1) =1.
Demonstragao: Inicialmente observamos que Sy = x'anF I
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Para provarmos este teoicma é suficiente mostrar que:

lim IP(Ty < N'** < min ') =1, paraalgum 6 > 0.
N-—o0 1'1_1’4'_02,22

Primeiro notamos que : \§ ®
-

lim (T, < N'"*%) = lim 1= T, > N6y
N oo N—oo
= h!l_I.llol -(1- ﬁ) 1

Por outro lado,

N1 [
Ni+s | T T N1+6
P(N'* < min T)21- 2 i 87
51 Miis Y

Se tomarmos 0 < § < } a \ltina expressdo vai a 17quando N diverge. Isto conclui a

demonstracao do teorema.

O proximo coroldrio verificard que néo havera retornos até um instante da ordem de

N7,

, Coroldrio I1I: Para 0 < 7 < 1 temos:

Nli_x.lloﬂ’(l{E(O),...,g(N"t)}| =N"t+1) =1,

Demonstragio:

Nli_x.nooP(HE(O),...,f(N"t)}I =Nt + 1) Jim H’(SN > N"t)

Jim IP(r1 > N"t)

lim (1 - JlV)N” =l

N—oo

_Coroléri_o_IY: A varidvel aleatéria N~1Sy converge em lei para a distribuigiio expo-

nencial de parimetro 1 .
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Demonstragio: Basta provarmos que para qualquer ¢ > 0, temos:
lim P(Sy > tN)=¢"".
N—oco

Agora,
[P(Sn > tN) ~ P(Ty > tN)| < P(Ty # Sn)-
Pelo teorema II, l}i_r’nwﬂ’ (I‘; # SN) = 0.
Por outro lado,
i P(1y> o) = g (1= )" =7
Portanto,

lim H’(SN > tN) =e "

N —oo

111.3 Demonstracio do Teorema III
Obteremos agora resultados sobre o tempo de retorno do processo a%(t) ao conjunto
V[0, N7]. A partir de agora V[0, N 7] sera denotado por F .
Considere

Ric = iu{(t >NY:oH(t) e F). 3
R}, =inf(t>0:0%(t) € F).
Proposicao I: Para 0<v<1 e 0<§< }, temos:
3 148Y _
JTNP(RN >N ) =h

Demonstragao:

Do teorema ]I temos que:
lim IP(minly < N'*) =0.
N—o0 1>2

Sendo assim,
Jim P(Ry < N*™¥) = Jim P(e*(N"+1) = o*(N7)

. N7
< lm —/—.
N~o00
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Como por hipétese 0 < 4 < 1 o limite acima ¢ zero.

Portauto,

Jil"m”’(R” > N”’) =i,
2

Proposigio IT : Scja F um conjunto fixado de cardinal N 7,0 <y < 1. Para § tal que
Y+6<1, Vn¢F fixado temos:

Jim P(RY > N'*) =1,

Demonstragio: Basta dcinonstrarmos para o processo £ . Primeciramente mostrarcmos

que para uma configuragio fixada em F, o processo £" gastara um tempo maior que N1+8

para encontra-la quando N diverge.

N
Fixe ( € F. Defina d(n) = 3 1€Mn) = ¢i| a distancia do passcio & a ¢ no
=1
instante n. Por hipétese, d(0) > 1 pois n ¢ F .

QObserve que d(n) evolue como o modelo de Ehrenfest; ou seja, uma eadeia de Markov

com espago de estados {0,1,...,N} e probabilidades de transi¢io dadas por:

P.‘,,’={%' seJ:=::+1;
o sej=1—1.
Sejam
n =inf(n > 1:d(n) = 2),
ng = inf(n > ny : d(n) = 2), e assim sucessivamente.
A cada retorno ao ponto “2”, a probabilidade de em seguida visitar o ponto "0)” antes
de voltar a0 2" é ;.
Seja K = inf(k > 1: d(nx + 2) = 0), entdo o tempo para £" alcancar ¢ é maior ou
igual a K.
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Mas,
P(K>t)=) IP(K=t+j)
=1

=) P(d(n +2) #0,...,d(ne4j1 +2) £ 0,d(nesj +2) = 0)

had 2 \t+j—1 2 2 ¢
=J_=Zl(1—ﬁ;) F=(1_I_V7)'

Note que para t = N'*® o limite acima vai a zero quando N diverge.

Agora terminaremos a demonstragéo observando que:

P(¢"(u) € F, paraalgum u < N'*4) =

< Y P(d(u) =0, para algum u < N'** | d(0) = d((, 7))
(EF
< N'IP(d(x) = 0, para algum u < N'*¥ | d(0) = 1)
2 146
sv(1-0-m)"")
= N"(l —exp{N"*log(1 - 1%)})
= (1 —cr]){Nl+‘[-(le- + 2‘% +..01)
= N"(l —exp{-2N*' —oN*-3 _ -SN""‘ - })

= N‘l(l ! [1 - 2.v6—l + 2N2‘-2 _ gNJE-S + 4N4‘—| — .“]) +0(N)

= N72N*1 4 o(N).

Portanto passando no limite e utilizando a hipétese 7+ § < 1 temos o resultado.
||

-
NN =0

Proposigio III: Para 0 < 7 < 1 e qualquer ¢{(N) > N'*¢ tal que Nlim :

temos :
Nli_x.nwu’( Ry >t(N)) = i.
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Demonstragao : Para alguin 0 < é < 1 temos:
IP(RN < t(I\’)) = u’(n+(t) € F, para algum t < t(N))
< B’(a"’(l) € F, para algum ¢ < N'“) +
+ H’(a*’(t) € F, paraalgun N**4 <t < t(N))

= IP(RN < N”‘) + lP(a+(t) € F, para algum N'* <t < t(N)).
Como pela proposigio I lim R’(RN < N“") =0, temos:
N —o0

IP(RN < l(N)) < o(N) + m(a+(t) € F, para algum N'** <t < t(N))
=o(N) + P(ct(t) € F, para algum N o< H{N)) —
= ) P(o"(t) € F, para algum N'*® <t <t(N)) +
nElN
+ Z P(o"(t) € F, paraalgum N <t <¢N))
n€EHN
<oN)+ Y p(r,)‘zp(a*r(t) € F, para algum N'* <t < ¢(N)) -
n€HN
— IP(o"(t) € F,para algum N'** <t < t(N))| +
+ Y. v(nIP(o"(t) € F, para algum N'** <t < (N))
n€EHN

<o(N)+ Z v(n)sup IP (ot (N'H%) # o"(N'*%)) +
nE€EHN J
- t(N)
+ ) vn) Y, P(o"(u)EF)

n€HN u=N1+é

So(N)+ ) wv(n)supP(a*(N'*) £ o"(N'HH)) +
nElln
(N7 + 1))
g T jha
Passando ao limite em N , utilizando o corolério I e a hipétese, temos que a probabilidade
acima vai a zero para algum 0 < § < 1.
Portanto,

A}EnmlP(RN > t(N)) =L
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Lema III: Considere By =min(n € IN: IP(Ry 2n)<e')e0<y< 1 Entio,
Jim IP(Rn 2 Bn) =e7!

Demonstragao:

Pela definiciio de An temos que:
IP(Ry > fn) <e”' < IP(Ry 2 8n - 1)

Como,
0<IP(Ry 2 fn —1) - IP(Ry 2 Bn) < IP(Bn —1 S Ry < BN) ;
condluinemonn demanstracio wlilizandow grepriedade deWkskoy.
P(fn ~1< Ry <fn)=IP(Bn —1 SRy < Bn | 0¥ (v —1) ¢ F) x
x IP(o* (fn ~1) & F)
=1IP(o(1) € F| o(0) ¢ F) P(o*(Bv —1) ¢ F)
=P(o(1) € F | o(0) ¢ F) [P(o*(Bn —1) ¢ F) -
- Y v(mP(e"(Bn ~ 1) € F) +

nelin
+ ¥ vmP(e"(Bn - 1) ¢ F)]

n€l N
= P(o(1) € F | o(0) ¢ F)[P(e*(Bn 1) ¢ F) -
- 3 vnP(e"(Bn - 1) ¢ F| +

E"N

PRt "=l (1) € F | 0(0) ¢ F)

<P EF|o0)¢F) 3 v()|[Plo* By -1 ¢ F) -
wEHN
2N _ |F| N7

~P(a"(By - 1) ¢ F)| + -

N
< Y vmesp (et By~ 1) £ 0Bn 1) + 2

wElln

—|F|NY

2N N

Passando ao limite quando N diverge temos que o primeiro termo vai a zero pelo

coroldrio I e o segundo vai a zero pelo corolario III e pela hipétese.

15



Portanto,
Jim P(Ry > By) =e".

Lema IV: Existe um nimero real o satisfazendo e™? < a < 1 tal que para N suficicn-

temente grande e qualquer inteiro n temos:
P(Rn > Bun) < o".

Demonstragao: A verificagio do resultado sera feita por indugio.
Para n =1 o resultado é direto pois por definigan
By =min{ne€ IV: P(Ry 2 Bn) <e ).
Assumiremos agora que a desigualdade vale para o inteiro n. Provaremos pura 1t + 1

usando a propriedade de Markov.

P(Rn 2 Bn(n+1)) = ) IP(Rn > Bvn,a(Bnn) = ) x
ngF

P(Ry 2 BN | o(9) = n)
< IP(Rn 2 Bnn) sup IP(Ry > N | 0(0) = 1)
n€F

< a"sup IP(Ry 2 By | o(0) = n)
ngF

Agora pelas proposigdes I e II temos que para N suficientemente grande:
|PP(RY > 8n) - IP(Rn > BN)| =
|P(RY > Bn,o"(u) & Fiu < N'H6)—
—IP(Rn > Bn,0t(u) g Fu < NH“)I.
< up,,ﬂ’(a"'(N““) # a”(N"H))

Pelo corolario I temos que a probabilidade acima converge a zero quando N diverge.

Assim, para N suficientemente grande temos:

P(Rn > Bn(n+1)) < a"e? < a"t!,
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Teorema III: Para 0 < v < 1 temos que:
. RN -t
Nll_I.I(l”P(-B';“ > t) =e .

Demonstragio: Para verificarmos que Ry normalizado por Sy tem lei exponencial de

parametro 1 quando N diverge basta provarmos que :

Jim [P(Ry > Bu(t +9)) - P(Rn > fut) P(Rw > Bws)| =0,

para qualquer 3,1 fixados.

obs.: 1) O item acima garante que se a lei de %f"- converge quando N — oo, o limite
precisa ser uma lei exponencial ( talvez degenerada). Por outro lado, o lema III juntamente

com este itemn implicam que se ¢ é um niimero racional positivo, entio o limite
Nlim IP(Ry > Bnt)

existe e é igual a e~*. Como a lei exponencial é continua, isto ¢ suficiente para provar a

convergéncia para todo ¢ real, o que conclui a prova.

2) Esta técnica foi utilizada em {2] para a demonstracio de outro resultado podendo

servir como referéncia.

Primeiramente vamos mostrar o resultado para uma configuraciio inicial escolhida

uniformemente em Hy .

Observe os seguintes fatos:

17



Fato 1:

| Z V(rl)ﬂ’(l?;(, > gn(t +s))

n€llx

= Y vnP((w) ¢ F,

REHN
Vu € {1,..., Bt} U {Bnt + N1, Bn(t -{-‘3)})’
< Y vpP(s"weF,

LY

para algum u € {fnt +1,...,0nt + N"”})

Bnt4 N
< Z v(n) 2 ZP(G"(u)— )
yEHN w=pnt \'(EF
. NW(NT 1)

Assim a probabilidadc acima vai a zero quando N diverge.

Fato 2:

| 3 vne(RY > Bus)

REHN

= 3 vn)P(o"(w) € FVu € (N, gns})|

n€lin

< Z u(n)P(a"(u) € F,para algum u € {1,.. .,N'“})
n€Hn

Nl+6

<Y vn) Y Y Pe"=¢)

n€HN u=l (€F
NN 4+ 1)
=i
Novamente, quando N diverge a probabilidade acima vai a zero.

Fato 3: Considere a seguinte expressio:

| 3 vnP(RY > Buit +9))

n€Hx
-y u(q)]P(R',’,, > ﬂNt) 3 u(q)JP(R;:, > ﬂns)l
n€EHxN n€HN

18



Agora utilizando a propriedade de Markov, os fatos 1 e 2 a expressio acima ¢ limitada

por:
I ek "(")P(Ryv > fnt,0"(Bnt) = n)
nEln xgF
x [m(a"(u) ¢ FVue {N'*,.., ,ﬂ,v.,})

- IP(a"(u) ¢ FVue (N, .. ,pm})”
< Y um Y, sup P(o"(N'H) # "W).
welin  xgF"EHN
Assim, passando ao limite quando N diverge e utilizando o teorema I temos que a expressao

acima vai a zero.

Resta-nos mostrar agora que:

Jim |P(Ry > snt) - P(RY, > But)| = 0.

Com efeito,
IIP(RN > Bnt) - P(a+(u) ¢ F¥ue {(N'*S,. p~t1)|
< IP(RN < N“‘).

Da mesma forma,
|1P(R;, > fnt) — IP(o"(u) ¢ FVu € (N',.., snt))|
< P(R}v < N”").

Portanto,
|IP(RN > ﬁNt) - P(R',(, > ﬂm)l
< |P(o"’(u) ¢FVue {N“",...,ﬂm})
- P(o"(u) ¢ F,Yu € {N“",...,ﬂm]) +o( V)|

< sup P(a+(Nl+‘) # a"(NH")) + o N).
wEHN

Agora passando ao limite quando N diverge e utilizando o teorema I temos o resultado.

=
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Proposicio IV : ( "Lema da Reflexao” )

Para u, s fixados temos:
H’(Vlo.s] NVis+1,s+u]= 0) = IF’(V[O,u —1NV[u,u+s = a),

Demonstracao :

Seja C a classe de conjuntos tal que:
2c
C={(i,,...,izc);c=1,2,...:21{;=.~.) é par para todo ie{l,...,]\r}}.
k=3
Note que se o(k) = p't~** =7 entdo (ij,...,iz) €C.
Primeiramente notamos que:

P(V[0,5)NV]s +1,3+u] = 0)
=P(q¢V[.§+1,s+u],...,a(a)¢V[s+l,a+u])
=1P((.‘.,...,i,,.,)¢c, para s+1<m; <s+u,...,

(fay-+-1im,) €C, para s+l$m,$s-;-'u)
Por outro lado,
P(V{0,u—1]AV]u,u+9] = 0)
=P(a(u)¢V[0,u—1],...,a(u+3)¢V[0,u—l])
= P((imys---ria) €€, pora 1<m Su—1,...,

voi(bmyy e yinta) € C para ISm.Su—l)

Portanto temos a igualdade das probabilidades.

Coroldrio V : Para qualquer a > 1 temos que:
Jim P(V[0,N*] 0 V[N® +1,N* + N7 4 1] # ) =o.

Demounstracao :

20



Utilizando a proposicéo IV temos que:
P(V(0,N|NVIN® + 1,V + N7+ 1] = 0)
= P(VI0,NInVINT+1,N* 4 N7 +1] = )
=P(Rv>N*+N"+ 1).
Passando ao limite e utilizando a proposigio I1I temos:

Jim m(vlo, NN VIN® +1,N* + N7 +1] #0) = 0.

1I1.4 Demonstracido do teorema IV
Seja © = in{(t > 0;¢7(t) € M); ou seja, o tempo que o processo £7(t) leva para
alcangar o conjunto M.

Proposigio V: Para0 <1y <1, temos:
l}gnmﬁ( IPO@>N"t)) = e~".

Demonstracdo :  Notamos primeiro que para @ € {) fixado :

N . N
P(e > N’t) = IHEM]'IN .El Lgirgmy--- -h ) Y ’ lhi,...i,,-., M)
3= Tt =
Denotaremnos por

Fi(N) = {(i1,...,in1) € {1,...,N}N1‘,V 1=1,...,Nit, gt ¢ {n.9',... -1 });

e por Fy(N) = {1,...,N}¥''\Fy(N).

Seja i’ = (iy,-..,inv1) entéo,

1 _
E(P© > N'9) = grmi 2, Ellymemy---1gh-twrigm))
*€F((N)

1 3
+ Nt Z E(l('IEM}"'1{1‘1""N"l¢M))
i'€F2(N)
Fi(N 1 v
—_ l&S\h‘)l (1 _ m)N +1

1 s
+ W Z E(ll'l!M)"'1(1"""N’IEAI))
¢ E€F(N)
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Pelo corolério I1I,

. |RW)
NS N = b
. |F(N)]
v, e =0
Portanto,
- 1 \NTt41
: SN s Lo i =
ALl R T M

TeoremaIV: Para 0<y<1, e €>0, temos:
Jim P(1P© > N - > e) =0.
Demonstracao :
Utilizando a desigualdade classica de Tchebyshev temos :
Tﬁ(wa(e >N¥U)—e!| > e ) < -:? E[(m(e > N') - c—‘)2]
15 il 2
= 5[ E[(re > n) |
—2"E( P(© > N1) ) + B(e™Y?]
e 2
= [ E[(re> ) ]
= 2e-'E(1P(e > N't) ) +e72

== 2
Resta-nos calcular E[(P(G > N"t)) ]
Para T € 0 fixado,

N N
1 1
P{(© > N"t)"] = {h»ww > Ywnemy - 5 > 1(1:"*---"~’-E-"1}"
in"‘=1
N

'N'n:l

N
1 1
x {1""‘“’ﬁ E:ll(n‘?em "N '3 l(n‘T""Tvv-em}
1=
Agora considere G* = {n'i,...,p'i""¥7} . Pelo corolirio III,

lim |G*| - N7t =0.
N—oo
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Por outro lado, fixado (i},...,i}.,) temos pelo teorema III que:
B ({0 ) £6) =0

Assim,
L)naﬂ

Ne + o(N).

— 3 1
E[IP(G > N’t)zl = (l - I—v‘.;)(l -
Passando ao limite em N temos que:
2
N ¥ — p—2t
Jim E (IP(G >N t)) ] _—
Portanto, com o resultado da proposigio V :

Jim P [[IP@ > Nt)—e™'|>¢] = 0.
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