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1. INTRODUGAO

Consideremos o problema de auto-valor:

Au + Au=0 em ocR®

ujag , u# o0

Michelleti [2] provou que para a "maioria" (no 'sentido
de categoria de Baire) dos dominios 9 de classe c3, todos os au-

to-valores do problema acima sdo simples.

Suponhamos, porém, que exigimos certas condigdes de si
metria para as regiGes f. Mais precisamente, seja [ um sub-grupo

do grupo ortogonal 0{(n) e imponhamos y(a)=n para todo y&r .

No caso r = (I,J}, J£I,, Jzﬂld, Henry [1] mostrou que

0 resultado acima ainda vale.

3=
I

Um argumento simples mostra que o resultado ja ndo vale neste ca

2 2
Vamos considerar aqui o caso r = (I,J,J%}, J fId.J

$0; na verdade em toda regido 9 satisfazendo esse tipo de sime-
tria existem auto-valores miltiplos do problema (*). O argumento

¢ 0 seguinte:

Consideremos os espagos:
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X, = (weH?n K. (o) | uod = u} Y, = (W6L,(a) | wJ = u}

2
X, = (N HL (@) | ueuodeuor?=0} Yp= (UL, (8) |urolruo“=0)

Temos:
2ol =

H.BH0(92 = Xl ® Xz
Entdo X, # {0} e

-A X, — Y possui um auto-valor A.

Xz ZJ z

Mas se vEX, € auto-fungdo associada a A, voJ também o
e.

Como v e voJ sdo L.I., A ndao pode ser auto-valor sim-
ples.

2. COMPLEXIFICACAO

0 argumento acima mostra que o melhor que se pode es-

perar genericamente € que todos os auto-valores de (*) tenham

multiplicidade < 2,

E mais conveniente tratar o problema em espagos com

plexos. Seja entao:

2

1
W TG (. Q) =tuza — €| Rou e Imugh?ni](a))

(considerado como espago vetorial sobre ().



-449-

Temos agora o problema de auto-valor:

(4+2) u=0 em
'(*tl “lan'o

u:g — C, w0, Ja=q

Seja . h:2 — R™ un difeomor£ismo sobre ap=h(a).
Definimos a aplicagdo composigao:
h*: CK(nh) — CK(ﬂ) -por:

h*: ¢ — ¢oh

Se 4, & o operador laplaciano em 0,
h
h*(a, + Al)h'"1 ¢ um operador em 9.
h

Dessa maneira podemos transformar o problema (**). em

A, em um problema na regido (fixada) A.

3. DECOMPOSICAO EM SUBESPAGOS INVARIANTES

' Sejam:

X,(2.C) = (ueH nil(a,0) Juod = w
. 2 1 i2n/3
'Xl(n.C) = (u€H IIHO(Q.C) |uoJ = e u}

1 o o—i21/3
X;(2,C) = {u6H’NH (2,C) JuoJ = e u}

H = (h6 Diff™(s) !hoJ = Jh}
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2

: 1 &
Temos: H™N HO(Q.C) = Xo @ Xl (5} XZ

A ideéia & estudar o problema {**) em cada um dos subes

pagos e, em seguida, juntar os resultados.
Temos o seguinte:

Teorema 1. Para um conjunto genérico de dominios de classe C°
satisfazendo J(2) =0, todos os auto-valores de (**) sdo simples quan

do nos restringimos ao subespago X , J=0,1,2

Dem.

Seja FJ: Xj xCxH — Zj=[u€L2(n‘C)|qu = elzn/3 JU}

(u,2,h) — (h*(a+n)h* Dy

Fj(h,.,.) € operador de Fre dholm de indice 1.

Se mostrarmos que 0 € valor regular de Fj seguir-se-a
do teorema da transversalidade que 0 é valor regular de F (h,.,.)
para um conJunto residual de h GH e portanto os auto- valores do
problema (**) serdo todos simples em h(R), quando nos restringiz

oS A
mos a ;

A prova de que 0 & valor regular de Fj € completamente

analoga @ de Henry em [1] (exemplo 6.1).

4. SEPARAGAO DOS AUTO-VALORES MOULTIPLOS

O teorema 1 mostra que os auto-valores de (**) sdo sim

ples quando nos restringimos a cada subespacgo Xi' Podem, entre-
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tanto, existir auto-valores maltiplos associados a auto-fungdes

en diferentes X_
i
s
Suponhamos que existe uma regiio @, de classe o com
J(a ) = 9, tal que para cada 9 numa vizinhanga de fl, existe um

auto-valor com mu1t1p11c1dade 3, Gostarxamos de mostrar que isso

leva a uma contradigio,

Para uma curva de difeomorfismos'ﬂa forma:
x — x+t h(x)+o(t) = h(t,x) temos:

_( 3t Jt=0 " J h.N , em X

o
an
o
2 : ,
dA .- ) BVO v‘ .‘
( T )t=0 = - J h N IEN“ lep Xl.
an
o

onde A(h(t,n)) & auto-valor de multiplicidade -3 em B, € ug,v,

sdo auto-fungdes associadas em Xo e X, respectivamente com

2 2
[ Tagl? = | 19l = 1.
9] Q

Como ﬁ pode ser qualquer fungdo par (isto e: satisfa-
zendo hoJ = Jh) devemos ter:

du, 2

2
| ~

avo

N

3 " .
N .mesmo vale para cada @, C” perto de aoe portanto:
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[ Ju € X (.C) , v E X;(a,0)
Au+ Au=0, av+ v =0 emn
ulag = 0, v|aa=0 , uf0 , v#0

' 2 2
R RS P N RN LR R
]

para cada f, c? proxima de 2.

Seja a= h(a ), h difeo c3. 4= uoh = h*u, ¥=voh=h*v

Entao ¢, ¥ € Xo(n.C), Xl(n,C) respectivamente $#0, Y#0

e
- "1 -1 " .,1
F(9,%.0,0) = (b, (a+)h] 4, h (a+)h7 v, heBy 070G, m)
= (0,0,0)€ 2 (n,C) xZ, (2,C) xY(30,C)
onde Y(22,0) = {u€L}(20,0) |uoJ = u}

-

para cada h€H = {h€ Diff(a) |hoJ = Jh)

Usando uma forma forte do teorema da transversalidade,

devida a Henry (1], para mostrar que isto & impossivel basta mos

trar que:

dim {Im DF (4,¥,A,h)/Im —2F . .
3(e,¥,1)

Usando as técnicas descritas no trabalho citado de Hen
ry, o problema acima pode ser reduzido ao problema de mostrar que

o -operador:

-1

B e B, 30

o]
=
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2 ~
H"(20) — L,(32) nlo tem posto finito.

onde:
v =B, g & definido por
av = 0 em n
vV = g em 3Q.
e

3 ) - 9 3 =

[%N BA' 3%]9 = 3N BA (sﬁ 9)‘ %ﬁ . BA 8 e 0 comutador dos
] d L. —_— Eﬁ
peradores 3N G.e 8 3 . 0

Agora, pode-se mostrar que a parte principal do opera-

dor acima é

n oy 3¢N E'N 325 (x-y)
i.;:'-"l Re (N ™ 5% 3xJ ( X) 3% J (x) |V.P. 3N N~ BN)' (Y1 xl)()' =X )B(Y)dy

onde V.P, & o valor principal da Integral acima.

Para que se tenha posto finito & necessario que:

3ey Q;N ary aiN

R ( s
e Bxi 3xj axi 3Xj

onde 3%- indica a derivada na K-ésima diregdo coordenada no bor-

do de n.
2

. 2 . .
© que junto com a hipdotese: |¢N| = IYNI leva (apos alguns cal-

Culos) a: ) )
6 = X¥ ou ¢ = Ky . onde K @ constante.

uma contradigao em qualquer caso:
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Temos entdo o seguinte:

Tecorcma 2. Para um conjunto genérico de regices Q de classe C3
satisfazendo J(2)=Q@ os auto-valores de (**) sdo no miaximo duplos
e, alem disso, nao existem auto-valores associados ao mesmo tem-

po a auto-fungdes em X _(2,C) e Xi(n.C).

5. RETORNO AOS ESPACOS REAIS

Seja R uma regiao nas condigGes do Teorema 2, e A auto

-valor de (**) em 0.
Temos 2 situagdes possiveis:

1?) e auto-valor simples associado a uma auto-fungio

$ em XO(Q,C)

2%) A € auto-valor duplo associado a auto-fungdes ¥ e

-1

em Xl(n.C) e XZ(Q,C) respectivamente.

E fiacil mostrar que no caso 1%, ) & auto-valor simples

do problema (*) (com Jnfn) e no caso 2 x» & auto-valor duplo do

problema (*).
Temos entao:
Teorema 3. Para um conjunto genérico de regides de classe c3

satisfazendo J(Q)=a , todos os auto-valores de (*) sao, no maximo

duplos.
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