
1. INTRODUÇÃO 
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Antonio Lu..i.z PeJt.UJut 

IME - USP 

Consideremos o problema de auto-valor: 

• 
{

Au + ~U'"0 

u 1 30 • u 

Michelleti [2] provou que para a "maioria" (no ·sentido 

de categoria de Baire) dos domínios o de classe c3, todos os au­

to-valores do · problema acima são simples. 

Suponhamos, porem, que exigimos certas condições de si 

metria para as regiões o. Mais precisamente, seja rum sub-grupo 

do grupo ortogonal O(n) e imponhamos y(n)•n para todo y6r • 

No caso r • {I,J}, J;Id, J 2•Id, Henry [1] mostrou que 

o resultado acima ainda vale. 

2 2 3 Vamos considerar aqui o caso r • { I ,J ,J } , J i'Id • J ªId. 

Um argumento simples mostra que o resultado já não vale neste C! 

so; na verdade em toda região 11 sitisfazendo esse tipo de sime­

tria existem auto-valores múltiplos do problema(•). O argumento 
~ 

e o seguinte: 

Consideremos os espaços : 
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X
1 

= {uG-I
2n H~(íl) ·1 uoJ = u} 

x .. {t.eízíl Hl(n) 1 u+uoJ+uoJ2=0} Yz"' {ú3Lz(n) lu+wJ+uoJz..Ol 
2 o 

Temos: 

Então x
2 

/ {o} e 

possui um auto-valor A. 

Mas se v€Xz ê auto-função associada a A, voJ também o 

Comove voJ são L.I., A não pode ser auto-valor sim-

ples. 

2. COMPLEXIFICAÇÃO 

O argumento acima mostra que o melhor que se pode es-

perar genericamente e que todos os auto-valores de(•) 

multiplicidade! Z. 

tenham 

~ mais conveniente tratar o problema em espaços com 

plexos. Seja então: 

(considerado como espaço vetorial sobre C). 



Temos agora o problema de auto-valor: 

em n 

Seja . h:.n - lRn um difeomorfismo sobre nh"'h(n). 

Definimos a aplicação composição: . 

h*: ♦ - ♦oh 

Se A0 
e o operador laplaciano em nh, 

h 

h*(A + H)h•-l é·u• operador em n. 
nh 
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Dessa maneira podemos transformar o problema· ( ... ). em 

nh em um problema na região (fixada) o. 

3. DECOMPOSIÇÃO EM SUBESPAÇOS INVARIANTES 

Sejam: 

2 1 luoJ • u} X
0

(o,C) • (u6H nHO(a,C) 

(u€H2 n H~(o,C) 
i2D/3 

x1 (o.e) • luoJ • e u} 

2 1 luoJ • e-i2n/3u} 
x2(n ,C) • ( u6H n H ( n. C) o 

e 
H • ! h6 Diffm(íl) lhoJ • Jhl 
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A idéia é estudar o problema(**) em cada um dos subes 

paços e, em seguida, juntar os ·resultados. 

Temos o seguinte: 

Teorema: 1. · Para um conj1mto genérico de domínios de classe c3 
satisfazendo J (n) =n, todos os auto-valores de ( **) são simples qll3!! 

do nos restringimos ao subespaço X., i=0,1,2 
J 

Dem. 

Seja Fj: xj xCxH--+ Zj'•(uELz(íl,C)luoJ • eiZn/ 3 ju} 

( u, ~, h) - (h* (t.+A)h*-l) u 

Fj(h,.,.) é operador de Fre dholm de índice 1. 

Se mostrarmos que O é valor regular de F. seguir-se-á 
J 

do teorema da transversalidade que O é valor regular de Fj(h,.,.) 

para um conjunto residual de hs~H e portanto os auto-valores do 

problema(**) serão todos simples em h(n), quando nos restringi! 

mos a Xj. 

A prova de que O ê valor regular de F. é completamente 
J 

análoga à de Henry em [1] (exemplo 6.1). 

4. SEPARAÇÃO DOS AUTO-VALORES MOLTIPLOS 

O teorema 1 mostra que os auto-valores de (**) sao sim 

pies quando nos restringimos a cada subespaço Xi . Podem, entre-



tanto, existir auto-valores múltiplos 
em diferentes X . . 

is 
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associados a auto-funções 

Suponhamos que existe uma região n 
O 

de classe C 3 com 
J(n

0
) = íl

0 
tal que para cada n numa vizinhança de n

0 
existe um 

auto-valor com mÜltiplicidade 3. Gostaríamos de mostrar que isso 
leva a uma contradição. 

Para uma curva de difeomorfismos da .forma : 

. 
x _.. x+t h(x)+o(t) • h(t,x) temos : 

( d>. ) • ilt t•O - J . 1 ~UNºl 2 h.N 
0 

ªºo 
d). 

( ât ) t•O • -

onde >.(h(t,íl)) é auto-valor de multiplicidadé ,3 em ºt• e u0 ,v0 

sao auto-funções associadas em X
0 

e x1 respectivamente -com 

J I UO 12 • r IV O 12 • 1. 
íl íl 

1 f unção par (isto é: satisfa-Como h pode ser qua quer 

zendo hoJ • Jh) devemos ter: 

3 • n .mesmo vale para cada íl , C perto de n e 
o 

portanto : 
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e: 

ÓU + ÀU =o' ÓV + ÀV .. o em íl 

ulan = o, vlan=O, uto , vtO 

}
0

1ul 2-1 , Jíl!vl 2•1, B0 (u,v)• lvul
2
~1vv!

2
1an•O 

para cada íl, c3 próxima de íl0 • 

Seja n= h(íl ), h difeo c3 , += uoh • h*u, Y=voh=h*v o 

onde Y(aíl,C) = {uEL1 (aíl,C) luoJ • u} 

para cada h6H • {h€ Diff3(n) lhoJ • Jh} 

Usando uma forma forte do teorema <la transversalidade, 
devida a Henry (l], para mostrar que isto é impossível basta mos 

trar que: 

H dim {Im DF ( ♦ ,f,Ã,h)/lm _ __;__;_ 
3( ♦ ,f,À) 

} .. -
Usando as técnicas descritas no trabalho citado de He~ 

ry, o problema acima pode ser reduzi~o ao problema de mostrar que 
o ·operador: 



onde : 

e 

2 
H (ao) - Ll(ao) não tem posto finito. 

V = B g 
4 e definido por 

"' O em o 

g e111 .ag. 

-453-

r ¾u B. , ll 1 e • .L B (li e)- .!! B e d .._ rê!l'I " aNJ aN 4 aN aN • 4 e o comuta or ......, 

operadores fN 84 e e e--+ *. e 

Agora, pode-se mostrar que a parte principal do opera­

dor acima é 

n 
r 

i,j•l 

onde V.P. é o valor principal da Integral acima. 

Para que se tenha posto finito e necessário que: 

onde 3 indica a derivada na K-ési11& direção coordenada no bor-
3Xi 

do de n. 

o que junto com a hipótese: 

cu los) a : 

leva (após alguns câl-

~ = K1 ou ♦ a Ki . onde K e constante. 

uma contradição em qualquer caso: 



·-454-

Temos então o seguinte: 

Teorema 2. Para um conjunto genérico de regiões n de classe 2 
satisfazendo J(íl) =o os auto-valores de (**) são no máximo duplos 

e, além disso, não existem auto-valores associados ao mesmo tem-

S. RETORNO AOS ESPAÇOS REAIS 

Seja íl uma região nas condições do Teorema i. e A auto 

-valor de(**) em n. 

Temos 2 situações possíveis: 

1 !) A e auto-valor simples associado a uma auto-função 

• em X
0

(íl,C) 

z!) A 
~ 

auto-valor duplo associado auto-·funções ' e a e 

' em x
1

(íl,C) e X2 (íl,C) respectivamente. 

S fácil mostrar que no caso 19, A é auto-valor simples 

do problema ( *) ( com Jn "'íl) e no caso 2 A ê auto-.vaior duplo do 

problema(*). 

Temos então: 

Teorema 3. Para U111 conjlDlto genérico de regiões de classe c3 

satisfazendo J (n) =n , todos os auto-valores de ( *) são. no máximo 

duplos. 
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