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Apresenta-se, neste trabalho, a sequêncIa de operaçÕes que per-
mltem a análIse de cascas cilÍndricas pelo método dos elementos fi

nltos , quando se consideram deformaçÕes pequenas , mas que conduzem

à plastlficaçãÓ do materIal. AdmIte-se , porém, que seja válida a

adoção de relaçÕes deformaçÕes-deslocamentos lineares .
Os casos de plasticidade com encruamento podem ser analisados

= = A += + • n =
com uma formulação análoga à que aqui se desenvolve ,

1, Aplicação do método dos elementos finitos

Considere-se a casca cilÍndrica da fig , (1,.1) , discretizada em
um número flnito de elementos planos e Em cada vértice i de um de-
terminado elemento , o vetor deslocamento é caracterizado , no siste

ma global x , y , z , pelas componentes u 1 , vI , w1 e o vetor rotação

pelas componentes Oxi , avi ' 821 , enquanto que ' no sistema local
x 1, y 1, 21, o vetor deslocamento é caracterizado pelas componentes

ui , v! , wi e o vetor rotação pelas componenteF 8 ;i , 0 ;1 , 0 ;i , sen-
do válIdas as seguintes relaçÕes :
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de modo que :
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Figura (_1.1)

Os deslocamentos nodais gn relacionam–se ao conjunto dos des lo–
camentos nodals a da casca , da seguinte maneira:

Se = !qJ g (1.4)

de forma que , considerando a equação ( 1.2 ) , tem-se :

T-a

No sistema local, o deslocamento de um oonto P é caracterizado ,

de acordo com a teoria clássica , pelas bomponentes :

BL, Ti TrI a–e–e – (1.5)

Ul Wl
wÓ (1.6)
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vA , wA são as componente-s segundo os eixos x ' , y ' , z 1 do

deslocamento do ponto Po , projeção de P na superfÍcie média , da-
das , em função dos deslocamentos nodais no sistema local, por meio

de funções de interpolação, ou seja:

u(')(x' ,y ') E+l(x',y') ui

vÓ (x' ,y ' ) E+l(x',y') vi

vÓ (x' ,y' ) E [+l(x''y')w: + €iÇx''y')O;i'+ 'y' ) O;i] (1'7)

coIn

8l1 o;1 (1.8)

Em notação matrIcial, tem-se :

tEcla:ei = Ecg:e (1.9)

onde

:: 1[N
–c 1

e aI–ce i (1.10)

vÓ (x ’ ,y ' ) EN . a ' . = N a 1
=pl=pei =p=pe (1.11)

onde

EpI + 1 E 1 n 1 ][
(1.12)
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de modo que :

u:) (x ' ,y ') aI-ce
vê) (x'-,y ') (1.13)

xà(x' ,y ') g;)e

ou, alternativamente :

U NT a-eN aI'L--e (1.14)

onde

0 0 0 0

81 +1 0 0 0 (1.15)

0 91 Ei ni

O campo de deformações é dado , considerando sucessivamente as

equações ( 1.6 ) , ( 1.9) e ( 1.11) , por :

au 1
axl

au0

ax
av 0

ay

a ul av
0 0+

axay

e av 1
ay 1

+ Zl

au 1 +

ay '
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a
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ax 1 ay '
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[Ec gp ] (1.16)

onde

coin (1.17)

e

a2©i
ax'2

a2€i
ax 12

a2$1

ay '2

a2€i
ay 12

B-P 21 L N com
–P–P

Zl (1.18)

ax 1 ay ' ax 1 ay 1

ou , alternativamente :

e = B a2e (1.19)

onde

!1 [ Ect 0] (1.20)
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A uma varIação 62 corresponde uma variação 61, de modo que
trabalho virtual dos esforços externos é dado por :

0

6 re
T6u'f h dS + s h ds (1.21)

onde , de acordo com a fig . (1, 1) ,

U:) (X' ,y 1 )

vi) (x' .y ')

WÓ(X' .y 1 )

O;(x' .y :)

O;(x' 'y ')
r i;:::::; iU E 1lb g Es% = Es lle g

Nx(x' ,y ' )

Ry(x' ,y ')
Õz(x' ,y ' )

Mx(x' ,y ' )

My (x' ,y ')

gx (x' ,y ' )-

gY (x ' 'y ' )

gz (x' 'y ' )_[

f S . (1.22)

enquanto que o trabalho virtual dos esforços internos é dado por :

6 TI
T

6 e' a dv (1.23)

. onde

ax(x' ,y ' )

ay (T''y' )

Txy(x' ,y ' ).

. (1.24)
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À, '”„P”””t'' 'x, 'y, 'xy, 'orresponde"1 o' ,'fo'ÇO' ,orI,it,„-
te s :

"*= J:::= "*= J:::= "~= J:::=à dz
X

o dz
y

(1.25)

“*= J:::= ",= 1:::=-"*,=- J:::=
ConsIderando, na sItuação de equilíbrio , a igualdade dos traba-

lhos virtuais externo e Interno, node-se escrever:

',’ '„ '; *; J;_ ''! =''ã = ' '='=',Se J Se Jf
ConsIderando , na expressão acima , as equações ( 1.19 ) e ( 1.22) ,

obtém- se :

T a dVôa [= 1~6âT 2eT ET E h dS +

fT TT s h dsN 0+E
%1

Ôa S
Se

(1.27)

ou seja:

BT a dV

VeJ NT f h dS +
SeJ
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*== J..*='“]]=~"'=’ =' (1.28)

onde

T
É (à)_ = X TI'– – e

+ E TT-e

(1.29)

Havendo esforços externos concentrados nos nós , deve-se adicio–

nã-los aos termos entre colchetes da expressão acima ,

A solução das equaçÕes de equilíbrio - ( 1, 29) é obtida com o pro-

cedimento descrito na referência R. 3 , Deve-se notar , entretanto ,

que nos nós situados em bordas livres ocorre uma l}ip03taticidade
local no sentido de ser ImpossÍvel a absorção de eventual momento

externo , caracterizado por vetor normal à casca , Adiciona-se , en-

tão, uma mola resistente à rotação , que de resto não é solicItada,
A mesma providência deve ser adotada quando todos os elementos con
vergentes em um determinado nó são complanares .

3F
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2. Exemplo

No exemplo que segue , a discretização da estrutura é feita com

elementos retangulares , descritos na referência RI, nos quais , con

slderando , de acordo com a fig , ( 2 , 1) , as seguintes transformações :

Xl xcr S y1 - yC 21

h/2a b
t (2.1)

as funções de interpolação, correspondentes ao nó i , são dadas por:

+1(r ,s) + (rO + 1) (sO + 1)

é (rO + 1) (sO + 1) (2 + rO + sO

{ b si (rO + 1) (sO + 1) 2 (sO + 1)
1
Ba

+1 (r,s) r2 52)

El(r .s)

nkr,s) (rO + 1)2(rO 1) (sO + 1) (2.2)

onde

rO (2.3)

a
48

n

Ml
%

Figura ( 2.1)
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Adota-se o crItério de Von Mises , em que a função de plastif ica

ção é dada por:

F(ax'ay,Txyj a 2 + a2
x y

a a + 3T 2
x y xy

o2e (2.4)

onde a é a tensão de escoamento do material.e

Com esses elementos , examina-se a casca cilíndrica da fig , ( 2.2)
de material elas to-plástico , ’ de módulo de elasticidade

E = 2 , 100 tf/cm2 , . coeficiente de Poisson v = 0 , 30 e tensão de es

coamento ae = 2,4 tf/cm2, submetida à carga kg, segundo a direção
Z, onde à = 0 ,0030 tf/cm2 .

+

tsPessuRÂ t_2 azn

Z

t

1

FIgura ( 2 , 2 )
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D8SLOCÀMENTO V2RTICÀL DO PONTO P (wp)
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