





Observagao: Como é usual em mecinica quando estamos trabalhando em R™, o gradiente
de f como funcio de z serd denotado por gf.

2. Funcoes k-decidiveis
Seja & C R™ uma vizinhanga aberta da origem.

Definigdo 2.1: Seja k¥ € N. Uma funcio f : & = R tem jato punctual de ordem k em O
se existe um polinémio P : R® — R de grau menor ou igual a k tal que

f(&)=ple) _,

z=0  |iz|*

Quando existe, tal polinémio é tinico, e serd denotado por 7*f e chamado
jato punctual k de f em 0, ou simplesmente jato k de f.

Uma fungéo g : 2 — R™ tem jato punctual de ordem k em O se cada
componente de g tlver jato punctual de ordem k em O. Neste caso, se g = (g1,..-,9m)
denotaremos por j*g & fung¢iio de componentes polinomiais (%1, . .. ,5*gm)-

Definicdo 2.2: Seja k € N*. Uma func¢io f : @ = R £ dita k-decidivel se

(i) f tem jato punctual de ordem k em O,

(ii) Paratoda g:Q — R tal que j*g = j*f, tem-se que f e g tém mesmo comportamento
local quanto a extremo em z = O.

Pode-se mostrar que se f for k-decidivel entfo ou f tem mé4ximo local estrito em O,
ou f tem minimo local estrito em O, ou f nio tem nem méximo nem minimo local em O.

Nota: O conceito de k-decidibilidade foi introduzido por A. Barone-Netto em 1980, em
sua tese de livre-docéncia (ver [1]).

Algumas propriedades envolvendo k-decidibilidade encontram-se em [3]. Entre elas,
destacamos o resultado seguinte, que ser4 itil em nosso trabalho.

Lema 2.1: Seja 2 C R™ uma vizinhanga da origem. Seja f: @ — R de classe C? tal que
8L tem jato punctual de ordem k — 1 na origem.

Entéio f tem jato punctual de ordem k na origem e j*~15L = 2(j*f).
3. Energias potenciais k-decidiveis

O uso de k-decidibilidade da energia potencial para obter resultados sobre estabilidade
de sistemas mecanicos tem se restringido, até o momento, a sistemas conservativos (ver

(31)-

Os resultados devidos a Liapunov que afirmam, no caso de sistemas conservativos, que

Se a matriz hessiana de © na origem €
definida positiva entdo a origem € estdvel
e que



Se a matriz hessiana de ™ na origem tem
um autovalor negative entdo a origem € instdvel

podem ser reapresentados respectivamente nas formas

Se 7 tem mintmo 2-decidivel na origem entdo a origem é estdvel
Se w £ 2-decidivel e ndo tem minimo entdo a origem ¢ instdvel.

Mais geralmente, valem os resultados abaixo, o primeiro devido a Liapunov (ver [4])
e o segundo de Moauro & Negrine (ver [5]):

Proposicdo 3.1: Se 7 é de classe C*, tem minimo k-decidivel na origem e j¥r é
homogéneo entfo a origem é estdvel.

Proposigdo 3.2: Se 7 é de classe C*, é k-decidivel, nfio tem minimo na origem e j*7 ¢
homogéneo entdo a origem é instédvel.

Resultados mais sofisticados sobre k-decidibilidade e estabilidade de pontos de equili-
brio de sistemas mecanicos conservativos, especialmente no caso de dois graus de liberdade,
podem ser encontrados em [3].

4. Algumas questdes

E razogvel perguntar, por exemplo, se valem resultados “andlogos” s proposigdes da
secdo anterior para sistemas mecdnicos ndo conservativos.

Em primeiro lugar, é preciso estabelecer um significado mais preciso para “resultados
andlogos”.

Consideremos o sistema (1) no caso particular em que 7 é de classe C* e existe mo de
classe C* tal que Q = —‘9—;-9-. Podemos supor sem perda de generalidade que mg(0) = 0.
Neste caso, @ tem jato puntual de ordem k—1, 7o tem jato puntual de ordem & e segue do
lema 2.1 que a%(j“wn) = —j*¥=1Q. Assim, se supusermos ainda que j¥~!Q = O concluimos
que j¥mp = 0 e que j*(x + m) = j*7. Podemos entdo aplicar as proposicdes 3.1 € 3.2 ao
sistema conservativo de energia potencial = + o obtendo imediatamente que neste caso

Se w tiver minimo k-decidivel, j¥r for homagéneo e @ = _a;‘-,
tiver jato puntual de ordem k — 1 nulo, entdo a origem € estdvel.
e

Se m for k-decidivel, nio tiver minimo, j¥x for homogéneo e Q = —%’—;9-

tiver jato puntual de ordem k — 1 nulo, entdo o origem € instdvel.

Isto nos leva a elaborar as seguintes questdes:



Questdo 4.1: Se 7 tiver minimo k-decidivel, y*x for homogéneo e @ tiver jato puntual
de ordem k — 1 nulo, a origem serd estével?

Questéio 4.2: Se 7 for k-decidivel, nio tiver minimo, j*r for homogéneo e @ tiver jato
puntual de ordem % — 1 nulo, a origem & instdvel?

5. Resposta & questao 4.1

A primeira coisa que nos chama a atencio é que a questio 4.1 nem sempre tem resposta
afirmativa, mesmo no caso em que k = 2. A seguir apresentaremos um exemplo que mostra
isso.

Seja f : R — R de classe C* tal que £(0) > 0.

Sejam 7 : R? — R e Q : R? — R? definidas por

o= 3064 o e = (S,

Claramente m tem minimo 2-decidivel, e j1Q = O.
Se considerarmos a energia cinética T'(z, y, ,9) = 1(¢2+9?2), as equacdes de Lagrange
do sistema ficam

-':i‘ f -z f(z), ()

Em (2], Barone-Netto & Zampieri, estudando sistemas de equagGes da forma (2),
mostraram que se f for par e ndo for constante em nenhuma vizinhanca da origem, entio
a origem serd instdvel.

Observamos ainda que existem tais exemplos mesmo com 7 e Q de classe C™ e
J™@Q = O para todo natural m.

6. Um resultado sobre a questiao 4.2

No que diz respeito & questdo 4.2, conseguimos uma resposta afirmativa no caso em
que m tem miximo e as outras hipSteses estdo satisfeitas. Na verdade, nosso resultado é
um pouco mais geral, mas s6 responde a questio quando = tem extremo na origem.

Vale a pena ressaltar que nfo exigiremos nesta se¢io que x tenha classe C*, ou que
@ tenha classe C*F-1,

Lema 6.1: Se existe ¢ > 0 tal que
or
(6_q ~Qlg) <0, paracada g€ B - {0},

entdio a origem ¢ = ¢ = O de (1) é instavel.



Prova: Scja
V:R* xR*" — R
@8 — V(o9 = HdB@d)
Esta funcéo assume valores estritamente positivos em pontos arbitrariamente préxi-

mos da origem.
Por outro lado, em relagio as solugdes de (1),

= l(qw(q)q') + 1(ql;f;(l?(q)qi))

+@%a)
< Ia—T—@wLQ)
=T+1< %) - 550~ Q).

Como cada componente de %{- é uma forma quadrética em ¢ com coeficientes de classe
C? em g segue que existe C(g) matriz n x n, de classe C* em g, satisfazendo

C0)=0 e @Wo) = (ICi)-

Além disso, como B(Q) é simétrica definida positiva e depende continuamente de g,
e C(0) = 0, segue que existe § > 0 tal que

T+ (ql (dI[B(Q) +C(g)l§) >0, Y(g,9) € Bs xR", ¢ #O.

7 )
Podemos supor sem perda de generalidade que 6 < e.

Assim, .

V>0, V(g,4) € Bs xR", (g,4) # (0,0).

Logo V ¢ funcfio de Liapunov para instabilidade da origem de (1). ]

Proposicdo 6.1: Suponha que para algum k > 2, %7 tem jato punctual de ordem k — 1

e que ( Iq) é k-decidivel e tem mdximo local wtnto em ¢ = O. Suponha ainda que @
tem Ja.to punctua.l de ordem & — 1 nulo.
Entdo a origem ¢ = ¢ = O de (1) é instével.



Prova:

Como Q tem jato punctual de ordem k — 1 nulo, segue imediatamente que (Qlg) tem
jato punctual de ordem k e que j*(Qlg) = 0. Assim, como (§Z|g) 6 k-decidivel e tem
méximo local estrito em ¢ = O, segue que 0 mesmo OCOrTe Com

on or
(a—q -Qlg) = (5q—lq) - (Qlg)-
A tese segue entdo do lema anterior. |

Teorema 6.1: Suponha que para algum £>2,2 3q tem jato punctual de ordem k—1, 7
é k-decidivel e a representagio de j*x na forma
=t m b m

com 7; homogéneo de grau ¢ é tal que m;(z) < 0 para todo z € R*,2 <i < k. Suponha
ainda que @ tem jato punctual de ordem k — 1 nulo.
Entdo a origem ¢ = ¢ = O de (1) é instével.

Prova:

Das hipbteses segue que = tem méximo local estrito k-decidivel na origem. Segue
também que % tem jato punctual de ordem & — 1 na origem, e portanto usando o lema
2.1 obtemos

1 OR _ 0

dq ~ 9q
Logo, (-aa—flq) tem jato punctual de ordem k e

kR)

OR
('a}-lQ)—
Por outro lado,
OR
(aql) ( (W2+7f3+ +7fk)+a—qIQ)
=27r2+37l'3+'--+k7rk+(aa—R|q)
"1\'4-( lq)+7r2+27r3+ -+ (k —1)my.

Como « é k-decidivel e tem méximo local estrito na origem, j*(4E lq) Oem(g) <0
para todo ¢ € R", segue que

5,0 .
Jk(EIQ) =i r 4t m42m+-+ (k= )m

6



e portanto (% |g) é k-decidivel e tem m4ximo local estrito em g = O.
O resultado segue da proposigéo anterior. [ |

7. Comentéarios finais.

A proposicdo 6.1 estende parcialmente, para sistemas no conservativos, o seguinte
resultado (ver [4]):

Se (g—:lq) tem mdzimo local estrito na origem
(e @ = O) entdo a origem € instdvel.

O teorema 6.1 ¢ um resultado do mesmo tipo daquele ji presente na literatura (ver

[4]) que afirma, que

Se x € analitica, m =) 2, m;,
onde cada m; € um polinémio homogéneo de grau 1,
eexiste k> 2 tal que mi(q) > 0se2<i1<k—1,em(q)<0sek+1<:(e@=0)
entdo a origem ¢ instdvel.
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