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Resumo. O principio de funcionamento do péndulo invertido encontra-se em diversas aplicag@es reais, tais como: o problema
classico de controle da posi¢do de um foguete, da altitude de um missil durante os estagios iniciais de seu langamento, como também
o controle do veiculo comercial tipo Segway®. O péndulo invertido, por apresentar particularidades tais como dinamica n&o linear,
acoplamentos elétricos e mecénicos e atrito entre componentes, torna-se um 6timo problema para aplicar conceitos das areas de
modelagem e controle. Este trabalho tém como objetivo projetar um controlador PID (Proporcional-Integral-Derivativo) para
controlar o péndulo na sua posigdo vertical, considerada um zona de equilibrio instavel. Sera utilizado também o software Matlab®
para obteng8o das funcdes transferéncias do sistema, e Simulink® para para integrar o sistema (péndulo e controlador) para
submeter o sistema a disturbios, com o intuito de demosntrar a eficacia do controlador para manter o péndulo na posicao vertical.
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1. INTRODUCAO

A instabilidade do péndulo invertido € um caso bastante conhecido na mecénica cléassica, e ja foi alvo de estudo de
inimeros trabalhos académicos em nivel de graduacdo e pds-graduacdo. Os conceitos de modelagem e controle do
péndulo invertido também sdo discutidos nas principais referéncias bibliogréficas de sistemas de controle cléssico e
moderno. As aplicagfes de sistemas baseado em péndulo invertido sdo encontradas em diversas situagdes como o
problema de controlar a altitude de um missil durante os estagios iniciais do langamento (Dorf, 2013), controle da posicao
de um foguete na fase de langamento (Ogata, 2010) e controle do veiculo comercial do tipo Segway® conforme ilustrado
na Figura (1), que é mantido na posicéo vertical por um sistema de controle realimentado (Franklin, 2013).

Figura 1. Veiculo de transporte Segway®.
Disponivel em <https://www.segway.com/segway-x2-se/> Acesso em 18 de agosto de 2021.

2.0 PENDULO INVERTIDO

O péndulo invertido, por se tratar de um sistema de natureza instavel é amplamente explorado nas areas de automacéo,
robdtica e mecatronica, torna-se possivel propor diversos tipos de controladores, com o intuito de equilibrar a haste do
péndulo na posicéo vertical. O sistema proposto neste trabalho, consiste de uma haste (péndulo) articulada, que encontra-
se acoplada pela articulagdo a um carro que é submetido a uma forga horizontal. Essa forca, promove a movimentagao
desse carro com objetivo de estabilizar a haste na posigdo vertical, de maneira a transformar um problema instavel em
estavel em torno de um valor de referéncia.
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3. MODELO MATEMATICO

Na Fig. (2), tem-se o esquematico do péndulo invertido usado neste trabalho e também o diagrama de corpo livre
(DCL) do sistema.
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Figura 2. (a) Péndulo invertido sobre um carro, (b) DCL do péndulo invertido. Fonte: Adaptado de (Ctms, 2021).

Na Fig. (2). (a) x é a posicdo do carro na horizontal, 8 o0 angulo do péndulo com a vertical, F a forca aplicada ao carro
e CG ¢é o centro de gravidade. E na Fig. (2) (b) P ¢ a reacdo vertical, N é a reacdo horizontal e fat é a forga de atrito, que
nesse caso sera aproximado por um amortecimento viscoso. Na Tab. (1) tem-se os dados das constantes utilizadas nesse
problema:

Tabela 1: Dados usados no péndulo invertido. Fonte: Prdprio autor.

Nome da variavel Simbolo Unidade [SI]
Massa do carro M 0,2 [kg4]
Massa do péndulo m 0,050 [kg4]
Amortecimento b 0,1 [N -s/m]
Momento de inércia do péndulo I 0,0014 [k - m?]
Distancia do eixo de rotagdo ao CG l 0,25 [m]

Admitindo que o CG da haste do péndulo no seu centro geométrico, e que a haste € homogénea, basta realizar o
somatorio das forcas que atuam na dire¢éo horizontal do carro e tem-se a seguinte equacéo diferencial Eq. (1):

F =M¥+bx +N (1)

Aplicando o somatério de forcas do DCL do péndulo invertido na direcdo horizontal, tem-se a expressdo para a forca
de reacdo N pela seguinte equacéo diferencial Eqg. (2):

N = m¥ + mlé cos 6 — mld?sen @ 2
Substituindo a Eq. (2) em (1) tem-se Eq. (3):
F = (M +m)i + bx +mlé cos 0 — mlb?sen@ (€))

Aplicando o somatdrio de forcas do DCL do péndulo invertido na direcdo vertical, tem-se a seguinte equacéo
diferencial Eq. (4):

Psen® + N cos§ —mg sen® = mlé + mi cos 6 (4)
Multiplicando a Eq. (4) por [ tem-se:

Plsen @ + Nlcos 6 —mglsen = ml?6 + mlx cos 6 (5)
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Como pretende-se manter o péndulo na posigéo vertical para cima (6 = m ), pode-se admitir que 6, e é(t) sejam
grandezas suficientemente pequenas. Dessa forma, admite-se que sen 8 = 8, cosf = 1 e §% -6 = 0 . Esssa suposicao é
razoavelmente valida uma vez que se pretende controlar o péndulo entre +15° mantendo-se na regido de comportamento
linear. Dessa maneira @, conforme Fig. (2), representa o desvio do péndulo da posicao de equilibrio, ou seja, 8 = 7 + 0.
E admitindo que as grandezas sdo suficientes pequenas tem-se:

cosf =cos(m+ @) = —1; sinf = sin(@+0) =~ —@; 62 = ¢ =0 (6); (7); (8)

Substituindo as aproximacges consideradas, realizando manipulacdes algébricas, e substituindo F por u nas equacdes
diferenciais ndo-lineares, tem-se o sistema de equagdes diferenciais do péndulo linearizadas Egs. (9) e (10):

(M +m)i +bx —mld = u €)
(I +ml?>)p — mgld = mli (10)

4. FUNGAO DE TRANSFERENCIA
Para se obter a fungdo de transferéncia, aplica-se a transformada de Laplace nas equacgdes (9) e (10), e admite-se
condic¢Bes iniciais nulas. E realizando-se manipulagdes algébricas subsequentes nessas equacfes tem-se a fungdo

transferéncia do Ppenauio ©) da seguinte forma Eqgs. (11) e (12):

ml

_0(s) q (11)
Ppéndulo(s) - U(S) - 34 b(I+miZ) G2 (M+m)mglsl — bmgl [rad/N]
a q q
Em que:
qg=[(M+m)(I +ml?) — (mD)?] (12)

Ap0s obter-se 0 modelo matematico do péndulo invertido, via equagdes de equilibrio, desenvolveu-se um algoritmo
em MATLAB®, e substitui os valores dos pardmetros da Tabela 1 e obteve-se a funcéo transferéncia de péndulo Eq. (13):

, _ 1,091-1079 s
péndulo(s) = 9193.10-10 §3 + 2,618+ 10-12 s2 — 5458109 s1 — 6,421 - 10~ 11 (13)

5. CARACTERISTICAS DOS GANHOS Kj, Ki e K DOS CONTOROLADORES PID

Os ganhos do controladore PID, sdo dados pelos pardmetros Kp, Ki e Kq chamados respectivamente de ganho
proporcional, ganho integral e ganho derivativo. Dentre as caracteristicas de cada um desses parametros tem-se:

o  K;: Redugdo do tempo de resposta a uma dada entrada em um sistema, quando comparado a um sistema de controle
simples do tipo on/off. Esse ganho tem por caracteristica a reducdo do erro em estado estacionario, porém nunca
elimanara esse erro totalmente;

e K Eliminacéo total do erro em estado estacionario. Entretanto tem efeito tornar a resposta do sistema mais lenta a
uma dada entrada, e também aumentar o overshoot em uma resposta em regime transiente (degrau);

e Ky Aumenta a agilidade para convergir o sinal para o valor de referéncia (diminuindo um pouco o tempo de
resposta). Também aumenta a estabilidade do sistema, promovendo uma redugdo no overshoot na resposta em
regime transiente. Entretanto, pode ser problematico em sistemas com sensores com alto nivel de ruido, devido a
sensibilidade da derivada nesses casos;

Em sistemas com controladores PID, PI (Proporcional-Integral) e PD (Proporcional-Derivativo), torna-se necessario

a adicdo de filtros. Pois segundo Skogestad (2007), a parcela derivativa tem o efeito de gerar uma acdo de controle

proporcional & taxa de variacdo do erro, ou seja, estima a tendéncia de aumento ou diminuic&o do erro futuro. Esse efeito,

de antecipacao, acarreta no aumento da velocidade de corre¢do do processo, quando se detecta varia¢des no sinal do erro.

Com isso, 0 K, torna-se bastante sensivel a erros de alta frequéncia, como ruidos no sistema e também mudancas no
valor de referéncia da varidvel manipulada. Sobre os ruidos inerentes ao sistema, Castrucci (2011) afirma que tal evento
¢ algo inevitavel em todo e qualquer sistema real. E o termo associado a derivada do controlador PID produz um ganho
que tende ao infinito em altas frequéncias. Esses ganhos elevados podem levar a saturacdo dos elementos finais de controle
como atuadores e amplificadores. Em virtude disso, é comum a insercdo de filtros que neutralizem o efeito de instabilidade

mposiodo PFrogra € Pos-Graduacago em Engennana Mecanica

ot =Jb
12021 == JUI

m

ntos.eesc.usp. br/sip



causado pelo termo associado a derivada do controlador PID. Na Tab. (2), tem-se representado um resumo com a
influéncia de cada um dos ganhos K, Ki e Kq nos pardmetros de desempenho de um controlador PID.

Tabela 2: Influéncia dos ganhos do controlador PID nos pardmetros de desempenho de um sistema de controle. Fonte:
Adaptado de (CTMS, 2021).
Ganhos Tempo de subida t;,  Sobressinal M,,  Tempo de acomodagdo t, Erro estacionario

Kp Diminui Aumenta Pouca alteragéo Diminui
Ki Diminui Aumenta Aumenta Elimina
Kg Pouca alteracéo Diminui Diminui N4o se altera

6. OBTENGCAO DO CONTROLADOR PID

De posse da fungéo de transferéncia do péndulo invertido, montou-se o diagrama de blocos no Simulink® e obteve-se
os parametros do controlador PID via PID tuning. Para avaliar a resposta do sistema, bem como a eficacia do controlador,
adicionou-se uma perturbacdo no sistema, alternando pulsos discretos de amplitude positiva e negativa, andlogo ao
proposto por Vasconcelos (2012). Devido adotar-se a referéncia em 180° o péndulo na posi¢do vertical, projetou-se um
Pré-filtro, de maneira a simular a colocagdo do péndulo invertido manualmente na posicéo de referéncia. A partir disso,
a lei de controle entra em operacéo para testar o controlador. Na Eq. (14) e na Fig. (3) tem-se, respectivamente, a fungéo
transferéncia do Pré-filtro, e o diagrama de blocos do sistema no Simulink®.

Pré— FiltroGs) (5899 - 0.635) 3746
ré — Filtro(s) = =
(s2 + 5899 + 0.635 - s + 5899 - 0.635)  s2 + 0.635-5 + 9645 (14)
10 =
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Figura 3. Diagrama de blocos do sistema. Fonte: Préprio autor.

Nas Figs. (4) e (5), tem-se, respectivamente, a resposta da lei de controle quando submetida a perturbagdes dos pulsos
unitéarios negativo e positivo com defasagem de 10 segundos, e o grafico do comportamento do sistema em detalhe.
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Figura 4. Resposta do sistema com controlador PID e Pré-Filtro. Fonte: Préprio autor.
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Figura 5. Resposta do sistema com controlador PID e Pré-Filtro em detalhe. Fonte: Préprio autor.

7. CONCLUSOES

O péndulo invertido é considerado um problema classico, estudado nos principais livros textos de sistemas de controle.
Por se tratar de um sistema de natureza instavel, torna-se possivel a aplicagdo de teoria de sistemas de controle para se
tornar o péndulo estavel em algumas regides. Dentre as técnicas de controle o controlador do tipo PID além de ser muito
estudado, é amplamente aplicado nos mais diversos seguimentos da inddstria como automobilistica, aviagdo, maquinas
ferramentas, alimenticias, controle de processos, controle de posi¢do, velocidade, aceleragdo, entre outras.

Dessa forma, para este trabalho, o controlador PID mostrou-se capaz de controlar a posi¢do do péndulo invertido, que
possui natureza instavel, conferindo a esse um comportamento estavel dentro da regido de referéncia de 180°, com uma
leve oscilacdo de +3° dentro dessa regido, e ndo ultrapassando a zona de linearidade de £15°. No entanto, os paramteros
do controlador podem ser otimizados, pois quando submetido aos distirbios, demorava-se quase 5 segundos para retornar
ao valor de referéncia.

Entretanto, esse trabalho ilustra somente uma simplificacdo de um sistema real. Pois, uma solu¢do mais realista para
simular o comportamento real de um péndulo invertido, obtendo-se um modelo mais refinado, deveria considerar, por
exemplo, pardmetros adicionais, tais como: insercdo das plantas de atuadores, como os motores de movimentacdo do
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carro e haste; sensores como sensor de posicdo do carro e haste; consideracdo do atrito das partes mecanicas, entre outros.
Além disso, para projetar um controlador para um péndulo invertido, outras técnicas, como método do lugar geométrico
das raizes, poderiam ser aplicadas, além de projetar, por exemplo, um controlador por ajuste do ganho, avanco e atraso
de fase. Poderia utilizar-se ainda da aplicacéo de técnicas mais elaboradas de controladores, como controladores Fuzzy e
Neuro-fuzzy.
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