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Abstract. Reinforced concrete is the most used material in the civil construction sector, providing high resistance
to mechanical stresses and contributing to the durability of structural systems. Its application allows the design of
structural components with the various formats, motivating its use in the bold and functional architectural designs
required by contemporary society. In order to predict the behavior of reinforced concrete structures according
to the project stresses, the development of numerical tools is essential. The main objective of this study is to
present a numerical approach for modeling reinforced concrete structures considering the presence of particulate
inclusions (coarse aggregate). Geometric non-linearity is considered naturally by the positional formulation of the
Finite Element Method (Positional FEM), while the physical non-linearity of concrete is considered using Mazar’s
damage criterion and of steel using an elastoplastic model. Two-dimensional triangular finite elements were used
to model the cement matrix and coarse aggregates (particles), while one-dimensional finite elements were used for
steel bars (fibers). The kinematic coupling between the domains is performed by the embedded technique, which
allows the generation of independent meshes for the matrix and reinforcement. The computational formulation
and implementation are validated using experimental and numerical results available in the literature. The results
obtained demonstrate the robustness and applicability of the model developed.
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1 Introducio

O concreto é um material largamente empregado no contexto da construco civil, que associado ao aco, con-
fere elevada resisténcia mecanica aos elementos estruturais. A possibilidade de produzir elementos com diversos
formatos e dimensdes, e o fato de aliar um baixo custo de producdo com a facilidade de execugdo sdo fatores
que justificam sua vasta aplicagdo. Em decorréncia destes aspectos, surge a necessidade do desenvolvimento de
ferramentas computacionais capazes de prever seu comportamento mecanico frente as agoes de projeto.

Uma das teorias apresentadas na literatura para a concepcdo de modelos destinados a materiais quase frageis
¢ a da mecanica do dano continuo. Esta abordagem trata o material como um meio continuo, em que as desconti-
nuidades infinitesimais decorrentes da progressao da degradacdo mecénica sdo consideradas homogéneas em um
dado elemento representativo de volume. Dentre os estudos precursores, destacam-se os trabalhos de Lemaitre
e Dufailly [1] e Lemaitre [2], os quais revelam que a degradagdo material ¢ melhor representada por meio da
quantificacdo das densidades dos defeitos.

O desenvolvimento da mecanica do dano continuo ocorreu a partir da necessidade de analisar e quantificar a
degradac@o mecanica dos materiais em fun¢@o das a¢des de natureza mecanica ou térmica. Os primeiros estudos
relacionados a drea foram conduzidos por Kachanov [3], aplicando varidveis de dano continuo. Posteriormente,
almejando incorporar a reducdo das propriedades mecanicas, decorrentes do estado de fissuracdo, nas varidveis de
dano, Rabotnov [4] promoveu a continuidade dos avangos nesse campo de pesquisa. Contudo, a formulagdo da
mecanica do dano continuo foi descrita consistentemente, com base na termodinamica dos processos irreversiveis,
somente no trabalho de Lemaitre et al. [5].

Ainda na década de 80, um modelo baseado em deformacdes equivalentes foi proposto por Mazars [6].
Apesar de ser considerado um modelo simplificado, € bastante eficiente e aceito no meio cientifico. Neste modelo
os processos mecanicos de degradacdo continua do material sdo representados por meio de uma varidvel de dano
escalar, determinada a partir de uma deformag@o equivalente definida pelas deformacdes de alongamento.
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Com o avango dos estudos relacionados a modelagem do concreto estrutural, as andlises em multiescalas
vém ganhando destaque nos centros de pesquisas [7, 8]. De acordo com Rodrigues [9], o processo de degrada-
¢80 mecanica observada na macroescala é diretamente influenciado pelo comportamento da estrutura interna do
concreto, verificada somente em mesoescala e microescala. Portanto, a avaliagdo do material pode ser realizada
em trés niveis de observacdo. Ao analisar o concreto em uma escala macroscopica, suas propriedades podem ser
consideradas idénticas para distintas por¢des do material, a qual a maioria dos modelos classicos assume, uma vez
que € a escala em que os elementos estruturais sdo concebidos. No nivel mesoscépico, abordado neste trabalho,
a estrutura da particula desempenha papel de relevancia, em que a heterogeneidade do material motiva o apareci-
mento de concentragdes de tensdes. Por tltimo, na escala microscdpica, a estrutura interna da pasta de cimento
endurecido passa a assumir uma fun¢do de maior significancia [10].

Neste contexto, em uma abordagem em mesoescala, o concreto € composto por trés fases distintas: o agre-
gado gratido, a matriz cimenticia com vazios distribuidos aleatoriamente e a Zona de Transi¢do Interfacial (ZTI),
entre a matriz e os agregados. Assim, o concreto é tratado como um material compdsito, sendo constituido pela
combinacdo inteligente de materiais com propriedades mecanicas distintas, com o intuito de obter propriedades
superiores aos componentes originais [11]. Particularizando para o concreto armado, o aco objetiva atenuar a de-
ficiéncia do concreto com relagdo a resisténcia aos esfor¢os de tracdo, enquanto o concreto exerce a fungdo de
proteger fisicamente e quimicamente o aco da agdo dos agentes agressivos do meio externo, desencadeadores do
processo corrosivo. O fator econdmico também contribui com a aplicabilidade de materiais compdsitos, em que
o refor¢o pode desempenhar o papel de preenchimento ou a matriz pode proporcionar a aderéncia e protecao aos
reforcos.

Na modelagem numérica de materiais compdsitos trés abordagens se destacam na literatura, sendo elas, as
técnicas de homogeneizacio, discretizacdo e embutimento. A técnica de homogeneizagdo pressupde a uniformiza-
¢do das propriedades mecanicas dos materiais, sendo comumente empregada na modelagem da matriz de concreto,
em que os pardmetros eldsticos da argamassa, do agregado gratudo e da zona de transi¢@o sdo homogeneizados. Na
discretiza¢do, ambos os dominios (matriz e reforco) sdo discretizados, sendo o acoplamento cinemaético realizado
por correspondéncia nodal direta, resultando em uma limita¢do na geragdo da malha do reforco. Por dltimo, na
abordagem via técnica de embutimento, os parametros nodais do refor¢o sdo escritos em fun¢do dos parametros
nodais da matriz. Tal metodologia permite a geracdo de malhas independentes, ou seja, sem requerer coincidéncia
nodal. Além disso, apresenta como vantagem o fato de ndo acrescentar graus de liberdade ao sistema de equagdes.

No sentido de contribuir com os estudos concernentes a modelagem de estruturas de concreto armado, no
presente trabalho o comportamento mecénico é modelado considerando a imersdo das armaduras e dos agregados
graddos por uma técnica de embutimento. Destaca-se que a zona de transi¢@o interfacial e os vazios distribuidos
na matriz cimenticia sdo desconsiderados neste estudo. A ndo linearidade geométrica é considerada empregando
a abordagem posicional do Método dos Elementos Finitos (MEF). A ndo linearidade fisica do concreto € abor-
dada via mecénica do dano continuo e o comportamento das armaduras por meio de um modelo elastoplastico
unidimensional.

2 Modelagem numérica de compositos reforcados via técnica de embutimento

O modelo numérico desenvolvido neste trabalho emprega a abordagem posicional do MEF, proposto por
Bonet et al. [12] e, de forma independente, Coda e Greco [13]. Esta metodologia utiliza posicdes e vetores genera-
lizados como parametros nodais ao invés dos deslocamentos e giros usualmente empregados na versao tradicional
do MEF. Sua formulac¢io engloba naturalmente os efeitos advindos da ndo linearidade geométrica a partir de uma
descri¢do Lagrangiana total, em que o referencial adotado durante toda a anédlise corresponde a configurag¢do inde-
formada do sé6lido. A fim de simular materiais comp0sitos, a incorporagdo do refor¢co no dominio é efetuada com
o auxilio de uma técnica de embutimento. O equilibrio é determinado por meio dos principios energéticos, em que
a minimizagdo do funcional de energia mecanica € realizada em relag@o as posicdes da matriz, do seguinte modo:

ouU OP -67:0, 0

s (99, 90, 90
oy oY oY oY

sendo U, U e U as energias internas de deformacdo da matriz cimenticia, do agregado gratido e da armadura,

respectivamente, P a energia potencial das forcas externas e Y o vetor das posi¢des. Dada a arbitrariedade de Y,
aeq. (1) é reescrita como:

U U U = = =
g%+§%+§%+§%: Fv,nt_’_ant_*_Flnt_?ext:ﬁ’ (2)
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int - pint e print representando as forcas internas da matriz cimenticia, do agregado graido e da armadura,

respectivamente, e ?”t corresponde as forcas externas.

Por se tratar de uma andlise geometricamente exata, emprega-se a medida de deformacio objetiva de Green, e
comisso aeq. (2) descreve um sistema de equacdes ndo lineares em relacao as posigdes, cuja solugao € determinada
pelo método de Newton-Raphson. Desse modo, efetuando uma expansao em série de Taylor e desconsiderando os
termos de ordem quadrética ou superior, escreve-se:

HA?: _ (F’L’nt_|_ Fl’!’Lt+ ant _?emt) , (3)

na qual o vetor A? representa a corre¢do das posicdes e H € a Hessiana ou matriz de rigidez tangente da estrutura,
em que para forgas externas conservativas, se resume na segunda derivada da energia de deformacgdo em relagdo as
posigdes, dada por:
0*U 82U 0T
H= + + . “4)
oY @Y 0¥ Y  9Y 20V

Dessa forma, a configurac@o de equilibrio é encontrada a partir de um conjunto de posi¢des tentativas, as

quais sfo inicialmente tomadas como sendo as posi¢des iniciais (Y ¢ = X). A solugdo tentativa é melhorada por
meio do vetor de corregio, fazendo Y i*! = Y*4+ AY', originando uma nova iteragdo. Este processo é repetido até
ocorrer a convergéncia dos resultados, a qual € satisfeita quando HA? H / HY H for menor que uma determinada

tolerdncia previamente estabelecida.

Maiores detalhes referentes a formulacio posicional do método dos elementos finitos podem ser consultados
em Coda [14]. Também recomenda-se os textos de Paccola et al. [15] e Paccola e Coda [16] com relacdo a descricao
da modelagem de sélidos reforcados com fibras e particulas, respectivamente.

3 Nao linearidade fisica

A nao linearidade fisica do concreto é considerada por meio dos conceitos da teoria da mecénica do dano
continuo, a qual é fundamentada nos principios da mecénica do continuo e da termodindmica dos processos ir-
reversiveis. Assim, a evolucdo do processo de degradacdo mecénica do concreto é atribuida a progressdo da
microfissuracéio ocasionada pelas tensdes de tracdo, tendo em vista a baixa resisténcia do concreto a tais solicita-
coes.

Neste trabalho é implementado o modelo de dano escalar proposto por Mazars [6]. Apesar de ser conside-
rado um modelo simplificado, 0 mesmo € bastante difundido e aceito no meio cientifico, representando de forma
adequada os processos mecénicos de degradagdo continua do material. Desse modo, o modelo admite as seguintes
hipéteses simplificadoras:

* As deformacdes permanentes provindas de uma possivel situacdo de descarregamento sdo totalmente des-
prezadas;

* O dano ocorre somente por deformacdes que provocam alongamentos, ou seja, € necessdrio a existéncia de
ao menos uma deformacio positiva no tensor de deformagdes principais;

* O modelo de dano penaliza a rigidez do material igualmente em todas as dire¢des, caracterizando-o como
um modelo de dano isotrépico. Logo, a degradacdio material € representada por uma varidvel escalar de dano
D.

A varidvel de dano pode assumir qualquer valor real no intervalo fechado de 0 a 1, em que D =0 representa o
estado de integridade material, enquanto que D = 1 corresponde a degradacio total do elemento representativo de
volume. A evolugio da danificagdo ocorre sempre que for excedida uma dada deformagdo. Devido ao fato do cri-
tério de danificacdo ser escrito em termos de deformagao, a aplicacdo de modelos de dano permite a determinagdo
do trecho referente ao amolecimento (softening).

Desse modo, o modelo de dano de Mazars é caracterizado por assumir uma varidvel destinada a mensu-
rar o estado de alongamento em um determinado ponto do continuo. Tal varidvel € denominada de deformacao
equivalente (¢.4) € corresponde a norma euclidiana das deformagdes de alongamento do tensor de deformacdes
principais, sendo expressa do seguinte modo:

eeg = /()2 + (2) + (e5)2, 5)

em que as varidveis (¢;) referem-se as componentes positivas do tensor de deformagdes principais.
A partir da deformacdo equivalente escreve-se o critério de danificacdo material como:

f(€eqs D) = €eq — €1im (D) > 0. (6)
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O parametro €;;,, representa a maxima deformag@o do histdrico de deformacdes durante a fase de carrega-
mento, denominada de deformac@o limite. No inicio da andlise, tal deformag@o assume o valor da deformagdo
associada a maxima tensdo de tragdo do concreto (49).

A lei de evolugdo € escrita em termos das taxas de variacdo das deformacgdes, conforme expresso nas eqgs.
(7) e (8), que sdo equivalentes as condi¢des de complementariedade e consisténcia estabelecidas na teoria da
plasticidade, ou seja, D - f =0e D - f=o.

D=0se f<Oouf=0ef<O0e (7)

D =F(ceq,€eqs) se f=0e f=0. (8)

Na eq. (8) F (geq,€eq+) € uma fungdo continua e positiva da deformagio equivalente, definida em fungéo
de pardmetros intrinsecos ao modelo de dano. Particularizando para os casos de tragdo e compressdo uniaxiais,
considerando uma solicitagdo monotonicamente crescente, pode-se escrever de maneira explicita as varidveis de
dano D e D¢ da seguinte maneira:

o €do (1 — AT) AT
Dr=1- €eq o eBr(ecq—eao) ®)
1-A A
Do=1— gao ( c) c (10)

eBc(eeq—¢ao)’

nas quais Ap, Ac, Br e Bo correspondem aos pardmetros internos do modelo de dano. As varidveis Dr e D¢
s@o definidas para os casos de carregamentos monoaxiais, no entanto é possivel estender a aplicacdo para o caso
multiaxial por meio de uma combinacgdo linear entre seus valores, dando origem a uma tnica varidvel de dano,
expressa como:

D =arDr+ acDc, (11)

em que os coeficientes ar e ac s@o calculados conforme proposto por Perego [17], sendo escritos como:

> (eri), S (eoi),

OZT:z?eOZC:ZT, (12)
14 14

com 5‘J§ indicando a deformacdo volumétrica de alongamento, dada por:
E‘J; = Z (ETi)++ Z (Eci)+. (13)

O valor da varidvel de dano pode ser aplicado diretamente no tensor constitutivo eldstico inicial do material
(C), objetivando penalizar uniformemente as propriedades eldsticas. Assim, as tensdes efetivas sdo determinadas
como:

c=(1-D)C:e. (14)

A danificacdo material foi considerada tanto na matriz cimenticia quanto nas inclusdes referentes aos agrega-
dos graddos.

O comportamento mecanico ndo linear fisico das armaduras foi considerado a partir de um modelo elasto-
plastico unidimensional com encruamento isétropo linear positivo, sendo o critério de plastificacdo dado por:

f=0s—(fy + Ka) <0, (15)

em que o representa a tensdo na armadura, f, corresponde a tensdo de escoamento do aco, K refere-se ao médulo
plastico de encruamento e o € uma medida de deformacdo plastica equivalente. Desse modo, a partir do critério
de plastificagdo definido pela fungdo f o incremento de tensdao normal na armadura é exprimido como:

dos=FE.dese f<0e (16)

dos =FElde se f>0, 17)

sendo E; o médulo de Young do ago, E. é o médulo de Young do ago na fase de encruamento, em que para
comportamento elastopldstico perfeito E, = 0 e para o o caso is6tropo linear positivo E, = (E,K)/(E; + K).
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4 Exemplo numérico

Objetivando validar a implementagdo do modelo desenvolvido, os proximos paragrafos destinam-se a apre-
sentagdo de um exemplo numérico. A aplicacdo numérica visa demonstrar a viabilidade da técnica empregada na
incorporagdo da fase particulada para a simulacdo dos agregados graidos dispersos na matriz cimenticia.

O presente exemplo consiste em uma viga biapoiada com carga aplicada no centro do viao, ensaiada experi-
mentalmente por Mazars [6]. O esquema estdtico e as propriedades geométricas sdo revelados na Fig. 1. A fim de
verificar a consisténcia da metodologia adotada para a incorporagdo dos agregados gratidos, duas andlises foram
conduzidas. Na primeira considera-se somente a matriz de concreto e as armaduras, com as seguintes proprie-
dades fisicas: E. = 3000 kN/cm?, E; = 19600 kN/cm?, v, = 0.20, v, = 0.00, £49 = 1.15 x 1074, Ac = 1.40,
Be = 1850, Ar = 0.80 e By = 20000. Em uma segunda anélise considera-se a matriz cimenticia com a imersao
dos agregados gratidos e da armadura. Nesta tiltima analise adotou-se £49 = 7.63 x 107° e E,,, = 1990.21 kN/cm?
para a matriz cimenticia e £49 = 3.81 x 107% e E, = 9951.05 kN/cm? para o agregado gratido. Tais médulos
de Young foram obtidos por meio de experimenta¢des numéricas visando encontrar os médulos de elasticidade
equivalentes, fixando uma propor¢io de E,,, /E, = 0.20. Ambas as andlises foram conduzidas realizando controle
de deslocamentos, mediante a aplicagdo de 100 passos incrementais de § = -0.011 mm, com o intuito de se obter a
trajetdria de equilibrio.

F
l Cobrimento = 1.5 cm
22 cm 19.9 cm
I I N 2.1 cm
A Y 20 1.2em
15 cm
10 cm 70 cm 70 cm 10 cm ¢

Figura 1. Propriedades geométricas do elemento estrutural

Para a discretizacdo do dominio aproveitou-se da condicao de simetria, e optou-se por uma malha estruturada
composta por 3520 elementos finitos triangulares com ordem de aproximagdo cibica, resultando em 16147 nés.
Devido a técnica de embutimento adotada, o nimero de graus de liberdade do problema refere-se somente a
matriz, totalizando 32294. A armadura foi discretizada por 240 elementos finitos de trelica. Para a inclus@o dos
elementos particulados adotou-se uma taxa volumétrica de 30% em relacdo a matriz cimenticia. Desse modo,
foram gerados 528 agregados graido aleatoriamente, discretizados por 8 elementos finitos triangulares com ordem
de aproximagdo quadratica cada. Assumiu-se agregados quadrados com 1.0 cm de lado, a fim da facilitar a geragéo
automatica da distribui¢do dos elementos. As dimensdes adotadas resultam em uma dimensido maxima equivalente
a 1.414 cm (medido diagonalmente), em que sua escolha € justificada para representar a brita 2, cujas dimensdes
variam entre 0.95 cm e 1.90 cm. Assim, a fase particulada composta pelos agregados gratidos foi discretizada por
4224 elementos finitos, totalizando 13200 nés. A Fig. 2 apresenta as malhas de elementos finitos e o detalhamento

da discretizacdo do agregado grauido.
Aplicagdo de
deslocamentos 4
1\

Leitura de l
A «— deslocamentos
(b)

(a)

Figura 2. Discretiza¢des adotadas: (a) viga e (b) agregado gratdo

Os resultados obtidos sdo comparados na Fig. 3 com os aferidos experimentalmente por Mazars [6] e nume-
ricamente por Santos [18], o qual utilizou elementos planos triangulares com aproximacio linear para o concreto
e elementos de trelica para a armadura, acoplados cinematicamente por coincidéncia nodal.
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25} e :
g 20 - /_:‘//, 4
S, AL —— Ensaio 1 - Mazars [6]
5 15¢ - -- Ensaio2- Mazars[6]]
- 10k AT N e Ensaio 3 - Mazars [6]|]

— Santos[18]
5 4/ — Sem particulas H
--- Com particulas
O 1 1 1 T T
0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0 12

Deslocamento vertical (mm)

Figura 3. Deslocamentos verticais em fun¢d@o da for¢a concentrada no meio do vao da viga

Nota-se que considerando as inclusdes a viga apresentou niveis de cargas superiores a viga homogénea. Este
fato € atribuido ao enrijecimento local proporcionado pelos elementos particulados, o qual promove o espalhamento
da danificag@o material para as regides vizinhas. Para visualizar tal comportamento o estado de danificacdo da viga
para os deslocamentos equivalentes de § = -0.55 mm e § = 1.10 mm s&o revelados na Fig. 4.

Passo 50: 6 = 0.55 mm

Modelo sem particulas Modelo com particulas
Variavel
de dano
1.000E+00
8.889E-01
7.778E-01
6.667E-01

Passo 100: 8 =1.10 mm
Modelo sem particulas

5.356E-01

Modelo com particulas
4.444E-01

3.333E-01
2.222E-01
1.111E-01

0.000E+00

Figura 4. Mapeamento da varidvel de dano para as andlises sem e com as inclusdes

Diante dos resultados expostos, inicialmente verifica-se a adequada representacdo do elemento estrutural
por meio do modelo de dano de Mazars. Além disso, aproveitando-se das vantagens da técnica de acoplamento
utilizada, constata-se a boa representatividade da inclusao dos agregados graidos, sendo capaz de considerar satis-
fatoriamente a presenca de suas fases distintas.

5 Conclusoes

Neste trabalho apresenta-se uma abordagem numérica para a andlise de estruturas de concreto armado con-
siderando os agregados graidos. A técnica de embutimento empregada mostrou-se uma ferramenta poderosa na
simulacdo das diferentes fases constituintes do concreto. O emprego de malhas independentes confere versatilidade
e eficiéncia na geracdo das malhas dos reforcos, especialmente dos agregados graidos. Os resultado apontaram
um aumento da forca dltima na presencga da fase particulada. Tal comportamento pode ser justificado pelo enrije-
cimento local promovido pelas particulas.

Por meio da varidvel de dano escalar do modelo de Mazars é possivel verificar as zonas preferenciais de
fissuragdo. O modelo aponta a formagdo de novas frentes de degradagdo no entorno dos agregados, indicando a
ocorréncia de possiveis fissuras na interface entre o agregado graido e a matriz cimenticia.

Portanto, devido as vantagens da técnica de embutimento, 0 modelo mostrou-se adequado para a simulagao
do comportamento mecanico do concreto considerando os agregados gratidos e a armadura imersas na matriz
cimenticia. Por fim, os resultados evidenciaram a aplicabilidade e a potencialidade do modelo desenvolvido na
simulacdo de estruturas de concreto armado.
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