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Soluções Analíticas para a Deformação do/
Material Elasto-Plástico Cam-Clay Uteis na

Interpretação de Ensaios Triaxiais com
Diferentes Trajetórias de Tensão

(Analytica=1 Solutions for the Deformation of the Cam-Clay

Elastoplastic Material Useful in the Interpretation of Triaxial Tests

with Different Stress Pat;hs)

José Jorge Nader

Resumo

Este trabalho apresenta algumas soluções analíticas para a deformação
homogênea de um cilindro constituído do material elasto-plástico Cam-Clay,
úteis na interpretação de ensaios triaxiais com diferentes trajetórias de tensão,
ou na obtenção, a partir de resultados de ensaios triaxiais. dos parâmetros que
caracterizam um solo perante o modelo. Procura-se tornar claras as hipóteses
envolvidas na interpretação de ensaios e mostrar. passo a passo, como o pro-
blema é solucionado. Normalmente, a aplicação do modelo Cam-Clay a en-
saios triaxiais faz-se com o emprego de soluções numéricas. Desse modo, as
soluções analíticas apresentadas neste artigo, por serem de aplicacão direta,
podem ser interessantes para os que trabalham com modelagem do compor-
tamento de solos.

Abstract

This work presents some analytical solutions for the homogeneous deforma-
tion of a cvlinder constituted of the Cam-Clay elastoplastic material. useful in
the interpretation of triaxial tests with different stress paths or in the determi-
nation, from the results of triaxial tests. of the parameters which characterize
a soil in the model. It is intended to state clearly the hypotheses assumed
in the interpretation of tests and to show. step by step, how the problem is
solved. Usualjy the application of the Cam-Clay model to triaxial tests are
done bv means of numerical solutions. Therefore. the analytical solutions pre-
sented in this paper. being of direct application. can be useful to those who
work with soil behaviour modelling.

1



9

1 Introdução
Ao final deste texto terão sido obtidas relações tensão-deformação, não encontradas
na literatura geotécnica, de utilidade tanto na predição, pelo modelo Cam-Clay, do
comportamento de solos submetidos a ensaios triaxiais com diferentes trajetórias
de tensão, quanto na própria determinação dos parâmetros do modelo a partir de
resultados de ensaios.

A resolução do problema dar-se-á em partes, nas quais as hipóteses adotadas,
algumas delas implicitamente aceitas na interpretação de ensaios triaxiais, serão
colocadas claramente.

A segunda seção do trabalho reapresenta as equações constitutivas do Cam-Clay,
na forma revista num trabalho anterior (Nader, 1993b), no qual o modelo foi cons-
truído tendo por base as equações constitutivas elasto-plásticas gerais. Em seguida,
na seção 3, estuda-se a cinemática do movimento homogêneo de um cilindro. repre-
sentando um corpo-de-prova de ensaio triaxial. Como principal resultado obtêm-se
a matriz do tensor taxa de deformação (stretching) e as relações entre suas compo-
nentes e as deformações naturais. Na seção 4, as equações diferenciais constitutivas
são integradas em trajetórias de tensão retilíneas no diagrama (p, q) que partem
do ponto de intersecção do eixo das abscissas com a curva de plastificação e vão
até a linha do estado crítico (derivado do trabalho de Nader, 1993a). São consi-
derados dois grupos de trajetórias. O primeiro reúne aquelas em que há aumento
da tensão octaédrica, ao longo das quais o regime é sempre elasto-plástico. No se-
gundo grupo ocorre diminuição da tensão octaédrica; as trajetórias levam, de início,
o material ao regime elástico e. após o cruzamento da curva de plastificação, ao
regime elasto-plástico. Aliando-se os resultado das integrações das equações cons-
titutivas ao cálculo das deformações efetuado na seção 3. obtêm- se as relações
tensão-deformação procuradas.

Finalizando o trabalho, estudam-se as restrições ao movimento ou à força de
corpo que advêm da obediência à equação diferencial do movimento.

De início, é conveniente introduzir alguns símbolos e notações freqüentes no texto.
IA e //.4 denotam, respectivamente. o primeiro e o segundo invarianta principais de
um tensor A: Ao representa sua parte anti-esférica e A:Í. A transposto. A operação
linear traço é indicada por tr . A tensão de Cauchy é designada por T e sua parte
anti-esférica, denominada tensão desviadora, por To. Um ponto superposto ao
símbolo indica a derivada material em relação ao tempo. A convenção da Mecânica
do Contínuo para os sinais das tensões e deformações é empregada Le,g. tensões de
compressão e encurtamentos são negativos). Os parâmetros p, q, we -/. utilizados na
interpretação de ensaios triaxiais. são definidos de forma a seguir a regra de sinais
da Mecânica dos Solos.

2 Relações Constitutivas
O Cam-Clay é um modelo elasto-plástico com endurecimento isotrópico e poten-
cial plástico coincidente com a função de plastificação. cujas equações constitutivas
envolvem quatro parâmetros característicos do material (À, K. Nl e G) .
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Num trabalho anterior (Nader, 1993b), foi apresentada a construção do mode-
lo Cam-Clay, de um modo sistemático, a partir das equações constitutivas elasto-
plásticas gerais. Procurou-se lá definir precisamente quais tensores de tensão e taxa
de deformação são adequados para o modelo. Foram obtidas relações constitutivas
genéricas, que foram, depois, particularizadas para estados de tensão e deformação
ocorrentes nos ensaios triaxiais. O que se faz nesta seção é reapresentar as equações
constitutivas obtidas no trabalho anterior, que serão integradas na seção 4.

A função de plastificação do modelo Cam- Clay, coincidente com o potencial
plástico, pode-se escrever em termos dos invariantes JT e 1 IT, da tensão de Cauchy
T e da tensão desviadora To, que, para aliviar a notação, serão designados a partir
de agora por l e – J, respectivamente:

/(TIpo) = iÇI . J IPO) = –{ – à – Po

em que po (sempre positivo) é um parâmetro de endurecimento isotrópico denomi-
nado pressão equivalente (oposto da componente da tensão esférica que leva à pIas-
t ificação ) .

A equação f LI , J, po) = 0, com po fixo, corresponde a uma curva de plastificação
em forma de semi-elipse com coordenadas (/, a).

Propôs-se, no trabalho anterior, o emprego do tensor taxa de deformação D
Çstr et ching) nas equações constitutivas do Cam-Clay como medida da velocidade
de deformação. o campo tensorial D é a parte simétrica do gradiente espacial da
velocidade (vide seção 3 ou Gurtin, 1981).

D dividese nas parcelas elástica e plástica; D = De + DP. cujas relações com a
tensão são reapresentadas a seguir.

Tanto no regime elástico. quanto no regime elasto- plástico. a taxa de deformação
elástica do Cam-Clay é dada por :

(1)

H]:) e = : 7 1 [ m 1r o
No regime elástico, evidentemente, a taxa de deformação plástica é nula: DP = 0
Por sua vez, no regime elasto-plástico, DP é dada pela seguinte expressão:

(2)

DP = –q+[((?/ + GG ))1 + ((167 + dJ)To]
em que (1 e (2 são funções dos invariantes I e J:

(3)

(1

(2

af \ , qJ
ai – BT N'l2l2

af 9
aJ IM2

(4)

(5)

Por meio da eq. 3 é possível mostrar que, à medida que J//2 tende a A/2/27.
a norma de DR, uma medida da taxa de distorção plástica. tende a infinito. Em
outras palavras. o estado do material tende ao estado crítico.
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A equação:

T2 ')7 \- J

(um critério do tipo Drucker-Prager (Drucker e Prager, 1952)) define o estado crítico
no que diz respeito à tensão (com 1 sempre negativo).

Lembrando que trD = à, sendo e o índice de vazios, demonstra-se que no
estado crítico vale:

1 eBia
(7)

Na interpretação dos ensaios triaxiais convencionais, em que um corpo-de-prova
cilíndrico é submetido a pressão confinante e a carga axial. admite-se que o estado
de tensão seja o mesmo em todos os pontos. sendo duas tensões principais iguais
à tensão radial (a,) e a terceira tensão principal igual à tensão axial (a,). Os
invariantes, expressos em função de a, e a,, valem / = a. + 2a, e J = (a„ – a,)2/3.

São mais comuns na análise de ensaios triaxiais os parâmetros:

P

q

a„ + 2a,
3

aT – aa

(8)

(9)

que guardam, portanto, com os invariantes 1 e J. as relações:

1

. 1

(10)

(11)

É também empregado o parâmetro 77 definido por:

(12)

Suposta a homogeneidade espacial do campo de tensão. decorre, pela equação
constitutiva, que também a taxa de deformação é a mesma em todo o corpo-de-
prova. distinguindo-se as componentes axial ( D.) e radial (D,). Os invariantes ID e
l ID, tornam-se ID = D„ + 2,D, e 11 D, = LD„ – D,V 13.

Como parâmetros da taxa de deformação são empregados os escalares taxa de
deformação volumétrica (w) e taxa de distorção (-/ ) definidos por:

C Lr

l
.(D., + 2D, )

D.
(13)
( 14)

que se relacionam com os invariantes através das expressões:
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Figura 1 : Curva de plastificação

ID

I ID.

-co
72
3

(15)

(16)

Da mesma forma definem-se we, 7e, u? e 7?, associadas às parcelas De e DP
Partindo-se da equação geral 1. chega-se à função de plastificação para o caso

em discussão, em termos de p e q:

2

jtp, q, Po) = P + ;,7) – Po

A curva de plastificação, para um certo valor de po,

(17)

2

P+ M2n – PO = 0

é uma elipse, como mostra a fig.1. onde se vêem também as retas do estado crítico
(vide eq.25).

Introduzindo-se p, q, 7/, we, 7e, uP e IP nas equações constitutivas gerais (2 e 3)
com auxílio dos invariantes, obtêm-se as relações entre esses parâmetros apropriadas
para a análise de ensaios triaxiais:

(18)

COe

’1e

uP

He
P
1

qq

(19)

(20)

(21)
(À – „)(: + nú)
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Ip &d = (À – „)à(: + ÜÕ) (22)

Note-se que IP e up estão ligados, por meio do potencial plástico, pela relação:

Ip 377

vp – M2 _ 7/2

A taxa de deformação volumétrica (total) resulta:

(23)

p . , . , 2n
-' = ”' + "- = Ài + (À – ")&'?

As formas simplificadas das eq.6 e 7, características do estado crítico para o caso
dos ensaios triaxiais (com p sempre positivo), são:

(24)

q

e

1 + e

tM P
-Àe

P

(25)

(26)

3 Estudo da Deformação nos Ensaios Triaxiais
Na interpretação dos ensaios triaxiais, é usualmente admitido que o corpo-de-prova.
inicialmente homogêneo e cilíndrico. assim permaneça ao longo do experimento. e
que o gradiente da deformação, em cada instante, seja o mesmo em todos os pontos.
Esse movimento será estudado nesta seção.

Na configuração inicial (em t = 0), os pontos do cilindro ocupam posições desig-
nadas por X = (Xl, À’2, X3) (note-se o sistema de coordenadas escolhido na fig.2).
Ao longo do movimento os pontos que se encontravam inicialmente em X, ocuparão
as posições x = (z1, 22, 73) dadas pelas seguintes equações:

1 1 = T drl5r 1

7 2 = 7 Jv 2

1 3 = : X 3

(27)

(28)

(29)

em que Ro e Ha são raio e altura iniciais do cilindro e /?(t) e A (t) . seus valores ao
longo do tempo

Trata-se de um movimento homogêneo da forma x = Fo(i)X. O gradiente da
deformação é F(X, t) = Fo(t).

Observe-se que, sendo (P, (-). Z) e (p, 0, :) as coordenadas cilíndricas iniciais e ao
longo do movimento dos pontos do cilindro. elas se relacionam com as coordenadas
retangulares através de:
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Figura 2: Sistema de coordenadas.

Rd )
Rn

72 2 =0arctg = = arctg f
,vI71

A (t) H (z) Z,V333
HQHa

(30)

(31)

(32)

mostrando que o corpo permanece cilíndrico, tendo raio e altura alterados. sem girar
em torno do eixo vertical.

Os campos de deslocamento (u = x – X) e velocidade (descrição material, Vm =
i) na base adotada (fig.2) são:

u = [(T – 1)xl, (T – l)x2. (T – 1)À’3 1 (33)

e

v 111 = [ T aV 1 1 % a V 2 1 T =V3 ]

A descrição espacial da velocidade pode ser obtida. a partir da descrição material.
com o auxílio das equações 27, 28 e 29:

(34)

,RV) Rd) Hd) .v = [r)“:’ r)-=’ n”']
As equações constitutivas elasto-plásticas do modelo Cam-Clay. na forma apre-

sentada por Nader (1993b), fazem uso da taxa de deformação D (stretching ) , para

(35)
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a qual se volta a atenção agora. o campo tensorial D é a parte simétrica do gradi-
ente espacial da velocidade (L = gradv) , i.e., D = {(L + L:Í). Sua matriz (na base
escolhida) escreve-se:

„=( 7
0

É(t)
Rd)
0 1)

As componentes radial e axial de D

D’ = 8
D' = 8

(36)

(37)

fornecem uma medida das velocidades de deformação radial e axial relativa à con-
figuração atual. Integrando-as no tempo, resultam as deformações naturais (logarít-
micas ou de Hencky) radial (E,.) e axial (é,) referidas à configuração inicial:

é,(t) = 11 D ,dT = in T
i ! aLt ) = ! : 1:) a d T = |n H

(38)

(39)

A taxa de deformação volumétrica trD é dada por:

/ r 9]:1 = 2 D r + D a = 2 A |[ E
e a deformação natural volumétrica, por:

(40 )

J.f t r H]:) d T = 2 1 n T 1[ 1 n T = 1 n = = 1 n T
em que Y(É ) e Vb são o volume do cilindro nos instantes t e t = 0.

As equações constitutivas elasto-plásticas fornecem a taxa de deformação D 1
que, através das integrações no tempo e das relações vistas acima, produzem é,. E,
e é,.. Por seu lado, as medidas de altura e volume efetuadas durante os ensaios per-
mit;em obter é,, é, e é,, experimentais, que podem ser confrontadas com as teóricas.

Uma vez que. na seção 4. serão integradas as equações numeradas de 19 a 22. é
importante mostrar o significado das integrais de a e 7 no tempo.

Lembrando que u = –(D, + '2.D,~) = –trD e 1 = D, – D,. vêm:

é.,(t) = (41)

t ft
u7dT = – | trDdr = – é„ (1 )\. JO (42)

1 Neste trabalho, na forma como estão montadas as equações do Cam-Clay para estados de
tensão e deformação de ensaios triaxiais, elas fornecem w e 7, que são invariantes de D,
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lb
Px
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e

t

I„ IdT = I„ CD, – D,)dT = É, ( 1 ) – é, (t )
Finalizando, cabe observar que são mais comuns as seguintes medidas de de-

formação:

(43)

ea,

eT

eu

tH – HQ)IHQ
(R – RobIRD
(y – yo)/yo

(44)
(45)

(46)

que se relacionam com as deformações naturais por meio de:

é = in(1 + e) (47)

Note-se que e, e e, são componentes do tensor de deformação infinitesimal E,
cuja matriz é, no caso:

[ E ] = (
E importante salientar que:

e„ + 2e, + e, (48)

ao passo que:

é, = 2ê, + é, (49)

4 Integração das Equações Constitutivas do Cam-
Clay em Trajetórias de Tensão Retilíneas e
Obtenção das Relações Tensão-Deformação

Na interpretação dos ensaios triaxiais, onde um corpo-de-prova cilíndrico é sub-
metido a pressão confinante e a carga axial. admite-se, de modo coerente com a
hipótese de movimento homogêneo. que o estado de tensão seja o mesmo em to-
dos os pontos, sendo duas tensões principais iguais à tensão radial (a,) e a terceira
tensão principal igual à tensão axial (a„).

A matriz da tensão de Cauchv (T), na base adotada (fig.2), fica expressa por:

[T] =
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C

P
Figura 3: Trajetórias de tensão e curva de plastificação

Neste trabalho, o interesse está em modelar ensaios triaxiais drenados de com-
pressão (q > 0), após adensamento isotrópico, que solicitam o corpo-de-prova se-
gundo trajetórias retilíneas no plano (p, q), que formam com o eixo das abscissas
ângulos designados genericamente por a. A equação dessas trajetórias é do tipo:

q = tg /3(P – Pc) (50)

ou. o que é equivalente:

Pc– =)„1 = tg a(1
P

(51) fI

em que p, é a pressão de adensamento isotrópico a que foi submetido o material
antes da aplicação de tensão desviadora.

A fig.3 mostra, no plano (p, q). a curva de plastificação do Cam-Clay vigente
quando da aplicação da pressão p, de adensamento isotrópico e várias trajetórias de
tensão. levando à identificação de dois grupos.

Para a $ T/2, as trajetÓrias cruzam sucessivas curvas de plastificação. mantendo
o material em regime elasto-plástico em direção ao estado crítico (77 = M).

Para J > T/2. as trajetÓrias levam. inicialmente. o material ao domínio elástico.
até que encontrem novamente a curva de plastificação (em 77 = – A72/tg#), quando
se inicia o regime elasto-plástico.

Na seção 2 foi visto que as taxas de deformação volumétrica e de distorção do
Cam-CIa\’, na forma direta para a análise de ensaios triaxiais. são dadas por:

COe

le

Ai.
-'P
P

1

nq
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(À – ")(iÊ + M;'l pôl
.. , F 3,7 . , 6,?2 .1
(À – ") [nÉ + nó]

Passa-se agora à integração destas equações entre dois estados de tensão, o que re-
sultará em relações tensão- deformação, para, em seguida, aplicá-las aos dois grupos
de trajetórias. o tempo é utilizado como parâmetro para as trajetórias (pd), qd)).

A integração das três primeiras equações acima entre dois instanta t1 e 12 quais-
quer resulta (lembrando que p > 0):

uP

Ip1

t2

/ tVe dt
Prtl

/:' l=dt = à(,2 – ,1)

/1e 2 D p d ! = ( À E ) ( 1 n : + 1 n = )
A integral de IP é dependente da trajetória de tensão na sua primeira parcela.

Por conveniência escreve-se:

K in P2 (52)

(53)

(54)

12

1 r Pdt = ( X – „)(/? + SI
tI

Calculando-se as parcelas R e S (sendo ? < A/), obtêm-se:

(55)

R 111 hbdt
a_.2

j: n'«
–z [;-'tgB – *-ctgb]

à [In A – in =]

(56)

(57)

(58)

(59)

com

+

integral R. em trajetórias retilíneas expressas por 77 = N( 1 – pl p,),
,g d e 8 + T/2, resulta (mudando para p a variável de integração):

R = 1: .dp = UF + U 1 (60)

corri

T

U

Nl [In = – in =]

–N [In A – in =]
(61)

(62)
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Quando /3 = 7/2, R = 0 e 1l2 IPdt = (À – lc)S.
Em seguida mostra-se como estes resultados são aplicados aos dois grupos de

trajetórias mencionados no início, permitindo que se obtenham, com auxílio das
eq.42 e 43, as expressões das deformações naturais, –é, e é, – é„ prontas para a
análise de ensaios triaxiais.

4.1 17 grupo: /3 $ {
Neste caso o regime é sempre elasto-plástico. Em qualquer instante 1 2 0. com
p(0) = p. e ?(0) = 0, têm-se:

/e

–é.,(t ) /'(„,' + „,')d, = „ I„ T
(À – „)[l' T + I„ VI+ (63)

é,(z) – é.(t)
t, , _ 1

fo ;(7' + 1-)dT = ;qUI
+

(À – „)D [Ml„ =
à a r c t g % A[ & 1 n n ]

– N I„ ( ]
(64)

4.2 27 grupo: ,J > {
A trajetória de tensão parte do estado inicial em f = 0 (com p(0) = p. e 77(0) = 0).
lniciando o regime elástico que dura até que encontre a curva de plastificação no
instante t = 1,,, com pd,) = p,N2 l (Aí2 + A/2) e 77(t,) = – A/2/ A-. a partir de quando
ocorre o regime elasto-plástico. Portanto, para 0 $ f < t* têm-se:

rI

–é„(t) /tU'dT = Hln ÇJa p,

/ l' dT = iqd)

(63)

(66)é,(z) – é.(t)

e. para É 2 t,,

–é.,(t ) 1 LV' dT + J:. wpdT = Eh ?
(À – „)["„ T + '„ =]
1 l= dT + Jtt lpdT = é[q(11

+ (67)

é,(/) – é.(t ) q..-]

(À – „)[[ A/ in )
i
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.,. (M’ – ?2(t))(N – ,7*)’
N 1== q ]

é[„'tg T – ’''tg t] + à 1- ( ] (68)

5 Restrições Impostas pela Equação do Movi-
ment o

Para que o movimento proposto na seção 3 e o campo de tensão proposto na seção
4, além de serem compatíveis no que diz respeito à equação constitutiva, sejam
dinamicamente possíveis, eles devem satisfazer a equação do movimento:

dil)T + b = pa (69)
onde b é a força de corpo (campo vetorial expressando força por unidade de volume) ,
p é a densidade do material e a = +, a aceleração.

O objetivo desta seção é encontrar as restrições à força de corpo e ao movimento
que advêm da obediência à equação diferencial do movimento.

No caso em exame, a tensão é espacialmente constante, implicando divT = 0.
Por conseguinte, a equação do movimento simplifica-se, resultando:

b = pa (70)
A aceleração do movimento proposto na seção 3, na sua descrição material, é:

a„, = Fo(t)X (71 )

Introduzindo-se esta na eq.70. chega-se à força de corpo que deve agir, dado
Fo(t), para que o movimento seja possível :

b = pÉ„(t)x ( 72)

Noutro sentido. mais natural, pode-se impor a força de corpo e deduzir qual deve
ser a aceleração.

Os ensaios são feitos sob a ação do campo gravitacional, onde a força de corpo
é b = pg (g é a aceleração da gravidade). Com este valor de b, entretanto, não há
Fo(t) que satisfaça a eq.72 2

Considerando-se a hipótese de ser b = O, o que, num ensaio triaxial. poderia ser
conseguido pelo efeito de força de percolação de água, a equação do movimento fica
satisfeita se a aceleração for nula. ou seja. se Fo(t) = O. Integrando-se duas vezes
no tempo, com a condição inicial Fo(0) = 1 obtém-se:

2Truesdell e No11, 1963, pág.62, mostram que, para um movimento homogêneo ser possível num
corpo simples homogeneo num campo gravitacional uniforme. ele deve ter a forma:

x = Fd)X + c(1) (73)

com F( t) = F,(1 +tFÓ ) e cCf ) = {t2g + te + f. sendo F„ e Fb tensores constantes e e e f vetores
constantes
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Fo(É) = tFl + 1 (74)

e, portanto:

x = (tF1 + 1)X (75)

sendo Fl um tensor constante.
Logo, raio e altura do cilindro devem modificar-se regidos por equações do

prlmelro grau:

Rd )
/7(Z)

com m e n constantes reais.

Ro + mt
Ho + nf

(76)

(77)
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