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Solugoes Analiticas para a Deformagao do
Material Elasto-Pldstico Cam-Clay Uteis na
Interpretacao de Ensaios Triaxiais com
Diferentes Trajetérias de Tensao
(Analytical Solutions for the Deformation of the Cam-Clay
Elastoplastic Material Useful in the Interpretation of Triaxial Tests
with Different Stress Paths)

José Jorge Nader

Resumo

Este trabalho apresenta algumas solugoes analiticas para a deformagio
homogénea de um cilindro constituido do material elasto-pldstico Cam-Clay,
liteis na interpretagao de ensaios triaxiais com diferentes trajetdrias de tensio,
ou na obtencao. a partir de resultados de ensaios triaxiais. dos parametros que
caracterizam um solo perante o modelo. Procura-se tornar claras as hip6teses
envolvidas na interpretagao de ensaios e mostrar, passo a passo, COmo 0O pro-
blema é solucionado. Normalmente, a aplicacao do modelo Cam-Clay a en-
saios triaxiais faz-se com o emprego de solugdes numéricas. Desse modo, as
solucoes analiticas apresentadas neste artigo, por serem de aplicacdo direta,
podem ser interessantes para os que trabalham com modelagem do compor-
tamento de solos.

Abstract

This work presents some analytical solutions for the homogeneous deforma-
tion of a cvlinder constituted of the Cam-Clay elastoplastic material. useful in
the interpretation of triaxial tests with different stress paths or in the determi-
nation, from the results of triaxial tests, of the parameters which characterize
a soil in the model. It is intended to state clearly the hypotheses assumed
in the interpretation of tests and to show, step by step, how the problem is
solved. Usually the application of the Cam-Clay model to triaxial tests are
done by means of numerical solutions. Therefore. the analytical solutions pre-
sented in this paper, being of direct application. can be useful to those who
work with soil behaviour modelling.




1 Introducgao

Ao final deste texto terdao sido obtidas relagoes tensao-deformacao, nao encontradas
na literatura geotécnica, de utilidade tanto na predigao, pelo modelo Cam-Clay, do
comportamento de solos submetidos a ensaios triaxiais com diferentes trajetorias
de tensdo, quanto na prépria determinagao dos parametros do modelo a partir de
resultados de ensaios.

A resolucio do problema dar-se-a em partes, nas quais as hipoteses adotadas,
algumas delas implicitamente aceitas na interpretacao de ensaios triaxiais, serao
colocadas claramente.

A segunda segao do trabalho reapresenta as equagoes constitutivas do Cam-Clay,
na forma revista num trabalho anterior (Nader, 1993b), no qual o modelo foi cons-
truido tendo por base as equagoes constitutivas elasto-plasticas gerais. Em seguida,
na secao 3, estuda-se a cinematica do movimento homogéneo de um cilindro, repre-
sentando um corpo-de-prova de ensaio triaxial. Como principal resultado obtem-se
a matriz do tensor taxa de deformagao (stretching) e as relagoes entre suas compo-
nentes e as deformacoes naturais. Na secao 4, as equagoes diferenciais constitutivas
sao integradas em trajetorias de tensao retilineas no diagrama (p,q) que partem
do ponto de interseccao do eixo das abscissas com a curva de plastificagao e vao
até a linha do estado critico (derivado do trabalho de Nader, 1993a). Sao consi-
derados dois grupos de trajetérias. O primeiro retine aquelas em que ha aumento
da tensdo octaédrica, ao longo das quais o regime é sempre elasto-plastico. No se-
gundo grupo ocorre diminuicao da tensao octaédrica; as trajetorias levam, de inicio,
o material ao regime eldstico e. apds o cruzamento da curva de plastificagao, ao
regime elasto-plastico. Aliando-se os resultado das integragoes das equagoes cons-
titutivas ao calculo das deformacoes efetuado na segao 3. obtém- se as relagoes
tensao-deformacgao procuradas.

Finalizando o trabalho, estudam-se as restricbes ao movimento ou a forca de
corpo que advém da obediéncia a equagao diferencial do movimento.

De inicio, é conveniente introduzir alguns simbolos e notagoes freqiientes no texto.
14 e I14 denotam, respectivamente, o primeiro e o segundo invariantes principais de
um tensor A: Ag representa sua parte anti-esférica e AT, A transposto. A operagao
linear traco é indicada por tr. A tensdo de Cauchy ¢é designada por T e sua parte
anti-esférica, denominada tensao desviadora, por To. Um ponto superposto ao
simbolo indica a derivada material em relacao ao tempo. A convengao da Mecanica
do Continuo para os sinais das tensoes e deformagoes ¢ empregada (e.g. tensoes de
compressao e encurtamentos sao negativos). Os parametros p, ¢, w e 7. utilizados na
interpretacao de ensaios triaxiais. sao definidos de forma a seguir a regra de sinais
da Mecanica dos Solos.

2 Relacgoes Constitutivas

0 Cam-Clay é um modelo elasto-plastico com endurecimento isotropico e poten-
cial plastico coincidente com a funcao de plastificacao. cujas equagoes constitutivas
envolvem quatro parametros caracteristicos do material (A, x. M e G).



Num trabalho anterior (Nader, 1993b), foi apresentada a construcio do mode-
lo Cam-Clay, de um modo sistematico, a partir das equacdes constitutivas elasto-
plasticas gerais. Procurou-se 14 definir precisamente quais tensores de tensio e taxa
de deformagao sao adequados para o modelo. Foram obtidas relagoes constitutivas
genéricas, que foram, depois, particularizadas para estados de tensao e deformacao
ocorrentes nos ensaios triaxiais. O que se faz nesta segao é reapresentar as equagoes
constitutivas obtidas no trabalho anterior, que serdo integradas na secao 4.

A fungao de plastificagao do modelo Cam- Clay, coincidente com o potencial
plastico, pode-se escrever em termos dos invariantes I e I[7, da tensiao de Cauchy
T e da tensao desviadora Ty, que, para aliviar a notagao, serao designados a partir
de agora por I e —J, respectivamente:

. i 9J
f(T=P0)=f(1~J=Pn)ZHE"W—PU (1)

em que po (sempre positivo) é um parametro de endurecimento isotrépico denomi-
nado pressao equivalente (oposto da componente da tensao esférica que leva a plas-
tificacao).

A equacio f(I,J,py) = 0, com po fixo, corresponde a uma curva de plastificacao
em forma de semi-elipse com coordenadas (I,+/J).

Propos-se, no trabalho anterior, o emprego do tensor taxa de deformacao D
(stretching) nas equagdes constitutivas do Cam-Clay como medida da velocidade
de deformagao. O campo tensorial D é a parte simétrica do gradiente espacial da
velocidade (vide secao 3 ou Gurtin, 1981).

D divide-se nas parcelas elastica e plastica; D = D® + DP, cujas relacoes com a
tensao sao reapresentadas a seguir.

Tanto no regime elastico. quanto no regime elasto- plastico. a taxa de deformacao
elastica do Cam-Clay é dada por :

" k1 |
[ = 3}1+QGTU (2)
No regime elastico, evidentemente, a taxa de deformacao plastica é nula: DP = 0.
Por sua vez, no regime elasto-plastico, DP é dada pela seguinte expressio:
3(A — &) 1

DP — _ = (G + GG )1 + (GG d + B J)To) (3)
I 1 - (M'zp)

em que (; e (; sao funcoes dos invariantes [ e J:

. _ Of 1 9J |
Y Ry (4)
. _8f 9 )
R T il

Por meio da eq. 3 é possivel mostrar que, a medida que J/I? tende a M?/27.
a norma de D§, uma medida da taxa de distorcio pldstica. tende a infinito. Em
outras palavras, o estado do material tende ao estado critico.




A equagao:

J M?
22t (®)
(um critério do tipo Drucker-Prager (Drucker e Prager, 1952)) define o estado critico
no que diz respeito a tensao (com I sempre negativo).
Lembrando que trD = :

estado critico vale:

e

14e?

sendo e o indice de vazios, demonstra-se que no

e /\j .
i3e= P (7)
Na interpretacio dos ensaios triaxiais convencionais, em que um corpo-de-prova
cilindrico é submetido a pressao confinante e a carga axial, admite-se que o estado
de tensio seja 0 mesmo em todos os pontos. sendo duas tensoes principails iguais
a tensio radial (o,) e a terceira tensao principal igual a tensao axial (o,). Os
invariantes, expressos em funco de o, e o, valem | =0,+20,eJ = (0, —0,)*/3.
Sao mais comuns na analise de ensaios triaxials os parametros:

Os + 20,
TN e——— 8
P 3 (8)
q = 0Or —0a (9)

que guardam, portanto, com os invariantes [ e J. as relagoes:
I = =3p (10)
Zz
q
g = = 11
. (11)
E também empregado o parametro 7 definido por:

T}':

- V=
—
—
o)

Suposta a homogeneidade espacial do campo de tensao. decorre, pela equagao
constitutiva, que também a taxa de deformagao € a mesma em todo o corpo-de-
prova. distinguindo-se as componentes axial (D,) e radial (D,). Os invariantes Ip e
IIp, tornam-se Ip = D, + 2D, e Ilp, = (D, — D,)*/3.

Como parametros da taxa de deformagao sao empregados os escalares taxa de
deformacao volumétrica (w) e taxa de distorgao (7) definidos por:

& = =D 4aD,] (13)
v = By = Dy (14)

que se relacionam com os invariantes atraves das expressoes:




p
Figura 1: Curva de plastificagao
2
lp, = T (16)

Da mesma forma definem-se w®,v%,w? e v, associadas as parcelas D€ e DP,
Partindo-se da equacio geral 1, chega-se i fungao de plastificacao para o caso
em discussao, em termos de p e ¢:

. 2

q

A curva de plastificacio, para um certo valor de Do,
2
M:3p
€ uma elipse, como mostra a fig.1. onde se véem também as retas do estado critico

(vide eq.25).

Introduzindo-se p, ¢, 7, w*, 7%, WP e 4* nas equacdes constitutivas gerais (2 e 3)
com auxilio dos invariantes, obtém-se as relacoes entre esses parametros apropriadas
para a analise de ensaios triaxiais:

p+ —po=10 (18)

wt = k2 (19)
P
e 1 b
T = 351 (20)
; 2
W = (A—r)E i (21)
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3 .p 2n .
= 9
M?—r}z(p+ Mr'z—%nzn) 122)

Note-se que 77 e w” estao ligados, por meio do potencial plastico, pela relacao:

gk 3n
N SRS 2
wP M?%-—n? (23)
A taxa de deformacao volumétrica (total) resulta:
w=w 4w = /\E.+()\—rc)—21—r} (24)
P M? + n?

As formas simplificadas das eq.6 e T, caracteristicas do estado critico para o caso
dos ensaios triaxiais (com p sempre positivo), sao:

g = Mp (29)
€ _m E "
l1+e¢€ - Jl‘p (26)

3 Estudo da Deformagio nos Ensaios Triaxiais

Na interpretaciao dos ensaios triaxiais, € usualmente admitido que o corpo-de-prova,
inicialmente homogéneo e cilindrico. assim permaneca ao longo do experimento, e
que o gradiente da deformagao, em cada instante, seja o0 mesmo em todos os pontos.
Esse movimento sera estudado nesta segao.

Na configuracio inicial (em t = 0), os pontos do cilindro ocupam posicoes desig-
nadas por X = (X, Xs, X3) (note-se o sistema de coordenadas escolhido na fig.2).
Ao longo do movimento os pontos que se encontravam inicialmente em X, ocuparao
as posicbes x = (1, 3, T3) dadas pelas seguintes equagoes:

R(t
. = ég)m (27)
T2 = R—RE?X: (28)
Hit
= hEU)XB (29)

em que Ro e Hy sdo raio e altura iniciais do cilindro e R(t) e H(t), seus valores ao
longo do tempo.

Trata-se de um movimento homogeéneo da forma x = Fy(t)X. O gradiente da
deformacao é F(X,t) = Fo(l).

Observe-se que, sendo (P,0.Z) e (p.b. =) as coordenadas cilindricas iniciais e ao
longo do movimento dos pontos do cilindro. elas se relacionam com as coordenadas
retangulares através de:




T3}
-+
z
Figura 2: Sistema de coordenadas.
R(t R(t
p = Jerg=B e s BB, (30)
Ry Ry
g = aurctgx—2 =arctg = = © (31)
Ly A1
H(t) H(t)
2 = o ———-‘X =
T3 Hy 2 7R Z (32)

mostrando que o corpo permanece cilindrico, tendo raio e altura alterados, sem girar
em torno do eixo vertical.

Os campos de deslocamento (u = x — X) e velocidade (descricao material, Vin =
x) na base adotada (fig.2) sao:

R(t . R(t . H(t "
1= [(__ﬁ(’o) == 1))&1,( }ég) — ])4\2,(——]]£0) e l)Ag] (33)
[
_ R, R@)., H({).
Vi = [T X1, ot X, X (34)

A descrigao espacial da velocidade pode ser obtida. a partir da descricio material.
com o auxilio das equagoes 27, 28 e 29:

R R HG)
V‘[R(z)‘”"fe(z)“‘ﬂ(n”] (35)
As equagoes constitutivas elasto-plasticas do modelo Cam-Clay. na forma apre-
sentada por Nader (1993b), fazem uso da taxa de deformacao D (stretching), para




a qual se volta a atengao agora. O campo tensorial D é a parte simétrica do gradi-
ente espacial da velocidade (L = gradv), i.e., D = L(L+LT). Sua matriz (na base
escolhida) escreve-se:

R
R
o=\ v 8o
t
0 0 o
As componentes radial e axial de D
2(t) .
H(t) .
D, = o) (37)

fornecem uma medida das velocidades de deformagao radial e axial relativa a con-
figuragao atual. Integrando-as no tempo, resultam as deformacoes naturais (logarit-
micas ou de Hencky) radial (¢,) e axial (g,) referidas & configuragao inicial:

? R(t
&(t)= | Didr=1In (t) (38)
0 Ro
t i
Eaill) = b D.dr=in Hh((o) (39)
A taxa de deformacao volumétrica trD é dada por:
R(t) H(t)
trD=2D,+ D, =2 + — '
r D, + R T H) (40)
e a deformacao natural volumétrica, por:
. ‘ R(t) H(t) R*(t)H(t) V(i)
St)= | trDdr =21 I - =1 . =Iln—
€,(1) /ﬂ rDdr n Re + In H n R, n 7 (41)

em que V(t) e Vj sdo o volume do cilindro nos instantes t e t = 0.

As equagdes constitutivas elasto-plasticas fornecem a taxa de deformagao D !,
que, através das integragoes no tempo e das relacgoes vistas acima, produzem &,, &
e &,. Por seu lado, as medidas de altura e volume efetuadas durante os ensaios per-
mitem obter &,.¢, e & experimentais, que podem ser confrontadas com as tedricas.

Uma vez que. na segao 4, serdo integradas as equagoes numeradas de 19 a 22, é
importante mostrar o significado das integrais de w e ¥ no tempo.

Lembrando que w = —(D, +2D,) = —trD ey =D, — D,. vém:

ftwd'r " /E i Ddr = —&H) (42)
0 5]

INeste trabalho. na forma como estio montadas as equagdes do Cam-Clay para estados de
tensao e deformacao de ensaios triaxiais. elas fornecem w e 7. que sao invariantes de D.






/wfr_/ D, — D.)dr = &(t) — &(t) (43)

Finalizando, cabe observar que sdo mais comuns as seguintes medidas de de-
formacao:

e« = (H—Ho)/Ho (44)
e = (R—Ro)/Ro (45)
& = (V-W)/V (46)

que se relacionam com as deformacoes naturais por meio de:

e=In(l+¢) (47)

Note-se que ¢, e ¢, sao componentes do tensor de deformagao infinitesimal E,
cuja matriz €, no caso:

Bhl_1 o 0
(E] = o B 0
H(t
0 0o Hi_g
E importante salientar que:
€y 7 26, + €, (48)
ao passo que:

€, = 26, + €, (49)

4 Integracao das Equagoes Constitutivas do Cam-
Clay em Trajetérias de Tensao Retilineas e
Obtengao das Relagoes Tensao-Deformacgao

Na interpretacao dos ensaios triaxiais, onde um corpo-de-prova cilindrico é sub-
metido a pressao confinante e a carga axial. admite-se, de modo coerente com a
hipdtese de movimento homogéneo, que o estado de tensao seja o0 mesmo em to-
dos os pontos, sendo duas tensées principais iguais a tensao radial (o, ) e a terceira
tensao principal igual a tensao axial (o,).

A matriz da tensiao de Cauchy (T), na base adotada (fig.2), fica expressa por:

ag. 0 0
[T] = G & 0O
0 0
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Figura 3: Trajetorias de tensao e curva de plastificacao.

Neste trabalho, o interesse esta em modelar ensaios triaxiais drenados de com-
pressao (¢ > 0), apos adensamento isotropico, que solicitam o corpo-de-prova se-
gundo trajetorias retilineas no plano (p,q), que formam com o eixo das abscissas
angulos designados genericamente por . A equacdo dessas trajetdrias é do tipo:

q=tgB(p—p.) (50)
ou, o que é equivalente:
n=tg 81— ) (51)
p

em que p, é a pressao de adensamento isotrépico a que foi submetido o material
antes da aplicagao de tensao desviadora.

A fig.3 mostra, no plano (p,q). a curva de plastificagao do Cam-Clay vigente
quando da aplicacdo da pressao p. de adensamento isotrépico e varias trajetérias de
tensao. levando a identificagao de dois grupos.

Para 3 < /2, as trajetdrias cruzam sucessivas curvas de plastificagao, mantendo
o material em regime elasto-plastico em direcao ao estado critico (7 = M).

Para 3 > /2, as trajetérias levam. inicialmente. o material ao dominio elastico.
até que encontrem novamente a curva de plastificagao (em n = —M?/tgf3), quando
se inicia o regime elasto-plastico.

Na secao 2 foi visto que as taxas de deformacgao volumétrica e de distorcao do
Cam-Clay, na forma direta para a analise de ensaios triaxiais. sao dadas por:

= f]
¥ 2°G
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1. 20 0
Po= (A= gl ===
w ( x)( p+M(2 21;)

37 6n°

A2 2y T ="

Passa-se agora a integragio destas equacées entre dois estados de tensao, o que re-
sultard em relages tensao- deformacao, para, em seguida, aplicd-las aos dois grupos
de trajetorias. O tempo é utilizado como parametro para as trajetorias (p(t), q(t)).

A integracao das trés primeiras equacoes acima entre dois instantes t, e t; quais-
quer resulta (lembrando que p > 0):

7 = (A—n)

t
/ ‘wdt = kin®2 (52)
t P

o 1
/:. vt = (02— a) (53)

t2 1.1 2 2
/ Pl = (h=nln B (54)
ty

n

2 M? + n?

A integral de 4* é dependente da trajetéria de tensio na sua primeira parcela.
Por conveniéncia escreve-se:

* pdt = (A = x)(R+ 5) (55)

t

Calculando-se as parcelas R e S (sendo 7 < M), obtém-se:

R= [ 56)
= Jy (M2—g)pt (
ta b'nz .
§ = ———1dt
-/; M4 — U4n
3
= [a.rctg _??_; — arctg ;—;] (57)
3 (M + n,) (M +m)
In - —Iln——
Y {n(m—qg) M=) (58)
(59)
A integral R, em trajetérias retilineas expressas por n = N(1 — p/p.), com
N =tgB e # /2, resulta (mudando para p a variavel de Integracao):
i 3N(p —p.) _ 3 )
= p (M? — N2)p? —2N?p p— N2p? op= 2(N? — M?)(T L) (80}
com
_ (M +m2) (M +m)
= M g
T [ln(;”_m) ln(M_?h) (61)
(M? —n3) (Mz_mz)}
U = —N|ln— = —ln— 62
[ (N=mr (N ) i
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Quando B =7/2, R=0e [;247dt = (A — &)S.

Em seguida mostra-se como estes resultados sdo aplicados aos dois grupos de
trajetérias mencionados no inicio, permitindo que se obtenham, com auxilio das
eq.42 e 43, as expressoes das deformacoes naturais, —€, € € — €, prontas para a
analise de ensaios triaxiais.

4.1 1° grupo: 3< 3

Neste caso o regime é sempre elasto-plastico. Em qualquer instante { > 0. com
p(0) = p. e n(0) = 0, tém-se:

_Ev(t) = /!(we =+ wp)dT = xkln E@
U : 2(t)
‘ (1) M? + i i
e el Ppc +in—pn—| (63)
&(t) —&lt) = i%ﬁ+fﬁr=%ﬁﬁ)
3 M) (M2 =0 ())N
+ (A - K:)[Q(.N? — ﬂ/fz)[ﬂf 11‘1 JM — q(i) N j\ ln (N — U(t))zﬂip ]
3 t 3 . M+t
_ Ea,rc'c-g nj(l-{) T In 7 t ??Ef)]] (64)

4.2 2° grupo: 3> 7

A trajetdria de tensao parte do estado inicial em t = 0 (com p(0) = p- e n(0) = 0),
iniciando o regime eldstico que dura até que encontre a curva de plastificacao no
instante t = t., com p(t.) = p.N*/(N? + M?) e n(t.) = —M?/N. a partir de quando
ocorre o regime elasto-plastico. Portanto, para 0 < <t. tem-se:

t i
el = ]wwr:xmﬂl (65)
0 Pe
ol = g 1
Gt —alt) = [ vdr =550 (66)
e, parat > t.,
t t (1
—E,(t) = fw"’dr-i—] o= wip )
i plt) M2+ n2(1) -
+ (A—=«&)[ln 5 +In T ] (67)
o — » b e M
&(1) —€(t) = foﬁr dr—+—ft“y .T:zqu{f]—qm]
3 (M +n(t) (M —n.)
— g ———[M I :
+ A=slgmmo ™M ar @)+ )
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t .
- %[arctg % — arctg i

L (M +n(t)(M = 7.)

i
Mt 2 =y ) &

5 Restricoes Impostas pela Equacao do Movi-
mento

Para que o movimento proposto na secao 3 e o campo de tensido proposto na segao
4, aléem de serem compativeis no que diz respeito a equagao constitutiva, sejam
dinamicamente possiveis, eles devem satisfazer a equagao do movimento:

divT + b = pa (69)

onde b é a forca de corpo (campo vetorial expressando forga por unidade de volume),
p € a densidade do material e a = Vv, a aceleragao.

O objetivo desta secao € encontrar as restrigoes a forca de corpo e ao movimento
que advém da obediéncia a equacao diferencial do movimento.

No caso em exame, a tensao € espacialmente constante, implicando divT = 0.
Por conseguinte, a equacao do movimento simplifica-se, resultando:

b = pa (70)

A aceleracao do movimento proposto na secao 3, na sua descrigao material, é:

a, = Fo(t)X (71)

Introduzindo-se esta na eq.70. chega-se a forca de corpo que deve agir, dado
Fo(t), para que o movimento seja possivel :

b = pFy(t)X (72)

Noutro sentido, mais natural, pode-se impor a forca de corpo e deduzir qual deve
ser a aceleracao.

Os ensaios sao feitos sob a agdo do campo gravitacional, onde a forca de corpo
é b = pg (g é a aceleragao da gravidade). Com este valor de b, entretanto, nao ha
Fo(t) que satisfaca a eq.72 2.

Considerando-se a hipdtese de ser b = 0, o que, num ensaio triaxial. poderia ser
conseguido pelo efeito de fora de percolagao de agua, a equagao do movimento fica
satisfeita se a aceleracao for nula. ou seja, se Fo(t) = 0. Integrando-se duas vezes
no tempo, com a condigao inicial Fp(0) = 1 obtém-se:

2Truesdell e Noll, 1965, pag.62, mostram que, para um movimento homogeneo ser possivel num
corpo simples homogeneo num campo gravitacional uniforme, ele deve ter a forma:

x=F({t)X + c(t). (73)

com F(t) = Fy(1 +tF) e c(t) = %t'“’g + te +f. sendo F, e F) tensores constantes e e e f vetores
constantes.
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Fo(t) = tF; + 1 (74)

e, portanto:

x = (tF; + 1)X (75)

sendo F, um tensor constante.
Logo, raio e altura do cilindro devem modificar-se regidos por equacoes do
primeiro grau:

R(t) = Ro+ mt (
H(t) = Hg-i-'ﬂ_f (

-1 =
- @
e R

com m e n constantes reais.
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