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RESUMO

Nesta nota, mostre-se que um corpo materiel eléstico,
cuja fungio-resposta de Piola-kircbhoff € linear num ponto
p € trivial, no sentido de que a tenszo em p € nule, dnde-

pendentemente da deformaggo.






SOBRE O CONCEITO DE CORPO MATERIAL LINEARMENTE
ELASTICO

1.NotagBo. A seguinte notagéo serd utilizada:

Lin :espaco vetorial dos tensores(aplicagbes linea-
res) sobre o espago vetorial® dos vetores livres.

Sym : subespago vetorial de Lin dos tensores simétricos.
Skw : subespago vetorial de Lin dos tensores anti-simé-
tricos.
Orth : subespago vetorial de Lin dos tensores ortogonais.
0 indice superior + afetando os simbolos ecima indica subcon-

‘junto de tensores de determinante positivo.

Y :Lin—-»Sym é & aplicag8o (1inear) de simetrizagsao,
T (F) = (FeF)
Se g: UxV—>Z € umz aplicagdo e (u,v)eUxV, entzo g, e
g, designarao aplicagoes definidas em V e U respectivamente

tais que g, (v) = g, (u) = glu,v).
(pf), :derivada de Fréchet da aplicagao f no ponto A.

2.Introducso. A referénciz bdsica para a presente note & [1].

Un corpo material eldstico é um corpo material Bcuja classe
copstitutiva € formade por todos os processos dinfmicos (X,T)

que verificam uma equagao constitutiva do tipo
T(x,t) = ¥(F(p,t),p)

& + , .
cendo T: Lin xB—=Sym, dita fung@o-resposta do corpo material,






x= X(p,t), F=GradX . Associade & T tem-se & fung@io-resposta
de Piole-Kirchhoff S :Lin‘xfB—-—Lin dada por
S(F,p) = detF T(F,p) P-T

e qual verifica, pela independencia de observador,

S,(QF) = @ S,(F) V FeLin', V QeOrth’, V pe® )
Admitindo-se tens&@o residual nule em p (E‘p(l)=0, I o tensor
identidade) ent@o o tensor de elasticidade em p,

Cp= (DT P)f (05 pll-. Lin——sLin

toma valores em Sym e leva Skw em {0O}.

Quando se estuda & elasticidade linear siéo feitas hipbteses

de eproximagdo que conduzem & seguinte:

SHF) = Cpe T [P-1] ()

Uma pergunta natural que surge é se nao & possivel considerar-
se um corpo material eldstico (segundo a definigZo dada acims)
tal que

Sp(F) = Lp [F-1) V FeLin™ (3)

onde Lp: Lin——Lin € linear.

O objetivo da presente nota & mostrar que neste caso Tp =0
Portanto esta situsgzo nio oferece interesse na prética, o que
nos leva a considerar que conceitualmente a teoria linear de

elasticidade deve ser olhada como uma aproximacéo.
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3,Lemn. Se SeSym € tal que SA+AS = O para todo AeSkw ent&o

s= 0.
Prove. Seje Aum eutovalor de 5, e v um sutovetor corres-
pondente. Entgo
0 = (SA+AS) (V) = S[A(v]) + Al v))
= sp) +ADv]
= shvl] #AlV)
logo
S{A [vﬂ = =2A[v] , V AeSkw
Como v # O, quando A percorre skw entio A[v) percorre vt (o

subespago vetorial detY ortogonal a v no produto escalar usual

em?), de modo que

S{w] = =dw , v wevt

# 1
Seje wf0 de v e A o tensor enti-simétrico de vetor axial V.

Entao

0 = (SA+AS) [w]

sfamel) + afs 1)
S [ vaw) + va[-2w)

n

= =AVAW = AVAW = =2AVaW

Da{ resulta A = O e portanto S = O.

4.Teorema. Seje &‘ a fungzo-resposta de um cOorpo materisl elés-
tico cuja fungéo-resposta de Piola-Kirchhoff é dada por (3).
Entio T(F,p) = O, ¥V FeLin™ , V pe3.

Prova. Para cada p mpstraremos que "i‘p: 0. Calculemos

o tensor de elasticidade em Pp. Temos, pare Hélin:






¢, {H] =(D5p)1 )= }im Sp(I+tH) + Sp(I)

T

e 1ip Lp [reti-1) « Lpl1-1)
120 3

= Lp{H]

de modo que o tensor de elesticidade em p é L, . Assim podemos
concluir que
Lo(Lin) C Sym (4)
Lp(Skw) = 0 (5)

Por (1) e (3) podemos escrever

LploF-1) = @ Ly[P-1] v PeLin®, V Qeortn”

Fazendo Q = etA

'y Onde AeSkw e t € um nidmero real vem
tA tA
Lp [e7F-1] = e Lp [F-1]

Derivando em t=0 ambos o0s membros resultes

Ly[aF) = & 1, [F-1)

ou seja, sendo A= F-I ;

1148 +1] = 4 1, [4)
e como L, é linear e Lp[k] = 0 por (5),resu1ta que

Lp [48) = 2 1p [8) (6)
para todo A¢Skw e tode Atal que A +Ie¢lin®






Tomandp & transposia em embos ©8 membros de (6) temos
(3p [ADT= (Lp L8))T AT
ou seja, gragac a (4) e por ser A anti-simétrica,

Lp [Ab.] = -Lp (8] 4

Comparando cOR (6) ver

Ly [ A+ 4L, [a) = 0 ¥V AeSkw
o que acarreta pelo lema que
Lp [Al= © YAelin cor A +Ielin” )
Mostraremos &gora que L, ¢ & trensformagto nula. De feato,
.seja Helin e (el.e2,e3) ume base ortonormal de Y . Entgo
H =%:_ hij eg®ej =.Z. hijj ej®ej +£.h5_j ejlej +§ hjj ej®e;3

) <J i?J
= Hj4 Hpo+ Hj (B

onde Hy ,Hg,H3tEm_'gignificados 6bvios.
Cleremente det(Hj+I) =.det (Hp+I) =1, logo, por (7)
rp[F1) = IplE2) = 0 - (9)

Por outro lado,
Lo [Hg]

"

zi':hﬁ LP[ejGej] =0 (30)

cinda por (7), umz vez que det (ei@ej+l) =2,

Assim, por (8) (8), (10) e pele linearidade de Lp temos
1p{H] = Lp[H1)+ Lp[H2] « LpfH3] = ©
para todo Helin,.
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Finalmente, para todo Felin temos

i'p(P) :aF]"_F l|S.p(r) PT "a?%_r' LP[F-I] FT = 0
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NOTA. Depois de terminada a redagao deste trabalho tomamos
conhecimento, através do prof, Mazzilli, de um preprint de

P. Podio-Guidugli, no qual se mostra que se §p(F) = Sp+ SP‘?-I}
sendo 8p linear, ent@o (admitindo independéncia de observa-
dor) tém-se %F(F) =F Sp . Isto é portanto uma generalizacéo

do nosso resultado. Muito embora isto assim seja, ainda acha-

mos conveniente a publicagao deste Ultimo, uma vez que a nos-

sa demonstracao difere em ess@ncia daquela constante no aludi-

do preprint.






