





1. INTRODUGAO

Seja P=(1,2...N}) uma populacio finita de N elementos, onde
ao i-ésimo elemento estio associados y‘,x“,xm...xw,sendo que y,
é o valor da variavel de interesse Y e x , x‘z...xlP sdo os
valores de p variaveis auxiliares, ndo aleatdrias e completamente
conhecidos para i = 1,2...N.

Utilizando a abordagem de modelos de superpopulagéo,

admitiremos que y = (yl,yz...y")' é um vetor aleatdrio tal que

y =Xg +¢e, (1)

onde
1 iy e x“>
= 0l
s 21 2p
]
1 le o pr

r
@=(Bo,8x...8p) é um vetor de pardmetros desconhecidos,
e

E(g)=0, Var(g) = Var(y) =V,

Vv matriz conhecida, nao diagonal.
Tomada uma amostra de n elementos, reordenaremos oOs

elementos de y, X e V, de modo que

com y contendo os valores da variidvel Y associados aos n



elementos amostrados, Y, sendo o vetor de dimensao N-n de

elementos ndo observados, V.=Var(y'), Vr-Var(yr) e V';=Cov(y',yr).

O problema da previsdo de quantidades desconhecidas numa
populagdo finita sob a abordagem de modelos de superpopulagio tem
sido abordado em varios artigos.

Royall(1976) obtem o previsor linear otimo do total
populacional T = i Y, . sob o modelo (l1). Com a suposigao
adicional de norm;;;dade para y, Tam(1987) mostra que o mesmo
previsor é 6timo para o total.

Também nesta 1linha, Bolfarine et al. (1994) derivam o

previsor 6timo e linear 6timo de

-1 -1 ~1
B, = (X'V'x)"xvly,

o coeficiente de regressido populacional.

Ambas as quantidades, T e B, podem ser escritas
respectivamente como

T= Ly, v 1Ly

~“n" s

S FE | S
gu—u BC¥'+HDEzr,
onde 1° e 1. sdo os vetores linha respectivamente de dimensdo n
e N-n contendo 1 em todas as posigédes,

B=Xx’- X'V , c=v -v vy ,
| 3 r r re )

sr r ra



D =X - X'V'Vv , E=V -V V'V e
r 4 8 ar r rs s

ST

H = Bc"x. + DE"xr = X'v'x

sdo matrizes nao aleatorias, conhecidas.
Os previsores 6timos (ou lineares otimos) de T e B, sdo

dados por

A -1 -1 A
T - ll'\ Yl i 1' [vl'lvl Yl +(xl‘- Vrlv. xl)él

“~N-n

o>

= H'8cly + H'DE? [V Vly + (X -V V'X)B]
!' rs s !. r s 8 s .

No caso da previsac de §",Bolfarine et al (1994) verificam
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adicionalmente que é = é = (x:v?x')‘ x;v: Y, - o previsor de
minimos gquadrados generalizados. Na previsdo de T, Bolrfarine e
Rodrigues (1988) mostram que uma simplificacdo na expresséao
matematica de T s6 ocorre sob condigcdes especiais. Em ambos os
casos, no entanto, notamos que o vetor de dados néo observados W
é previsto por
AN AR SER A ST (2)

Utilizando fungdes de verossimilhanga preditivas, Rodrigues

e Elian (1993) mostram que §: é o previsor de maxima

verossimilhanca de Y, quando o modelo de superpopulagao é

Y ~ N (X8,V).



~k
Neste artigo, estudamos outras propriedades de Y, como

previsor do vetor de dados ndo observados Y,

Na segao 2, provamos a otimalidade do previsor e de
qualquer combinagdo linear de seus componentes e obtemos sua

matriz de covaridncia quando o modelo de superpopulagio &

Y - N"(Xﬁ,Y), V nao diagonal, conhecida. Abandonando a suposigao
de normalidade, provamos na segdo 3 que o mesmo previsor é linear
o6timo para Y, no modelo y = Xg+g, com as suposigdes E(g) = 0 e
Var(g) = V.

Na segdo 4, estabelecemos uma condigcdo necessaria e
suficiente para que Q: sofra uma consideravel simplificacgao.
Finalmente, na segdo 5, alguns aspectos sobre a robustez do

previsor simplificado sdo apresentadas.

2. PREVISAG OTIMA DE y  SOB NORMALIDADE

Na previsdao de Y, guantidade (N-n)-dimensional ,
utilizaremos o erro quadratico médio generalizado, definido a

seqguir, como medida de precisao.

Definicdo 2.1 Se Qr € um previsor qualquer de y , o erro

quadratico médio generalizado de ir é definido como
EQMG(y,) = A’EL(Y,-Y)(Y,-Y,) ]2 .

para cada vetor (N-n)-dimensional A, A # 0.



Definigdo 2.2 O vetor (N-n)-dimensional i: é o melhor previsor

ndo viciado de Y, . ou é o previsor 4timo de Y, se for nao

viciado, isto é, E(Q:-yr)=g e se para todo .A_EIR"'",

EQMG(Y. ) s EQMG(Y),

A
qualquer que seja o previsor Yy, nao viciado para Y, -

%

Definindo o critério de otimalidade, provaremos que Y,

dado na expressdo (2) é o previsor étimo de Y, no modelo em gque

v v
s sr .
yi =~ N"(XQ,V), com V = Var(y) = [V v ], conhecida.

rs r

a e
Lema 2.1 Se y ¢ um previsor de y , entdo, para todo A € wN?
N o r =

-y )%= ElA'y, -EQ‘’y, |y,) 1%+ By, -EQA'y, )%

Teorema 2.1 No modelo y ~ N"(Xg, V), o melhor previsor
viciado de y ¢

SRR -1 - =1 &
zI' N V V Yl + (xl‘ VI‘IVI xl)e ’

rs s

o)
3
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(1]
m
I

-1 -1 -1
(x:v.'x )™ xsvily

Se Yy € umprevisor qualquer nao viciado para Y, . entéo

E (y) = X 8.

nao
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O previsor y ¢ néo viciado para y_ pois
Ak -1 -1
E(Y ) = vrlvc xle + (xr vrlvl xl)e'

Como y ~ N (Xg,V), E(yly,) =V V'y +(X-V V'X)g e

devido ao lema 2.1,

EQMG () = E[(A’Y, -A'y)%) =

= E([A'Y,-A'V_Vi'y -A' (X -V _VI'X)@1%)+E((A‘y ~EQ Y, [y )17).

Analogamente,

Ak ok 2
EQMG (y_ ) = E [(A'y_-A'y)") =

= E{[&'(Xr-V"V:lx')é—y(xr—vr.v:xx.)é]z)+E([é'!r - E(E'leyl)]z)'

A suposigéo de que y~N"(X§,V) implica que
. -1 A . . <
Y, - Nn(x'g,v.). Assim, é'(xr - vr_v‘ x.)g é o estimador nao

1

viciado de varidncia minima de 5'(xr- vr-V; X )8 e, sendo

5'(§r—vnv;ly-) um estimador ndo viciado para A’(X - V"V;H&) 8.
seque que
By, 7, B 3, TR 1 -
BUOE, AV, VDY, - ATV, VIR)ET Y
e portanto

EQMG(y') = EQMG(Y). O



Apos calculos, verificamos que

Ak -1 -1 -1
=3 ! ’ ’ -
EQMG (Yr) A [Vr + D (X'V' X-) D V"V' V"]_A‘ '

onde D = X! - X'V''v .
r E } t § sr

E importante observarmos a dimensao (N-n) do vetor a ser
previsto. Na maioria dos casos, o tamanho da amostra, n, €& um
numero pequeno comparado com N, tamanho da populagdo. Desta forma,

a dimensao do vetor Y, €, no geral, bastante grande.
Tomando A’ = ¢’ no teorema 2.1, notamos gque se 'y € uma

=~ ol J L
combinagdo linear qualquer dos elementos de X entéo £’¥r é o
previsor otimo de £'yr. Em particular, a j-ésima componente de
Sl
Y, sSerda o previsor otimo da j-ésima componente de Y,

Por outro lado, se Al e Az sdo matrizes respectivamente kxn

e kx(N-n), k s N-n e o= A‘ Y, + Az Y, + segue do teorema 2.1 que
ot J A* . . P s
g = A‘ Y, t A2 ¥, © o previsor otimo de 8. Isto pode ser

verificado pois

A% AR
E (8 - @) =E[A(y -y)) =0

A _ X4 A% e * 7 2 . ’,\* D)
EMe (87) = EQ Ay’ 2" Ay ) = Eag

Em particular, os previsores é6timos de B eT poderiam ser

alternativamente obtidos através do resultado deste teorema.



3. PREVISAO LINEAR OTIMA DE y_

Se, no modelo de superpopulagdo utilizado, a suposigao de
normalidade for abandonada, de modo a trabalharmos com o modelo
Ak

mais geral dado em (1), o proximo teorema prova que X, sera

o previsor linear otimo de Y, - Agora, devido & maior generalidade

~ %k
do modelo, a otimalidade de Y, ficara restrita a classe dos

previsores lineares nao viciados de y .

Lema 3.1 No modelo (1),

E(h’y, -L'y )2= E[(b/=L'K'V]") (y,~X 8) )t/ Vet K'V 'K ¢

+ L(hX_=L'%)8)°

onde h’e !’ sdo vetores respectivamente n e N-dimensionais e

R=(V_V_].

Teorema 3.1 No modelo (1), o previsor linear étimo de Y, é

Ak 1 _ Y ~
Yr =V xs L (xr vl‘lvl X’)E !

rs s

N -1 1 4, 1
onde g = (X! V=° X) = X/ V'y.

Prova:
Sejam T y_um previsor linear ndo viciado de y , T matriz

(N-n)xn e A = _n],onde [} representa a matriz

[O(N-n)xn Il( (N-n)xn



nula de dimensdo (N-n)xn e I..a matriz identidade de ordem N-n.

Nestas condigdes, A’y = A‘Ay , E(TY -y ) =0,
EQ'T Yy, -2’y ) =Q0=EQ'Ty -A'Ay) =2'TX @ -2A*AXge

EQMG (T y) = E (A'Ty_ - ‘A y)°.

No lema 3.1, tomando h’= A‘'T e {’= A’A, obtemos
EQMG(Ty )=E[ (A’T-A’AK’V") (y, -X 8)1% + A‘AVA’A - A’AK’V_'KA’) .

*
Como E(y') = x'B, o previsor linear 6timo de Y. » T Y,

deve minimizar

E((L’T-A'AK’V:‘)Y- = E[(é'T-g'Ax'v:‘)y'])z

e, para isto, A'T*Y, = A’AK'V:‘X- deve ser o estimador linear

6timo de

oy taR Y] - - -1 - - PAR?Y)
E[(A’T-A’AK V' )X’] (A’T é'AK'V' )X'Q (A’AX-A’AK V. X.)é.

Pelo teorema de Gauss-Markov, o estimador linear oétimo de

’ -7 syt a = -1 A
(A‘AX-A’AR’V_'X )8 € (A’AX-A’AK’'V.'X )g e portanto,

. * 7 eyl A 91 ~
AT Yy = A'AKV 'y = A’AXE - XAK'V X B.

Temos que AK’ = V e AX = X e assim,

10



* - - ~ -
AMTY, = AV Vy, 4 A(X-V VIX)E , VAeRT,

rs

0 que prova o resultado. O

*
4. FORMA SIMPLIFICADA DE y_

A busca de previsores que, além de boas propriedades,
possuam também uma forma simples, tem sido frequente.

Sarndal and Wright (1984) ressaltam a importéncia de
trabalharmos com previsores simples e intuitivos. Seguindo este
objetivo, Bolfarine e Rodrigues (1988) verificam que o previsor
6timo do total, i‘, se reduz a uma forma mais simples, dada por

A
_1_,")(@, se e somente se K_J:" € u(x.), onde u(X‘) representa o
espago linear gerado pelas colunas de x'.

~
No caso da previsdo de Y. o0 previsor mais simples é X8,

sendo também mais intuitivo, pois E(y,) =Xg. o préximo teorema
estabelece uma condigdo necessaria e suficiente para que
A* A
¥Ye = Xrg.

a

* R R A
Teorema 4.1 O previsor otimo de A coincide com xrg se e
somentesse

V. teux), (3)

sr

para todo vetor (N-n)-dimensional ¢.

11
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A AR A
Y, = X B <=> g'yr=g'xrg vieR <=>

; -1 _ -1 2 - st A N-n __
LV VY 4 LXKV VIX)B = L'XB, VEeR W <=>

A

-1 -
v viy -xg) =0 vLeR".

A 4 o
Como (y’ - Xlg) € U (x’), onde u (x.) representa o espago

vetorial ortogonal a u(x'), a ultima igualdade vale se e somente

se V"£ € u(xn, vie R , O que encerra a demonstragdo. o

A condigdo (3) parace mais restrita que K 1, € Hu(X), no
entanto, a primeira ndo implica na seqgunda, conforme mostra o
corolario 4.1. Devemos nos lembrar da maior dimensdo da quantidade
a ser prevista, Y, - Mesmo assim, o exemplo 4.1 apresenta uma

situagdo usual em que a condigcdo esta satisfeita.

Exemplo 4.1

Consideremos o modelo de superpopulacao
y=X8+¢ , E(g) =0, Var(g) =V

X=1,,V=(1-p)I +pl 1! = (1-p)I, + pJ

~N ~N ~N N'

onde J, e a matriz NxN contendo 1 em todas as posigédes.

Neste caso,

V' = (l-p)I" + pJn,

o que implica que

12



vi=_3 [I" _ 1_+(|i1-;1)p Jn] '

a = v = = Y
8 Y, 1 :1 1 ,
vru =P N-n,n €

- -1 = 1=p ’
xr vrlv- xl 1+(n-1)p lM-n -

Além disso,

-1 -

=P
vrlvl xl 1+(n-1)p lN-n nYl'
e assim,
~ & _ -
X, = Iy, Y,

AR ~

Como X =1, seque que y = xrg e, pelo teorema 4.1,

vV leux), veeRr™ .,

sr

De fato, se ¢’ = (ll, t... t ),

1 1 ... 1 N-n N-n
_ 1 1 1 - - =
Vsr ‘t' =P H ‘l' - l’n pztl xua' para 8 p ztl'
1 1 1 1=1 1=1

¢ e R

o que mostra que V" t e u(xs), v

Corolario 4.1 Se y " = X8 e V 1 € u(X), entio T = 1:X8

13



Prova:

Se ir* = Xré, pelo teorema 4.1, V ¢ e u(X), ¥ ¢ e R"™ e

assim, Vv 1 € u(x-). Temos tambémn, por hipdétese, que

sr~N-n

V 1 € u(X ), e com isto,
£ ~n t ]

que implica em

1
[Vs vsr][ 1 = xl(él + §'2).
~N-

Desta forma, K 1, € u(X)), o que garante que T = ;’Xé. o

5. ROBUSTEZ DOS PREVISORES OTIMOS COM RELAGAO A ALTERACOES NA

MATRIZ DE COVARIANCIA DO MODELO

Uma anilise comum quando trabalhamos com previsores étimos
em um determinado modelo & a pesquisa de condigées sob as quais
estes previsores mantém sua otimalidade em modelos alternativos.

Neste sentido, o resultado do teorema 4.1 permite um estudo
sobre a robustez do previsor quanto a alguns tipo de falhas na

especificacdo da matriz de covariancia.

14



Vamos considerar os modelos
v 0
€ :Y=%X8+¢ , E(g) =0, Var(g,) = Var(y) = [o' v”]
e

v Vv

ar

£, Y= X8 +¢g,, E(g)) = 0 ,Var(g,)=Var(y)= [ v." vrj' Vo0

e os previsores lineares ¢6timos de T e Y. o respectivamente sob os

A A & ~ LI 3
modelos £ e £,: T,y T, ¥, -

Os préximos corolarios estabelecem alguns aspectos

relativos & robustez dos previsores.

Ad A
Coroldrio 5.1 Y, = y:z se e somente se a condigdo (3) esta
satisfeita.
Prova:

v =xg e y* v vily +(x-v vix)g de g=(xvlx ) lxsv!
zr! ré € xrz re lxl ( r rs s I)e' onde e_( [ IO l) s Izl.

~ %
Seque diretamente do teorema 4.1 que Y,, =Y., se

somente se (3) esta satisfeita. O

Corolario 5.2 Se a condigao (3) esta satisfeita entdo T, = T,.

Prova:

- 14 ’
MR S VA

>
]

-1 - -1 ~ = ’ ~ %
l:l !. + ll’I-n [vl‘lvl Ys+(xr vl'le XI)E] ll’l¥ +1 y

s ~“N-nfr2 °

f s 1 . ol A% A A
A condigdo (3) implica que Y,=¥,¢ peortanto, T1=T2. o

15



Com relagdoc ao corolario 5.2, verifica-se alternativamente
que se V ! e u(X), Vv t e R"™, vale a condigio (6.1.11),
necessdria e suficiente para que &'1 = "f'z, dada em Bolfarine and
Zacks (1993).

Observamos ainda que, neste caso, o calculo dos previsores,
além de nao depender do conhecimento de vr, sera também
independente de V".

Se, juntamente com (3), for também valida a condigadoc

le| = XIF' (4)

para alguma matriz F, (p+1)x(p+l), ndo singular, ¢ possivel a

previsdo otima de Y, e T sem a especificagdo de V.

Isto acontece porque (4) € uma condigdo nhecessaria e
suficiente para que (x:v:‘x.)“x:v:‘y.- (x;x.)"x:y', (Graybill
(1976), pag. 209), ou seja, para que o estimador de minimos
quadrados generalizados coincida com o estimador de minimos
quadrados usual.

Finalizando, observamos que a validade da condigdo (3) nao

altera a forma matematica do previsor otimo de B, pois este ¢

g = (x:v;‘x.)"x;v;‘y. , qualquer que seja a matriz V..

16
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