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Resumo 

Neste trabalho, determinamos o previsor ótimo do vetor que 

contem os valores da variável de interesse Y para os N-n elementos 

populacionais não observados na amostra, sob a abordagem de 

modelos de superpopulação. Será obtido o previsor ótimo no modelo 

X-N"(Xê,V) e o previsor linear ótimo no modelo X=Xê+~, com E(~)=Q 

e Var(~)=V, V conhecida, não diagonal. Apresentamos uma condição 

necessária e suficiente para que o previsor sofra uma razoável 

simplificação e alguns aspectos sobre robustez são abordados. 
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1. INTRODUÇÃO 

Seja ?={1,2 ••• N} uma população finita de N elementos, onde 

é o valor da variável de interesse Y e x
11

, x ..• x são os 
12 lp 

valores de p variáveis auxiliares, não aleatórias e completamente 

conhecidos parai= 1,2 ... N. 

Utilizando a abordagem de modelos de superpopulação, 

admitiremos que y = (y
1
,y

2 
••• y.)' é um vetor aleatório tal que 

:i = X@ + ~ , ( 1) 

onde 

X , [ 

1 X X 

l 
11 lp 

1 X2I X 
2p 

1 X X 
Nl Np 

e 

E(~)=Q, Var(~J = Var(y) = V, 

V matriz conhecida, não diagonal. 

Tomada uma amostra de n elementos, 

elementos de y, X e V, de modo que 

reordenaremos os 

com r. contendo os valores da variável Y associados aos n 
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elementos amostrados, yr sendo o vetor de dimensão N-n de 

elementos não observados, V
8
=Var(t.>, Vr•Var(yr) e v.r=Cov(y.,yr) • 

o problema da previsão de quantidades desconhecidas numa 

população finita sob a abordagem de modelos de superpopulação tem 

sido abordado em vários artigos. 

Royall(1976) obtem o previsor linear ótimo do total 
N 

populacional T = I yl, sob o modelo (1). Com a suposição 
1 = 1 

adicional de normalidade para y, Tam(1987) mostra que o mesmo 

previsor é ótimo para o total. 

Também nesta linha, Bolfarine et al. (1994) derivam o 

previsor ótimo e linear ótimo de 

o coeficiente de regressão populacional. 

Ambas as quantidades, T e 

respectivamente como 

e 

podem ser escritas 

onde 1' e 1' são os vetores linha respectivamente de dimensão n -n -11-n 

e N-n contendo 1 em todas as posições, 

e = v - v v- 1v , 
• ar r r• 
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E • v - v v-1v e 
r r• • sr 

H = BC- 1 X + DE-1X • x•v-1x 
• r 

são matrizes não aleatórias, conhecidas. 

Os previsores ótimos 

dados por 

e 

(ou lineares ótimos) de T e B são 
-N 

No caso da previsão de~. ,Bolfarine et al (1994) verificam 

o previsor de 

mínimos quadrados genera11zados. Na previsAo de T, Bo1:rarine e 

Rodrigues (1988) mostram que uma simplificação na expressão 
A 

matemática de T só ocorre sob condições especiais. Em ambos os 

casos, no entanto, notamos que o vetor de dados não observados yr 

é previsto por 

(2) 

Utilizando funções de verossimilhança preditivas, Rodrigues 

e Elian (1993) "* mostram que yr é o previsor de máxima 

verossimilhança de yr quando o modelo de superpopulação é 
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A* Neste artigo, estudamos outras propriedades de Xr como 

previsor do vetor de dados não observados :ir· 

Na seção 2, provamos a otimalidade do previsor e de 

qualquer combinação linear de seus componentes e obtemos sua 

matriz de covariãncia quando o modelo de superpopulação é 

X - NN(xµ,y), V não diagonal, conhecida. Abandonando a suposição 

de normalidade, provamos na seção 3 que o mesmo previsor é linear 

ótimo para Xr no modelo X= X@+f, com as suposições E(f) = Q e 

Var(f) • V. 

Na seção 4, estabelecemos uma condição necessária e 

suficiente A* 
para que ir sofra uma considerável simplificação. 

Finalmente, na seção s, alguns aspectos sobre a robustez do 

previsor simplificado são apresentadas. 

2, PREVISAO OTIMA DE lr SOB NORMALIDADE 

Na previsão de :i, quantidade (N-n)-dimensional 

utilizaremos o erro quadrático médio generalizado, 

seguir, como medida de precisão. 

Definiç ão 2.1 Se é um previsor qualquer de 

quadrático médio generalizado de Xr é definido como 

A 

EQMG(Xr) 

para cada vetor (N-n)-dimensional ~. ~ ~ Q. 
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Definiç ão 2.2 O vetor (N-n)-dimensional i* é o melhor previsor 
r 

não viciado de Y, , ou é o previsor ótimo de Y,, se for não 

A* N 
viciado, isto é, E(y,-y,)=Q e se para todo ~eR -n, 

qualquer que seja o previsor Y, não viciado para Y, . 

"* Definindo o critério de otimalidade, provaremos que Y, 

dado na expressão (2) é o previsor ótimo de Y, no modelo em que 

::•], conhecida. V 
rs 

Lema 2.1 
A 

Se)!, é um previsor de X'r , então, para todo ::!: e H-n IR , 

Teorema 2.1 No modelo y - N
9 

(X@, V) , o melhor previsor não 

viciado de Y, é 

Prova: 
,. 

Se Y, é umprevisor qualquer não viciado para Y,, então 
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"* O previsor :ir é não viciado para yr pois 

"* E(f) = 

devido ao lema 2 .1, 

Analogamente, 

A suposição de que implica que 

X - Nn(X.@,V
8
). Assim, i\' (X - V v- 1x )@ é o estimador não 

a - r ra • • 

viciado de variância minima de ~'(Xr- V V- 1 X)@ e, r• • • sendo 

i\' (; -V v- 1v) um estimador não viciado para i\' (X - V v-1x) @, 
- "-r r• • •• - r ra • • 

segue que 

e portanto 
"* ,.. 

EQMG(:{r) ~ EQMG(y,). D 

7 



Após cálculos, verificamos que 

onde D = X' - x•v- 1v . 
r • • •r 

É importante observarmos a dimensão (N-n) do vetor a ser 

previsto. Na maioria dos casos, o tamanho da amostra, n, é um 

número pequeno comparado com N, tamanho da população. Desta forma, 

a dimensão do vetor :ir é, no geral, bastante grande. 

Tomando~• = !' no teorema 2.1, notamos que se !'X, é uma 

combinação linear qualquer dos elementos de :ir 
.... 

, então ! ':i, é o 

previsor ótimo de !"Y,· Em particular, a j-ésima componente de .... 
X, ser4 o previsor ótimo da j-ésima componente de X,• 

Por outro lado, se A
1 

e A
2 

são matrizes respectivamente k.xn 

e k.x (N-n), k ,s N-n e ~- A
1 

i. + A
2 

:i, , segue do teorema 2 .1 que 

A* .... 
~ = A

1 
::t. + A

2 
:i, é o previsor ótimo de ~- Isto pode ser 

verificado pois 

e 

Em particular, os previsores ótimos de~" e T poderiam ser 

alternativamente obtidos através do resultado deste teorema. 
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3. PREVISÃO LINEAR OTIMA DE lr 

Se, no modelo de superpopulação utilizado, a suposição de 

normalidade for abandonada, de modo a trabalharmos com o modelo 

mais geral dado em ( 1) , 
A. 

o próximo teorema prova que :{ r será 

o previsor linear ótimo de yr • Agora, devido à maior generalidade 

do modelo, a otimalidade ficará restrita à classe dos 

previsores lineares não viciados de yr • 

Lema 3.1 No modelo (1), 

onde n'e !' são vetores respectivamente n e N-dimensionais e 

K=[V • v •• ]. 

Teorema 3.1 No modelo (1), o previsor linear ótimo de yr é 

A 

onde@ 

Prova: 

Sejam T :t. um previsor linear não viciado de :t., T matriz 

representa a matriz 
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nula de dimensão (N-n)xn e IN-n a matriz identidade de ordem N-n. 

Nestas condições, ~•yr = Q, 

E(~'T Y. - ~•yr ) = Q = E(~'T y• - ~•A y) = ~'TX• ª -~•AX ª e 

EQMG (T Y.) = E (~'Ty
8 

- ~•A y) 2
• 

No lema 3.1, tomando g'= ~•Te l'• ~•A, obtemos 

Como E(y.) 

deve minimizar 

x.a, o previsor linear • ótimo de Yr , T Y. , 

e, para isto, A'T*y - A'AK'V-1
v deve ser o estimador linear - . - . ""• 

ótimo de 

• 

Pelo teorema de Gauss-Markov, o estimador linear ótimo de 

é 
.. 

• 
" • • • 

• • 
Temos que AK' .. v,. e AX = x, e assim, 

• 

10 
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f" 

• 41 ., . 
• 
• 
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.. 

o que prova o resultado. □ 

.. * 4. FORMA SIMPLIFICADA DE Ir 

A busca de previsores que, além de boas propriedades, 

possuam também uma forma simples, tem sido frequente. 

Sãrndal and Wright (1984) ressaltam a importância de 

trabalharmos com previsores simples e intuitivos. Seguindo este 

objetivo, Bolfarine e Rodrigues (1988) verificam que o previsor 

" ótimo do total, T, se reduz a uma forma mais simples, dada por 

" !~X~, se e somente se K!N E µ(X.), onde µ(X
8

) representa o 

espaço linear gerado pelas colunas de x •. 

" No caso da previsão de yr, o previsor mais simples é Xrê, 

sendo também mais intuitivo, pois E(yr) = Xr@· O próximo teorema 

• estabelece uma condição necessária e suficiente para que 

• . 
Teorema 4 .1 .. o previsor ótimo "* de }[r, yr, coincide com se e 

some'ftta-o se .. 
• V t E µ(X ) , 

sr • 
(3) 

·• . ,. 
• para todo vetor (N-n)-dimensional !· 

. . 
• 

11 .. 
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Prova: 

N-n 
= O, V ! E IR • 

.l.. " J.. Como · (y• - X
9

@) E µ (X
9
), onde µ (X•) representa o espaço 

vetorial ortogonal a µ(X
0
), a última igualdade vale se e somente 

se V t e µ(X
5
), V { e Rll-n , o que encerra a demonstração. □ 

■r- -

A condição (3) parace mais restrita que K !
11

_n E µ(X.), no 

entanto, a primeira não implica na segunda, conforme mostra o 

coro1ãrio 4.1. Devemos nos 1embrar da maior dimensão da quantidade 

a ser prevista, Xr Mesmo assim, o exemplo 4 .1 apresenta uma 

situação usual em que a condição está satisfeita. 

Exemplo 4.1 

Consideremos o modelo de superpopulação 

:i =X@+ f, E(f) = Q, Var(f) = V 

com 

onde J
11 

é a matriz NxN contendo 1 em todas as posições. 

Neste caso, 

V 
• 

o que implica que 
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v-1 1 [In _ 
• 1-p 

n 

" - I Y, @ = Y. 1 • 1 

n 

1-p 
l+(n-l)p 

Além disso, 

e assim, 

Como X 1 , 
r -M-n 

e. 
l+(n-l)p 

Jn] 

l' 
-N-n 

segue que 

V ! E µ(X•), 1/ t e RN-n 
■r 

De fato, 

1 
1 

1 

se t I 

A * Corolário 4.1 Se Y.r 

( t,, t2 .•• 

~ l ! = 1 -n 
1 

13 
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, 

"* A 

'i. r X.@ e, pelo teorema 4 .1, 

t N-n) 1 

N-n N-n 



Prova: 

x.ã, pelo teorema 4. 1, v •• ! E µ ex.) , V ! E RN-n e 

por hipótese, que 

V 1 E µ(X . ), e com isto, 
• -n • 

V 1 = X ,5 
• r-N -n ■ -1 

e 

V l •-n 
., RP+1 

, 22 E , 

que implica em 

A 
Desta forma, K !N E µ(X

9
), o que garante que T a 

5. ROBUSTEZ DOS PREVISORES ÓTIMOS COM RELAÇÃO A ALTERAÇÕES NA 

MATRIZ DE COVARIANCIA DO MODELO 

Uma análise comum quando trabalhamos com previsores ótimos 

em um determinado modelo é a pesquisa de condições sob as quais 

estes previsores mantém sua otimalidade em modelos alternativos. 

Neste sentido, o resultado do teorema 4.1 permite um estudo 

sobre a robustez do previsor quanto a alguns tipo de falhas na 

especificação da matriz de covariãncia. 
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Vamos considerar os modelos 

e 

e os previsores lineares ótimos de Te yr, respectivamente sob os 

Os próximos corolários estabelecem alguns aspectos 

relativos à robustez dos previsores. 

"* Corolário 5.1 yrt se e somente se a condição ( 3) está 

satisfeita. 

Prova: 

Segue diretamente do 
A* A* 

teorema 4.1 que Yrl = Yr2 

somente se (3) está satisfeita. □ 

A A 

Corolário 5.2 Se a condição (3) está satisfeita então T
1 

T
2 

Prova: 

A 

T 
1 

e 

"* A condição (3) implica que yr
2 

15 

se e 

o 



Com relação ao corolário 5.2, verifica-se alternativamente 

que se V t ··- V ! N-n 
E R , vale a condição (6.1.11), 

necessária e suficiente para que T = T , dada em Bolfarine and 
1 Z 

Zacks (1993). 

Observamos ainda que, neste caso, o cálculo dos previsores, 

além de não depender do conhecimento de 

independente de Ver. 

V, 
r 

será também 

Se, juntamente com (3), for também válida a condição 

para alguma matriz F, {p+l)x(p+l), não singular, é possível a 

previsão ótima dei, e T sem a especificação de V. 

Isto acontece porque (4) é uma condição necessária e 

suficiente para que 

(1976), pág. 209), ou seja, para que o estimador 

(Graybill 

de minimos 

quadrados generalizados coincida com o estimador de minimos 

quadrados usual. 

Finalizando, observamos que a validade da condição (3) não 

altera a forma matemática do previsor ótimo de ~N' pois este é 

" -1 -1 -1 
@ .. (X~v. X

9
) x:v. i. , qualquer que seja a matriz v.,· 
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