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1 Preliminares

Tod :
as Q- > . - _' . r ~ . ~ .
as algebras consideradas neste trabalho sao comutativas, nao necessanamente asso-
K de caracteristica distinta de dois.

ciativas e . 2 .
;;V('h e de dimensao finita sobre um corpo
eja A = Aloebi . , . - : .
b o Ja A uma algebra sobre o corpo K. Para algebras nao necessariamente associativas,
de iitas manelras de definir potencias de um elemento. Neste trabalho, usaremos 2 tipos
poténcias, definidas a seguir, por recorréncia:
a)u' =u, k= ybu (poténcias principais);
b) ul!) = u, ulktll = k¥ (poténcia.splenas).
Chane wA— K éum homomorfismo nao nulo de dlgebras, entao o par ordenado (A,w) €
- l(aido de algebra barica sobre K ew éasud fungio peso. Para @ € A, w(z)é chamado o
) ) . ) s 5 =
o e z. O conjunto N = (zreAl w(z) = 0} é um ideal de A de codimensao 1. 3¢ € € A
ol e = o b : :
i peso 1 e €2 = e, entao €€ chamado de idempotente de AeS3(A)o conjunto de todos 08
empotentes de A.
Uma dlgebra de Bernstein de ordem
n+2] 2" ntl
Lt = (w(z)) Lt

nor NUMmMero natural que verifica esta propriedade.

hecidas como 4lgebras de Bernstein.
de Bernteisn de ordem n podem ser encontrados €m 4],

n ¢ uma algebra barica (A,w) satisfazendo:

As algebras

zal‘a todo 2 € Aen éome

e Bergstein de ordem 1 sao con

’ Mais resultados sobre algebras
1, 8] e [11].

Pr s = , 4
oposigao 1. Seja (A,w) uma dlgebra de Entdo:

Bernstein de ordem n.

1. i { ini
A fungdo peso € unica;

2. 3(4) = {at! [z € A ew(®) = 1}.
3. Seec A€ um idempotente, entdo A tem uma decomposicdo de Peirce, A= KedUe®
ZeA onde U,» - {J. € A ! exr = %II'}, Ze = {217 € A \ L:(T) = 0} [ LL(T) = eT. .41(/711

disso L"(z) € U para todoz € N € Le(2) € Ze pare todo z € Ze:

escolha do idempotente,

) nao depende da
par ordenado (1 + r,d),

temente dim Z.
A como gendo 0

2 .
4 U2 C Z,, dimU. (conseqiien
tipo da dlgebra

s il s
om isso podemos definir 0

__ onder=dimU e d = dim Ze.
. p 4 ____———»—-——'—‘,_,,_._ e
arcialmente financiado por DGES pBY7-1291-C03-01.
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2 Derivagoes

) . . oy s de nstein
Neste paragrafo, vamos dar uma caracterizacio para as derivacoes em algebras de Be}r) .

. g . ~e ~ra as aleebras de
de ordem n semelhante ao que foi feito por M. A. Garcia Muhiz em [1] para as algebr
Bernstein.

Definigao 2. Uma derivagio D de uma dlgebra A ¢ uma aplicagio linear D: A — A que
vertfica D(zy) = D(z)y + 2D(y) para todo z,y € A.

Definigao 3. Seja A uma dlgebra comutativa e e € A wm idempotente. Definimos
n—1
Ge:AX A — A por Ge(a,b) = Y 21 LP=1~ (Li(a) Li(b)).
1=0
Por [4] temos que, G,(a,b) = Gnaela,b) para todo a,b € N. Claramente G, ¢ uma
aplicacao bilinear simétrica.

Definigao 4. Seja V uma espaco vetorial ¢ T ¢ um operador linear de V. Definimos C; =
kerT9, j >0, onde T° € o operador linear identidade de A. Quando A uma dlgebra e ¢ € A
¢ um zd( empotente, definimos C, = ker L j>0.

Proposicéo 5. Scja A= Ke® U, & Z, uma dlgebra de Bernstein de ordem n.
1. Se D: A — A € uma derivagio, entio
(a) D(e) € U,
(b) D(A) C Kerw.
2.5x€Ael, €uma derivagdo, entdo z € U, ¢ (..

Teorema 6. Seja (A,w) uma dlgebra de Bernstein de ordem n, e € A wm idempotente €
D: A — A uma deriva¢do. Entio D ¢ univocamente determinada por uma tripla (4, f,9)

onde u = D(e), f:U. — U., g: Z, — Z. sio aplicagées lineares verificando as seguintes
(’()TI{ll('()(’S‘ para todo w,w' € U, e z,2' € Z,
D(u) = f(u) + 2" G(D(e), u); (1)
D(z) = g(2) — 2"*1G,(Dle), 2); @

2. 2°f(Ly (uz)) + g (uz — 2" L7 (uz)) flu)z + ug(z)+

‘?”“[G (D(e),u)z — uGe(D(e), Ge(D(e),uz) — 2™*'G.(D(e), L7 (uz)));
3. 2F (L7 () + g (22 — 2L (22)) = g(:)2" + 2g(s/)
2"*‘[ o(D(e),2)2' + 2Ge(D(e), ')~ Ge(D(e), 22') + 2"1G.(D(e), L2 (22)));

4. g(ez) = eg(z) + D(e)z — 2" L} (D(e)z).
Além disso, a aplicagio @: Der(A) — U, x Endg(U.) x Endg(Z,) definida por f(D)Vz

< , . . ; : i dertvagoes
(4, f,9) € um monomorfismo de espagos vetoriais, onde Der(A) € o conjunto das derivag

de A.

L g(u') = f(uu + uf(u') + 2 (Go(D(e), u)’ + uG, (D( ), ') + Ge(D(e), w)];
B =
2)+
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3 Dimensao do espago vetorial das derivacoes

Neste paragrafo vamos dar algumas majoragoes para a dimensao do espago vetorial das

derivacoes de uma algebra de Bernstein de ordem n.
Seja A = Ke ® U ® Z, uma 4lgebra de Bernstein de ordem n de tipo (1 +r,d). Como

r? = dim Endy (Ue) e d? = dim Endg (Z.), entao dim Der(A) < r+1? +d%

! E conhecido que se A = Ke ® U, ® Z. é uma algebra de Bernstein trivial, entao
dim Der(A) =r +r? + d* (ver [1] e [13]).
Proposigéo 7. Seja A = Ke ® Ue @ Ze
dim Der(A) = r + r? 4 d* se e somente se (Kerw)? =0 e eZ. = 0.

Neste caso (A,w) ¢ uma dlgebra de Bernstein (n = 1).

Corolério 8. Se A= Ke® U, & 2. ¢ wma dlgebra de Berntein de ordem n com n > 2

entio dim Der(A) < r+ r? 4 d2.

Te‘orema 9. Seja A= KedUe® 7, uma dlgebra de Bernstein de ordem n. Suponhamos que

eziste m, com 1 < m < n tal que Cme = 7, e L™ (Z.) # 0. Seja dy, = dim L% (Z.)» 0 <

k <m,s =dimCe e r = dim U.. Entao
m—1

dim Der(A) <+ + Y (d+
k=1

uma dlgebra de Bernstein de ordem n. Entao,

(m — k) s1) sp + (1 — dm-1 + din—2) $1,
d if k=L
de 8}, = : ’
onee S { dp —2dp1 +de2 if 2 = E < m
) =0.

= Ke® U, ® Z, uma dlgebra de Bernstein de ordem n. Suponhamos

=7, ¢ L™ (Z.) # 0. Seje & = dim L% (Ze),

Além disso, o mdzimo € atingido se ¢ somente se (Kerw

Corolério 10. Seja A

que existe m, com 1 <m <n tal que Cpe

0<k<m,s =dimCi e7= dimU,. Se
m—1

dim Der(A) =+ 7% + Z(dk +(m—k

k=1

d if k=1
onde s = 1 :
B {dk~2dk_1+dk_2 if 2 <k < m

)81) S;c 53 (Sl - dm-—l i dm—')) 81,

entao, m = n.

Coroldrio 11. Sejo A = Ke®U.® Z uma dlgebra de
0= Z2. Entio Der(A)# 0.
Proposigao 12. Seja A =
U.2, = 0 = U2, Se U, #0, entdo Der(A) # 0.

@ Z. uma dlgebra de Bernstein de ordem n de tipo
lgum k, Zk=0c¢ Zk1 # 0. Entdo dim Der(A) >

Bernstein de ordem n tal que UcZe =

Ke ® U, ® Z. uma dlgebra de Bernstein de ordem n tal que

Proposigao 13. Seja A = Ke @ Ue
(1 '*— 8 (l) tal que L[', e ('Z( = 0 e 1)(].7'(1 a
(d - dim 2?) dim 25" # 0.
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