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1 Preliminares 
~od~s as álgebras consideradas neste trabalho são comutativas, não necessariamente asso­ 
ciativa» e de dimensão finita sobre um corpo I< de carncterística distinta de dois. 
há ;oj~ .A uma .álgcbca sobre o "'.'Pº K. Para ilgebcM UM necessaciarr,ente a.ssociati""• 
de n"'.tas. m=e<;~s de definff potencrns d~ um demento. Neste tcah,Jho, usacecooo 2 t>pos 

potencias, defimdas a segun, por recorrenoa: 
a) v,1 == ·11, uk+I == uku (potências principais); 
b) 11,l1l::: u, ulk+1l == ulklu[k] (potênciasplenas). 

Se w: A --+ J{ é um homomorfismo não nulo de álgebras, então o par ordenado (A, w) é 
chama.do de álgebra bárica sobre I( e w é a sua função peso. Para x E A, w( x) é chamado o 
P"

0 
de x. O conjunto N ~ {x E AI w(x) - O] é um ideal de A de codimeusiin L Se e E A 

tem peso 1 e e' ~. e, entiin e é cl,,mrulo de idempnteute de A e (l( A) o conjunto de todos os 

idempotentes de A. Uma álgebra de Bernstein de ordem n é urna álgebra bárica ( A, w) satisfazendo: 
x[n+2] == (w(x)(x[n+ll, 

~:a todo x E A e n é o menoc u{nnern natuc~l que vecifica esta prnpciedade. As álgebcM 

Bernstein de ordem 1 são conhecidas como algebras de Bernstem. 

[ 

Mais resultados sobre ilgebcas de Bemtcisn de ocdem n podem ser encontcrulos em [4], 

6], [8] e [11]. 
Propo · - · , d B · d d E - siçao 1. Seya (A,w) uma algebra e ernstein e or em n. ntao: 

1 · A função peso é única; 

2· 'cs(A) = {xln+l) \ x E A e w(x) == 1}. 
S. Se ' E A i um idempotente, eotõo A tem umo decomposiç5o de p,;,.,,,, A - l(' 1D U, ,ffi 

Z" onde U, - {x E A I ex - }x), Z, - {x E AI L;(x) ~ O} 'L,(,) - ex. Alem 
disso L;(x) E Ue para todo :i; EN e L0(z) E Ze para todo z E Z,. 

4 
U) ~ Z., dim U, (wo.scq,iwt ,m,nt, dim Z,) oio depende da ,scolha do idemP

01'"!'' 
com isso podnno,s defini<· o tipo do dlgebn< A """ .seodo 

O 
W ocdenodo (l + ,, ), 

onde r = dim Ur e cl == dirn Z,. 
•p - ercialmente financiado por DGES Pl:l97-129i-C03-0l 
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2 Derivações 
Neste parágrafo, vamos dar uma, caracterização para as derivações em álgebras de Bernstein 
de ordem n semelhante ao que foi feito por M. A. Garcia Mufiiz em [1] para as álgebras de 
Bernstein. 

Definição 2. Uma derivação D de uma álgebra A é uma aplicação linear D: A ---+ A que 
verifica D(xy) = D(x)y + xD(y) para todo x,y E A, 

Definição 3. Seja A uma álgebra comutativa e e E A um idempotente. Definimos 
n-1 

i=O 

Por [4] temos que, Ge(a,b) = Gn,2,c(a,b) para todo a,b E N. Claramente Ge é urna 
aplicação bilinear simétrica, 

Definição 4. Seja V llma espaço vetorial e T e llm operador linear de V, Definimos C1 = 
ker Ti, j 2" O, onde Tº é o operador linear identidade de A. Qllando A uma álgebra e e E A 
é um idempotente, definimos c.; = ker L~, J 2" O. 
Proposição 5. Seja A = K e EB Ue ffi Ze urna álgebra de Bernstein de ordem n. 

1. Se D: A -t A é uma derivação, então 

(a) D(e) E U, 
(b) D(A) Ç Kerw. 

2. Se x E A e Lx é urna derivação, então x E Ue EB ele· 

Teorema 6. Seja ( A, w) uma álgebra de Bernstein de ordem n, e E A um idempotente e 
D: A -+ A uma derivação. Eniiio D é univocamente determinada por uma tripla (u, f, g) 
onde u = D( e), f: Ue -+ Ue, g: Z; -t Z; são aplicações lineares verificando as seguintes 
condições para todo u, u' E U; e z, z' E Z; : 

D(u) = f(u) + 2n+IGe(D(e), u); (1) 

D(z) = g(z) - 2n+1Ge(D(e),z); (2) 

1. g( uu') = f(u)u' + uf( u') + 2n+I [Ge(D(e), u )u' + nGc(D(e), n') + Ge(D(e), uu')]; 

2. 2n f (L~ (u.z)) + g (uz - 2" L~ (uz)) = f(n)z + ug(,z)+ 
2"+1 [G,(D(e), u)z -- uGe(D(e),z)+ Ge(D(e), uz) - 2"+1G,(D(e), L~(uz))]; 

3 2nf (L~ (zz')) + g (zz' - 2" L~ (zz')) = g(z)z' + zg(z')- 
2n+1 [Ge(D(e), z)z' + zGe(D(e),z')- Ge(D(e), zz') + 2"+1Ge(D(e), L~(zz'))]; 

4- g(ez) = eg(z) + D(e)z - 2" L;• (D(e)z). 

Além disso, a aplicação i.p: Der(A) -t Ue X EndA (Ue) x EndK( Ze) definida por i.p(D)_ = 
(u, f,g) é um monomorfismo de espaços vetoriais, ond,e Der(A) é o conj11,nto das derivaçoes 
de A. 
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3 Dimensão do espaço vetorial das derivações 
Neste parágrafo vamos dar algumas majorações para a dimensão do espaço vetorial das 
derivações de uma álgebra de Bernstein de ordem n. 

Seja A= I< e EB U, EB Ze uma álgebra. de Bernstein de ordem n de tipo (1 + r, d). Como 
r2 =, dimEndg(U,) e d2 = dimEndK(Ze), então dimDer(A):::; r + r2 + d2• 

E conhecido que se A = I< e EB U, EB z. é uma álgebra de Bernstein trivial, então 

dimDer(A) = r + r2 + d2 (ver [1] e [13]). 
Proposição 7. Seja A = K e EB U; Ef) z. uma álgebra de Bernstein de ordem n. Então, 
dimDer(A) = r + r2 + d2 se e somente se (Kerw)2 == O e eZ. = O. 

Neste caso ( A, w) é uma álgebra de Bernstein ( n = 1). 
Corolário 8. Se A = J( e E& U. EB Ze é uma álgebra de Berntein de ordem n com n =:: 2, 
então dim Der(A) < r + r2 + d2. 
Teorema 9. Seia A = K eE& UeEB Ze mna álgebra de Bernstein de ordem n. Suponhamos que 
existe m, com 1.< m:::; n tal que Cme = Ze e i;•-1 (Zc)-/- O. Seja dk = dimL;n-k (Ze), O:::; 

k ~ rn,s1 = dimC1e e r = dimU •. Então 
m-1 

dimDer(A) sr+ r2 + L (dk + (m - k) s1) s~ + (s1 - dm-1 + dm-2) si, 
k=l 

, { d1 if k = 1; 
onde s = . k dk - 2dk-l + dk-2 i] 2 ~ k S m. 

Além disso, o máximo é atingido se e somente se (Kerw)
2 
= O. 

Corolário 10. Seja A = K e EB Ue EB z. mna álgebra de Bernstein de ordem n. S·u.ponhamos 
que existem, com l < m ~ n tal que c.: == z, e L';-I (Ze) -:f. O. Seja dk == dirnL;•-k (Ze), 

O~ k ~ rn,s1 == dim Ci, e r = dimU •. Se 
m-1 

dímDer(A) == r + r2 + L (dk + (m - k) s1) s~ + (s1 - dm-1 + dm-2) s1, 
k=I 

onde sk' = { d1 ·if k 
dk - 2dk-) + dk-2 if 2 < k 

1; 
< m. 

então, m = n. 
Corolário 11. Seja A = J( e Efl U, ffi z. uma álgebra de Bernstein de ordem n tal que UeZc = 
O= Z;. Então Der(A) =f. O. 
Proposição 12. Seja A = Ke Ell U. G) z. uma álgebra de Bernstein de ordem n tal que 

o.z, = O = v: Se o, -:f. O, então Der(A) # O. 
Proposição 13. Seia A = J( e ED U, 8:l z, 11,ma álgrbra dr Bernstein de ordem n. de ': 
(1 + r, d) tal q

1
u; u; = eZe = O e para algum. k, z; = O e zti # O. Bntão dim Der(A) - 

(d - dim zi) dimzk-l -/.. o. e e r 
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