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Abstract

Assumindo o Axioma <), mostramos a existéncia de um espago de Banach da forma C(K) que contém 2*

quocientes indecomponiveis nao isomorfos e também [, como quociente.

1 Introducao

Para K um espago topolégico compacto e Hausdorff, seja C(K') o espaco de Banach real das fungdes continuas de
K em R munido da norma do supremo. Um operador T : C(K) — C(K) linear e continuo é dito multiplicador
fraco se, para toda sequéncia (fy)nen limitada e duas a duas disjunta (i.e., f, - frn = 0, se n #= m) em C(K) e
para toda sequéncia (x,)nen de pontos distintos em K tal que f,,(z,) = 0, para todo n € N, a sequéncia T'(f,)(xy)
converge a 0.

Dizemos que C'(K) tem poucos operadores se todo operador em C(K) é multiplicador fraco. Foi provado em [4]
que se K \ F é conexo, para todo F finito, e C'(K) tem poucos operadores, entdo C(K) é indecomponivel, i.e., tem
dimensao infinita e ndao possui subespago complementado de dimensao e codimensao infinita. Se, além disso, K
nao contém dois abertos disjuntos V; e Vs tais que [Vi N Va| = 1, a hipdtese da conexidade de K é suficiente para
garantir que C'(K) é indecomponivel (consequéncia de resultados de [4] e [1]).

Apresentamos aqui o seguinte resultado: assumindo <, existem C(K) indecomponivel e uma familia (Lg)e<ow
de subespacos fechados de K tais que (C(L¢))e<2w sao indecomponiveis e dois a dois néo isomorfos. Além disso,

K contém uma cépia homeomoérfica de SN, o que diferencia a construcdo daquela obtida no Corolério 5.4 de [2].

2 Principais resultados

Para um compacto conexo K C [0,1]?" e um real r €]0, 1] denotaremos por K, o conjunto {x € K : (0) < 7}, visto

como subespaco topolégico de K. Provamos o seguinte teorema:
Teorema 2.1. () Existe um compacto K C [0,1]%" tal que, para todo L € {K}U{K, :r €]0,1]}, temos
(a) L € conezo e ndo contém abertos disjuntos Vi e Va tais que |Vi NVa| = 1;
(b) todo operador em C(L) € multiplicador fraco;
(c) se0<r<s<1, C(K,) nao € isomorfo a C(K);
(d) K contém um subespago homeomorfo a ON.
Do teorema e dos resultados mencionados na introducao segue o seguinte corolario:

Corolario 2.1. () Sendo K como no Teorema 2.1, C(K) é indecomponivel, possui l, como quociente e uma

familia nao enumerdvel de quocientes indecomponiveis nao isomorfos.
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3 Ideia da demonstragao

Descreveremos aqui apenas as ideias principais da prova, que se baseiam em [4] e [2].

Se T': C(K) — C(K) nao é multiplicador fraco, existem £ > 0, uma sequéncia (fy)nen em C(K) limitada e
duas a duas disjuntas e uma sequéncia (z,),cn de pontos distintos de K tais que, para todon € N, f,(z,) =0e
|T(frn)(x,)| > e. Usando argumentos combinatérios, podemos assumir que cada f,, tem imagem contida em [0, 1] e
que fn(zm,) =0, para todos m,n € N. Assumimos, ainda, que (z,)nen pertencem a um conjunto denso fixado.

Construimos K de modo a nao ser possivel obtermos 71" com essa propriedade. Para isso, mostramos que,
nas condi¢ées acima, obtemos fungdes (f/)necny que sdo “pequenas modificagdes” de (fp)nen (em relagdo &
medidas T*(d,,)) e um subconjunto infinito e co-infinito b de N tais que (f))nep tem supremo em C(K) e
{xn :nebn{z, :n € NX b} # (0. A partir disso provamos a descontinuidade de T'(f), onde f = sup{f), : n € b}).
O mesmo argumento se aplica aos subespagos de K que sao fechos de abertos (vide [3]).

Fazemos a construgao de K usando recursdo transfinita. Comecamos com K, = [0, 1)? e definimos uma sequéncia
(Ka)a<2w de compactos tais que K, C [0,1]% e m3[K,] = K3, para 8 < «. Nos ordinais limites definimos K, como
o limite inverso de (K3)g<q € tomamos K como Kow.

A chave da construgao esta no passo sucessor da defini¢do recursiva. Em cada passo a “destruimos” um operador
nao multiplicador fraco ao adicionar o supremo de (f; )nep descrito acima. Para isso, a partir de uma enumeragao
pré-fixada, que estabelecemos utilizando o principio ¢, encontramos b C N e uma sequéncia (g,)nep de fungoes

continuas duas a duas disjuntas de K, em [0, 1] e definimos

Ko = {(z Zg” ):3U €k, (x e UN|{n€b:UnNsupp(gn) # 0} <w)}, (1)
neb

onde o fecho estd sendo tomado em K, x [0,1], 7k, é o conjunto de abertos de K, e supp(g,) é o suporte de gy,
i.e., o fecho do conjunto dos pontos onde a funcao é nao nula.

Seguindo a nomenclatura de Koszmider, em [4], o espaco definido em 1 é chamado de extensao de K, por
(gn)nep- A funcio g : Kop1 C K, % [0,1] — [0, 1] dada por g(x,t) =t é o supremo de (gn © To,a+1)nep €m Kot1.
A construgéo ird garantir que, se f), = gn © Tq 2, em C(K), entdo g o mgay1,2¢ é 0 supremo de (f) )nep em C(K).

Para garantir a conexidade de K e de cada K., precisamos de uma hipotese adicional sobre a extensao, a qual
acunhamos de ectensdo completa: para cada ponto z € Ky, Tq at1[{x}] ou é unitério ou igual a {z} x [0,1].
As modificacoes das f,’s mencionadas anteriormente servem justamente garantir que a extensdo pelas funcoes

correspondentes no passo « da construcao seja completa.
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