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INTRODUGAO

Sao aqui reunidos alguns trabalhos, resul-
tados de soluqSes dadas a problemas que se nos apre-
sentaram na vida profissional; e cue, acreditamos ,

contem aspectos originais.

n titulo - Temas Estruturais - traduz exa-
tamente aquelas caracteristicas que pretendemos im-
primir a nossa Tese, onde, sem a extensao de um tra-
tado, os assuntos sao abordados na medida em que as
solucoes oferecam cunho de originalidade e, sobretu-

do, de simplicidade.
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GRELHAS ESCONSAS

(1)

N'um trabalho anterior introduzimos os polina——
mios trigonométricos no calculo das grelhas, apresentando-as
como um poderoso instrumento matematico para a solugao de
problemas, ate entao resolvidos de maneira extremamente com-
plicada e trabalhosa. E chegamos mesmo a exﬁlorar a grande
contribuigao da torgao das longarinas na distribuicao trans-
versal da carga, usando algoritmo simples e rapido.

(2)

Posteriormente voltamos ao assunto para demons-
trar, desta feita, ser possivel, sem prejuizo da simplicida-
de do método dos polinamios trigonometricos, introduzir tam-

bém a colaboracao da torgao das transversinas.

Retornamos agora ao problema para estudar as impli
cagoes resultantes da esconsidade, levando o estudo ao caso
apenas das grelhas com duas longarinas, que apresentam um in
teresse particularmente importante. E isto porque - como se
podera facilmente constatar, atraves dos resultados numeéri--
cos - a contribuiggo da torggo é tao grande que nao justifi-
caria, para as pontes com as larguras correntes, adogao de

numero de longarinas superior a dois.

I. Equacoes de diferencas

Na suposigio de uma viga livremente apoiada, sujei
ta a cargas concentradas atuande em pontos equidistantes, po

de-se escrever:

M - 2 M + M = - P . (1D
. X X



onde Mx e o momento fletor na segao de ordem x; Px a car

ga agindo em x e A o intervalo.

Ja entre as flechas Gx nos pontos X e 0S res--

pectivos momentos existe a relaggo:

2

S -2 68 + 8 = - ——— (M

x+1 X x-1 6 E J 2 Mx + Mx—l) (2)

x+1

Se a viga for solicitada por momentos discretos Tx
a Iintervalos iguais A, a maneira da figura 1, poder—se—5 en
contrar uma relagao aproximada simples, ligando as flechas

aos momentos Tx.
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Figura 1
0 diagrama de momentos fletores implantado tera as
pecto de dente de serra. Na figura 2 esta representado um
trecho do mesmo.

Definamos os momentos:

M® =M +%—T : (3)

M. = M - T + C (4)

sendo C uma constante.
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Figura 2

Como consequencia:

M}T:+l N Mz =C- % Tx+1 - % Tx
M My T O3 Ty 7 T
Dai resulta:
M;r<+l -2 Mx + Mz—l T % (Tx+1 - Tx—l) (5)

Se o apoio da viga for de forma a impedir a rota--

¢ao transversal nas extremidades, entao podemos escrever:

) A
— = 6
ex+1 2 ex + Ox-1 G Jt (&)

sendo b, 2 rotacao da segao de ordem x, resultante da a-
plicacao de momentos de torgao externos Zx’ discretamente a
plicados a intervalos iguais ); e G Jt o produto de rigi-

dez transversal da viga.

IT. Estabelecimento do problema

Seja a grelha da figura 3, com esconsidade ¢ , su

jeita ao conjunto de cargas Px aplicadas na wviga A.
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Figura 3

Tal carregamento faz despertar na viga transversal

A -
de ordem x momentos Z_, TX e reapes de apolo X, como se

representa na figura 4 e na figura 5.
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Consideremos os deslocamentos verticais, na altura

da viga transversal de ordem x, caracterizados na figura 6.
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Figura 6
Entao:
p— \i "
GA = GB + GA + 6A (7)
onde
§! = a eB sen g (8)
A b4 5
X a3 a A
& = -
A T % Jo 5T 3 (Zx sen a TX cos g) (9)

Jo € o momento de inercia da transversina, que e

suposto constante e igual para todas elas.

Se analisarmos as rotacoes das longarinas, conclui

mos.:

X a2 a

2 EJ ~EJ
o] o)

A B A
(6x - ex) sen g (Zx sen ¢ -~ Tx cos a) (10)



As inclinagoes da linha elastica podem ser expres-

sas aproximadamente por

8

Relacionando as rotagSes ¢i e ¢z das vigas A e

B, tem-se:

= ¢B) sen g = L (ZA cos ¢ + T_ cos a) , (12)
X o p'e X
G Jt

(4

onde @ Jg e o produto de rigidez transversal da transversi

na suposto constante para todas.

Por outro lado ha a relagao:

ZB = X.a sen o - ZA (13)
X x

ITII. Desenvolvimentos trigonométricos

Tendo em conta as condigoes de contorno em O e
n, as grandezas abaixo sao passivels dos seguintes desenvol-

vimentos trigonometricos:

n-1
im™x
§ =
x Z Ai sen a
i=1
(14)
n-1
_ 1 m x
ex = Z v, sen o
i=1
n-1
- im x
M= ¥ 7 ; sen =



n-1
_ i 7 x
Zx = Z zi sen N
i=1-
n-1
_ i rx
'I‘x = z T; sen -
i=1
n-1
i ™ x
Px = Z pi sen N
i=1
n-1
; inm x
X = E xi.sen N
i=1

0 desenvolvimento de Tx na forma proposta s6 &
possivel se T0 = Tn = 0. £ o que ocorre quando a resisten-

- band -
ciara torgao das transversinas extremas e nula.

Usando as relacoes (14) nas equagoes de diferenga

(1), (2), (5) e (6), vem:

com

b) R
ai_—6EJgi77Zi G50

com




T 1
c) WZi = 27; + 5T
T
d) 1 7% %4
com in
cos —
s, =
2 (cos — - 1)
e) v, = . e it
i G Jt
com
P, = 1
1 2 (cos in" - 1)
e assim
pi=ui

IV. Determinacao das incognitas hiperestéticas

Para tanto langamos mao das equagoes (7), (10)

(12).
De (7) resulta:
Az o X T kz X ”ZT
g 81 Ty -y -7 = -g5 78 Tyt 7"D
- 2 2 oy (a sen a.Xy - zi) sen «
G J ‘
t
a3 a
+ g—E—EZ Xy - E—Efjg (z1 sen o - 'I‘x cos &)

Da equagao (10) vem:

17)

(18)

(20)



Da equacao (10) vem:

! A -
5 Jt (2 z, - a sen a.xi) sen o =
= — - a (zA sen a - T, sen o) (21)
2 EJ X EJ 1 1
o )
Da equagao (12), levando em conta (l1), resulta:
sen_ o

2 A ((6x+l - Gx—l)A - (6x+l - 6x-ﬂa]

1 A

= —=_ (2% cos 2+ T sen a) (22)
GJO X X
t
Mas
2 n-1
A o X T T X
Sy = " % E I ) g4 (zzi - W7i zzi) send T
i=1
n—l.
§ = - 12 : (sz + 77,) sen Tx
B~ "6 E J 81 1 i
i=1

Voltando a (22), encontramos-:

A g
i 7.° X T iw
6 E J ( { " 2 ”Zi - 2 721) cos =5~ .sen «
el L (ZA cos & + T, sen Q) (23)
o] i
G J
t
Como
X .
zzi = - A H Xy
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as equagaes (20) e (23) passam respectivamente as seguintes

formas:
2k 0
-t E T8 Lyt 2 auyxgt2sg Ty =
a A
= oy (a sen a Xy - zi) sen o
GJ
t
a3 a A :
+ TE3 X4 " 2 EJ (zi sen o - Tx cos a) (24)
o o
A gi o] -
5 E J (221 + 2 ) MyoXy + 2 sy Ti) cos sen a =
1 A
= -3 Jg (zi cos a + T, sen a) (25)

A resolucao do sistema das tres equagoes (21),(24)

e (25) permite determinar Xy o zA e T

i i’
Usando depois as.relaQSes (14), ficam conhecidos
X, Zx e Tx para qualquer n6 x, resolvendo assim o proble
ma.
V. Caso particular
Se nas equagoes anteriores fizermos a = m/2, tere
mos a solucao da grelha reta. E se a relagao n A/a for su

perior a 2, podemos inclusive desprezar a flexao da transver

sina assumindo Jo = o

Para este caso particular as equagoes (21), (24) e

(25) tomariam o seguinte aspecto:
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_A a
= - - 2|
z; > Xy z, (211)
azp
A o] iJ{ 1
5781 g+ 22myx 28 7)) = 3554 (247
t
x i a Ty
e T 8 Zg+2rw x +2s 7)) cos == - SRR
G J
t
Dai resulta:
)
J
t i m
T ==
1 2Jt a p; cos T Xy (26)
& o
ZZ:L
Xi=_ (27)
J0 2 p
2 Ay, - == a p, cos LR N .
i J i n G J A g
t i
Se desprezarmos a torgao nas transversinas, entao
Jz = 0 e assim '
o
Xy = - 7y 5 (28)
2)‘u_3EJ_a_p_i
i G Jt A g4
0—,_, .
Mas, como zzi = A My Pys vem:
p
i
X; = s (29)
1 2_3EJ£_D_£
G Jt XZ 1
ja que pi = ui
Ha pois toda a conveniencia de se adotar Jt o ma-
ior possivel. O caso extremo seria J_ = =, Entao da formu

t
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la (29) se conclue Xy < pi/2.' Quer isto dizer que a carga
na viga A se distribuiria igualmente pela viga A e B.
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OBSERVACOES SOBRE O

CALCULO DAS LAJES NO REGIME PLASTICO

Neste trabalho sao consideradas apenas as lajes 1-
sotropas. As consideragoes feitas podem no entanto ser ex--
tendidas as lajes anisotropas, desde que executadas as trans
formagaes necessarias.

A condigzo de escoamento das lajes isotropas, pro-
vidas assim da mesma armadura segundo duas diregses ortogo-—-

nalis, se expressa por:
| M| =m , (1)

onde M e o maior momento fletor em qualquer diregao; e m
o momento fletor de escoamento, referidos ambos, a unidade
de comprimento. . '

Havendo apenas armadura inferior, a condicao ante-

rior seria:

Mmax = m Mmin = 0 (2)

fstes dois casos estao representados na figura 1.

ae A2
A 4
P E 4
B ~
» o ~ - 4 .
¥/ My
-

Figura 1



Designando por sg 2 armadura por unidade de com-
primento nas duas diregaes ortogonais; e sendo a o angulo
que certa secao faz com uma daquelas diregoes, entao, nesta
seggo a armadura por unidade de comprimento seria Sg cos &
e s, sen a. Considerando que nas duas diregSes ortogonais
consideradas a tensao nas armaduras possa atingir o escoamen
to g_, o esforgo de tragao por unidade de comprimento na men

cionada segao seria:

s (cos2 o + sen2 a) ce = g .Ge (3)

£ f

A condigao de escoamento e entao independente da

diregao da segao.

l., Lajes no estado de equilibrio limite

Consideremos o caso das lajes isotropas livremente
”~
apoiadas no seu contorno e sujeitas a cargas normais ao seu

plano.

Suponhamos inicialmente que o campo dos momentos
fletores, decorrentes do carregamento, seja positivo.

Desprezemos, alem disso, a influencia dos momentos
de torgao no fenomeno de plastificagao.

Admitindo um estado de plastificacao integral, )
trabalho interno de um elemento de laje dS seria dado por:

d S (xx + xy) m dS = (x1 + x2) m dS, (4)

sendo Xy © Xy as curvaturas da superficie da laje defor-
mada; e x1 e x2 as curvaturas principais.
Designando por w = w (x,y) a flecha em qualquer

ponto (x,y), ter-se-a:

Ti = - m (—'2 + _'_2) ds
S ax dy

= - m J J v? w.dsS (5)
S



0 trabalho da carga p sera:

T = J [S p w ds (6)

A condicao de minimo da soma dos trabalhos, inter-

no e externo, nos leva a escrever entao:
2
(pw -m V" w) dS = min (7)
S .

Entretanto,a expressao do trabalho interno sob a -
forma (5) so e possivel se uma das curvaturas, x; OU Xg»
for nula. Em caso contrario, os momentos principais Ml e
M2 deveriam ser iguais entre si e , bem assim,.iguais a m,
0 que e absurdo, dentro das condigaes impostas a laje. De--
monstra-se assim que a superficie de rutura da laje e uma su
perficie regrada.

Utilizando o teorema de Green, podemos escrever:
f 2 3 W
J VS w dS = ¢ ds , (8)
S

sendo s contado segundo o contormo C, e =n segundo a nor

)
mal ao mesmo contorno.

Se a carga p for constante por toda a laje, re--

sulta:

m ¢ 9 ¥ 3s

p = c 3 n (9)

”Swds

0 valor de p deve corresponder ao menor valor da

relacao (9).

2. Confipuracao real de rutura

0 problema de determinagao da carga de rutura das

lajes‘'de concreto armado, de um modo geral, tem sido resolvi



do para determinados casos apenas; e, mesmo assim, a partir
de uma configufagao de rutura imposta.

Nao se tem dal nenhuma garantia de que nao possa
haver uma outra configuragao de rutura, que importe em menor
valor do carregamento.

Procuremos estabelecer a seguir uma condigao a que
a configuracao de rutura deve satisfazer.

Consideremos o caso geral de uma laje de contorno
qualquer curvilineo ou poligonal, mantidas as condigSes im--
postas em 1. ' .

Se carregada ate a
rutura, sua deformada sera u-

&b ma superficie regrada como in-
dicada na figura 2.

Tomemos a porgao da
laje correspondente ao trecho
ds do contorno.

A expressao do traba
lho intermno T levado em con
ta (8), seria:

Figura 2

T, =M J v ds (10)
c

sendo vy o© angulo que a mencionada porcao elementar de laje
faz com o elemento ds;

Dentro desta mesma porgao de laje, chamemos de A
a distancia de um ponto generico (x, y) - ao lado ds. En--

tao:

w o=y A (11)

-~
Por consequencia vem:

j J w dS = J y d ﬁzi (12)
S c

onde d Zii € o momento estatico da carga atuando, naquela

porcao elementar de laje, em relagao a ds.



A condiggo (7) poderia ser escrita da seguinte for

ma:

J y (d7/ - m ds) = min (13)
Cc

A condigao de minimo implicara em:
d 7 - mds =0 (14)

jé que o0s Engulos v podem ser considerados pequenos,ou mes
mo despreziveis, no inficio do processo de coﬁfiguragao de ru
tura.

Entao

a7

i -0 (15)

A configuragio de rutura procurada sera exatamente
aquela para a qual a relagao (15) seja preenchida..

Esta condigao e muito importante. Atraves dela se
conclue, por exemplo, que no caso de uma laje submetida a u-
ma carga concentrada em certo ponto P, a configuracao de ru
tura & uma piramide (ou cone) com vertice em P.

Este fato € sempre postulado nos diversos tratados.
£le, no entanto, como se
‘viu, e passivel de de---
monstragao.

Para fins de a
plicagao da condicao ..
(15) detefminémos 0 mo--
mento estatico do elemen

to de laje - uniformemen

te carregada com carga p
ate a rutura - em rela--

¢ao a ds Figura 3



H
d
d %€ = p I Ui (p -~ y) v sen” a.dy
0 :
H
= R—%i sen” q J (p v - yz) dy
0
2 2
=_H__§_Z-L,_.9’-.(3_2§_)pds (16)
o] .
Portanto
2
dzg _ p sen o 2 Hy _
ek e an
Conclui-se assim que:
H2 (3 - 2 %) sen2 @ = C = const. (18)
A esta conclusao chegou também Tchau-Tzu-Y (5) por

caminho totalmente diferente.

Ao se aplicar contudo a condigao (15), deve-se ter
em conta que pode haver outra forma de rutura da laje livre-
mente apoiada, onde a déformaggo se estenda apenas a parte
da laje, e fica limitada por um contorno fechado interno, co
mo na figura 4. Jirha de

Se a laje for engasta U
da, provida de duas armaduras . |
inferlior e superior, correspon-
dendo a momentos de plastifica- jafé@
gao m e m' respectivamente,

o trabalho interno seria entao

exXpresso por
Figura 4

T,o= - (m + m'") J J V2 w.dS (19)
S

Pode entao ocorrer que os limites da zona de rutu-

ra nao coincidam com os apoios.



Se a laje for livremente apoiada, e existindo ape-
nas armadura inferior, procuremos a condicao de equilibrio

de um elemento junto ao apoio. Tem-se:

2 2 .
Mp sen” o + m cos” o = 0 o C Mp = - qm ctg2 o (20)

Dai se conclue que o 55
gulo de incidencia a das linhas
de rutura (geratriz da superficie
regrada) nao pode ser inferior a

T/4, sob pena de se ter IMp|> m .

3. Alguns problemas par-

ticulares

A condicao (15) nos per Figura 5
mite resolver, de modo. bastante
simples, certos problemas que, por outros metodos, teria so-
lugao bem mais complicada.

a) Laje romboidal sob acao de carga uniformemente
distribuida

Aplicando a condigao (15) ou, mais especificamente,
a condigao (18),
aos pontos I e

IT, ven:

Para o ponto I

Para o ponto II

Cy ™ b2(3 - 2 & c Za D
p

E como

vem:



Consequentemente,

2 h 2
b (3 ~ 2 a) = h
Fazendo A = % e h =va, vem:
v.-—l(/1+3A2—1) (21)
AZ
Voltando a (17) tem-se:
h™ sen” o v2 a“ sen” «a
m omBeeBER 8. o Y . D, (22)
6 6 .
ou ainda
2 2
m, = v 6A b2 sen2 o.p (23)
Portanto
6 m . 6 m
p = = (24)
VZ a2 sen2 o vz Az b2 sen2 o

Se a léje.for retangular (figura 7), ter-se-a:

6 m 6 m ‘
p = = H (25)
v 2 a2 vZ 32 b2
e se for quadrada, com a = b
6
p = 23 (26)
a

Analisando o equilibrio junto ao canto A, verifi-
ca-se que o momento Mp atuando na segao normal a AE (fi-

gura 7) e:

Mp = - m tg B (27)



Conclue-se dafi, en

tao,que a confi%uraggo de ru 4 .
tura apontada so e possivel ]
se houver uma armadura supe-
rior, junto aos cantos,maior ﬁ
que a armadura inferior es--~ ~ F
tendida por toda a laje. Em
caso coﬁ}rério ha o conheci-
do fenomeno de bifurcagao c 2
junto aos cantos.
b) Laje livremente
apoiada, de contorno curvili e
neo, sob acao de carga con--
centrada P .
Como ja ficou demonstrado, a figura de rutura & u-
ma superficie conica com vertice em P,
.Aﬁiicada a condigzo (15), conclue-se
T (28)
betanto
; P=mj e, (29)
c
onde h & a distancia do ponto
de aplicacao da carga ao elemen
to ds,
Evidencia-se assim a
simplicidade de demonstragao da -
conhecida formula (29) como uﬁ
corolario imediato de (15).
) Poder-se-ia chegar ‘a 7
esta formula de maneira tambem
~bastante simples, desde que pos
tulada uma superficie de rutura Figura 8

regrada (conica), com vertice

em P, para a laje iivremente apoiada.



Assim, isolando um elemento de laje, confinada por

duas posigSes vizinhas da geratriz, podemos indicar por vetg
+ —~ - -~

res V¥V as rotagoes reciprocas que este elemento executa com

os vizinhos.

Sendo constante o :
momento ao longo de cada la- ,—/féi/”’ =
do do elemento, o trabalho ?
ao longo dos mesmos e propor
cional ao seu comprimento, q&
0 trabalho resul-- \ F
tante pode entao ser expres- qt
so como o produto do modulo h
do vetor rotacgao $ resul=-
tante por m ds.
Considerada uma P

flecha unitaria no ponto de
aplicagao da carga P, a ro-
~ - 1 Figura 9
tagao ao longo de ds e B
sendo h a distancia deste
ponto ao elemento considerado.
Entao o trabalho interno correspondente ao elemen-

to de laje de base ds e:

_mds
d Ti = 5
Portanto
ds
£=mn Jc h
Como h = p sen a, resulta:
ds . 92 . (1 + ctg2 a) de
h 2
sen o
Entao
T
m J i% =m [ (l + (E—)z) de (30)
c c B



Se quizermos o trabalho
correspondente ao comprimento de
um trecho do contorno, limitado
por 6 =0 e 6 = 8, devemos sub
trair da expressao acima o-traba—

lho correspondente as rotagoces ao h

longo das posigoes extremas da ge

ratriz, ou sejam, m ctg a e
m ctg a.

Seria subtraindo entao:

Figura 10

P

(32)

 Voltando a expres
sao (30) e subtraindo (32),

vem:

e 9‘12 p_pn - 012
11’L = m J (1 + 5 - 5 Y de : (33)
0 p p
{e p" p'z
= m (1L - — + 2 —) db , 34)
: J P p2 ‘

que & o trabalho correspondente ao trecho L do contorno.
Poder-se-ia dar também um outro aspecto a esta ex-
pressao:

2 2 3/2 2 5 312

P P _ P [ _ (" + ')
i + 2 = (1 + 2) = 5 (35)

P R P - R op




sendo R o raio de curvatura da linha de contorno.

Por outro lado

a6 v 0% + p'? = ds (36)

Com isto a expressao sob o sinal de integral de

(33) passa a:

ds
Ti,L = m J (37)

2
a
L R sen

Ve-se entao que ao longo de um trecho retilineo do

~ -
contorno, o trabalho e nulo.

¢) Laje eliptica, livremente apoiada, carregada u-
niformemente
Para simplificar,

admitamos valida a relagao

= = Y
tg O k tg ¥ k X

£ uma hipotese

plausivel, eis que ela e

correta em I e em IIl;e bem

assim nos trechos interme-

diarios e uma aproximagao_ Figura 12
razoavel,

Da figura se conclue:

1__1 de
f sen o ds °

Aplicando a condigao

dx _ _
(18) em I, onde = = 1, x =20
e y = b, vem:
.2 2
Cp = G -9




jé que

Para o ponto II ter-se-ia:

a2
cC.. ==
II k2
g'l=-— 4 =
ds 1, vy 0 e x a
Como CI = CII’ obtem-se
2
1,1 a_
k = 3 + 3 1+ 3 b2
‘ 2
Lt a+/ 1433
3 2
b
Voltando a expressao (17), resulta:
6 m 2 // a2_1 m
p=C=§'( l+3;§+l)? (38)

Este resultado deve ser aplicado a relagSes de a/b

variando de 1 até 2. Acima disto o angulo o de incidencia

assumiria valores menores do que n/4, e a figura de rutura

pode ser outra.

Tchau-Tsu-Y

distribuida ao longo do diametro 7

2a.

momento estatico ao ponto I, vem:

P

A formula (38) encontra-se também.no trabalho de

(5)

d) Laje circular sujeita a carga linear uniforme

A

Suponhamos uma carga ©p

Aplicando a condigao do

ERGREOT LG VLTILLILELEILIE SIS I8,

dP _a _
2 ds ©®
dP = 2% ds
L "
— 7l
2m P
= 2 ma=2ap

Figura 14



Entao

L., - 6,282
a

p=

Bste resultado & aproximado. Dever-se-ia corrigi-

lo multiplicando por dx/ds.

e) Laje eliptica sujeita a carga linear uniforme
Admitamos que o carregamento p se estenda ao lon
go do diametro maior 2a.

Aplicando a referida condigao para o ponto I, tem-

se:
dp ds, b _
7 Gx) a5 =
1| de
Admitindo
que nas vizinhangas
de I o angulo de in b
cidencia o seja
/2 , vem: \. a & x
A\
dx:RI‘;b.dS K
b R
= (1 - R) ds
b2
= (1 - —5) ds Figura 15
a
Portanto
2
- 2m b_
dP = b (1 - 2) ds
a
2
5 2m b
a
onde U & o perimetro da elipse.
Entao
2
m b
p—ab(l_’z)U



Para a = 2b vem:
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0 METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

NO EXAME DE ALGUNS CASOS DE INSTABILIDADE

Por este instrumento é possivel resolver,dentro de
uma aproximagao desejada, equagaes diferenciais cuja soluggo
exata importa em grandes dificuldades ou, ate mesmo, em difi
culdades intransponiveis.

Para a solugao de problemas de instabilidade, este
metodo se apresenta muito vantajoso, como se verificara nos

casos aqui abordados.

I. Flambagem de barra reta mergulhada em meio e-

lastico

Tal problema recal na solucao da conhecida equacgao

diferencial
(E J yn)n + (P Y')' = 0 (1)

Admitamos para a deformagao vy ~da barra de compri
mento uma expressao da forma:
yo=oa; ¢ (x) +ay ¢, (%) 4.+ a b (%),
(2)
onde ¢i (x) sao fungaes linearmente independentes e os a;s
coeficientes a serem determinados, respeitadas as condigoes
de contorno.

A equacao (1) pode ser também escrita sob a forma:
L(y) =((EJy"Y" +(Py")' =0 ‘ (3)

Os coeficientes a devem ser entao tais que acar

i
retem valor minimo para a integral:
2

I = J [L(al ¢l + a, ¢2 +...+ a_ ¢n]2 dx (4)
0



-2 -

Para tanto se deve ter:

3
9L .9 = 0 .. 91 _ o (5)

Consequentemente:

L A e L
a, Jo L(¢l)¢1 dx + a, Jo L(¢2)¢1dx +.o.. 8 ) L(¢n)¢ldx=0
L 2 r L
a, J L(¢1)¢2 dx + a, J, L(¢2)¢2 dx +...an ‘ L(¢n)¢2dx=0
0 0 0
: (6)
A 2 2
ay J L(¢l)¢ dx + a, J L(¢2)¢ dx +...a J L(¢n)¢ndx=0,
0 0 0
onde
L (¢i) = (E J ¢;)" + (P ¢i)' (7)

A condicao de flambagem se obtem igualando a zero

o determinante:

2 L ¢ L
J L(¢l)¢ldx J L(¢2)¢1dx cee L(¢n)¢1dx
0 0 0
Jl ') r L
L($,)¢ . dx ,J L(¢ )9,.dx ... L($ D¢, dx
0 1 2 0 2772 JO n’ 2

=0 (8)

£ 2 ')
JOL(§1)¢ndx jo L(¢2)¢n dx ... Jo L(¢n)¢ndx

Se, obedecidas as condigSes de contorno, for assu-
mido para y uma funcao y, que se desenvolva de forma seme
lhante a vy, a convergencia deste método & bastante boa. E
assim em certos casos poder-se-ia usar apenas o primeiro tE£

mo de (2):

y = a¢ (x)
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Consideremos, como exemplo, o caso de uma barra re
ta de comprimento £, com EJ = constante, articulada nas ex
tremidades, mergulhada em meio elastico, e cuja carga de flam

bagem deve ser determinada.

P
"% % £ £ E ¥ & ~  Figural
A equagao diferencial que rege o problema e:
yIV + ay"+ 8y =20, (9)
onde
P k
* = E7 ’ B = g7 > (10)
sendo k o coeficiente de recalque.
Fagamos
y = C sen i_%_i (11)
com i =1, 2, 3
Entao
2 2
"oo_ i w i 7 x
y' = - C 5 sen 2 (12)
2
4 4
S A SRR S S M A (13)
4 2
2
Por consequgncia:
A .
14ﬂ4 iTx 12w2 imx irTx irx
sen —— - @ sen —— + B sen sen dx =0
4 2 o2 2 % 1
0 L
(14)
Entao resulta:
14 .4 1% o2 . 21 7 x
( 5~ O + B) sen” —/@—— dx = 0
é ¢? 0 2



i4 n4 12 “2 £
( 4 - Qa 62 + B) E' = O
Tendo em conta (10), vem:
2 2
2 7m0 EJ l k £
P = 17 — + —= (15)
crit 22 i2 "2

Resta determinar qual o valor de 1 para o qual

PCrit seja minimo.
Fazendo
2 2
i m E J
x = 2123, (16)
tem-se: L
EJ k .
Pcrit X + X (17)

Admitindo que X possa variar continuamente,a con

digao de minimo e dada por:

d P
crit E J k
T x =1 - 7 = 0 (18)
X
Entao:
x = Vv EJKk - (19)
Resulta pois
= N
Pcrit 2 Y EJk (20)
Na realidade o valor correto de P seria um

crit
pouco .maior do que isto, dado que x varia aos saltos, quan

do da passagem de 1 para i + 1.
Substituindo (20) em (15), podemos determinar o va

lor de 1 correspondente ao P minimo.
- crit
Entao:
4
(12 -/ FE % a0 (21)
mn E J

Desta forma o valor de i (nimero inteiro) procu-

rado sera aquele numero inteiro que mais se aproxima de



_ _k 2
i = A (22)

Este resultado pode ser testado facilmente. Basta

considerar que, admitido (11), verifica-se a equagao:

y'V o+ 2 (il")2 y" o+ (1;1'-)4 = 0 (23)

Esta equaggo coincide com a equacao (9) se fizer--

mos:
oo A 52 (24)
E J L
k in 4
= (=) (25)
De (25) se obtem, para {1 =1, 2, 3, ..., uma se--
rie de valores discretos para o coeficiente de recalque; e

de (24) os correspondentes valores de carga critica.

Fazendo
4
g2 = _E_&_Z , (26)
E J«
de (25) vem:

14 _ KZ

12 = K

Entao de (24) resulta:
E J 2

= 2K T_ =27 EJk,
crit 22

independente de %

II. Flambagem de arcos

Vamos estudar a seguir a flambagem de arcos no seu
praprio plano, admitindo que a carga nao se modifique com a
deformaggo dos mesmos. E para a exposigio do metodo emprega

do serao analisados os arcos parabolicos, nao obstante o seu



emprego para outras formas nao conduzir a dificuldades maio-
res.

Seja y = y(x) a equacao do eixo do arco, e &, N
os deslocamentos do ponto (x,y). A equaggo diferencial que

rege os deslocamentos verticals N e como se sabe:

oo M
n E Jx cos ¢ °? (27)

onde V & a inclinacao da tangente no ponto (x,y).
Por outro lado, desprezando a deformagEo especifi—
ca ¢ do eixo do arco, isto e, considerando o arco como 1i-

nextensivel, resulta a equagao:

;' = - y' n' ’ (28)

ligando os deslocamentos, horizontal e vertical.
Abordamos agora o problema de flambagem dos arcos
parabélicos. Se carregadas com carga uniforme constante,seu

eixo é coincidente com a linha das pressoes.

1. Arco biarticulado

Poder-
se-ia estudar o
caso de momento

de inercia varia

vel.
Comois
to, entretanto,

nao altera o me-

todo, cuidemos , T I
por simplicidade, “7

dos casos corren y

tes: Figura 2

EJX cos ¥ = EJ = cte. e J = cte.
A abordagem do segundo caso implica em levar a e--

quaggo fundamental a uma forma adequada.



Sendo o arco conformado com a linha de pressoes,

M=H(n-1¢1y") (29)

Entao+

n" EJcos ¢y +H (n-7y'") =0 (30)

Fazendo, para arcos nao muito elevados,

cos ¥ = 1 - % y'2 (31)
e considerando que 2
y = f Ef (32)
a
vem: 5
cos ¥ =1 - 2 z x2 = 1 - 1}x2 (33)
a

Portanto (30) passa a:

n" E J (1 - 17x2) + H (M -Z7 y')y =0

Fazendo k2 = EEE segue: (34)

2

o1 - ¥x2) 4+ k2 (M =T y') =0 (35)
Se EJ_ cos ¥ = EJ = cte., entao a equacao dife-
rencial seria:
1 2 1
n" + k- (n -¢ yv') =0 (36)
1.1. Flambagen antimetrica

Neste caso a deformagao do arco se dara como indi-
cado na figura 2 e nao ha alteracao do empuxo. Os desloca--
mentos das duas metades do arco tem sinais contrarios. Basta

pois analisar apenas o semi-arco.



Fazemos:
n=n sen IXx (37)
o a

Os deslocamentos horizontais resultariam da equa--

cao (28):
C':—y' n'=—2—§-xn'=—9xﬂ'
a
Portanto:
' = - n_ < cos . 8x
o a
= - n_ 0 Ix cos
o) a
Entao:
g =-n_86 [ cos dx
o
= - 1n 8 2 (cos TX 3 XX gon I X4 C)
o L
A constante C de integracao se determina da con-
digao: t =0 para x = a; do que resulta C = 1,
E assim:
_ a T X T X X
T = N, 8 - (1 + sen —= + cos ) (38)

Levando este valor na equagao (35), a condicao pa-
ra determinagao do empuxo critico e:

a "2 2 T X 2 T X 2 a x
j {- == (1 - x°) sen - + k [sen ~a + 0 e (1 +

0 a2

+ 1 X gen I X 4 cos & x)} sen —= dx = 0 (39)
a a a a



-
Executando os calculos encontramos:

? 2
B3 -o0,57 5

a
H = (40)
% B a2 + 1,74 f2

Se abordado o caso de EJ cos ¥ = EJ = cte., o em

pPuUxo critico resultaria de:

a 2

j { - = sen RITES + kz (sen ITx, 92 a8 X (1 + TX gen =—= +

0 a2 a a L
+ cos — x) } sen =X dx = 0 (41)

a
Encontrariamos assim:
2

™ E J (42)

H =
kA a2 + 1,74 f2

Cabe assinalar que poderiamos ter escolhido outra

fungEo para 7 , como por exemplo uma parabola do quarto grau:

x4
+ —z—;) (43)

- -
Efetuados os calculos, encontramos tambem:

2
- T E J (44)

+ 1,74 £2

Hcrit 2
a

1.2, Flambagem simetrica

Neste caso,

com a passagem do arco
a posigao deformada,ha
um acrescimo de empuxo

A H.

A expressao

7

do momento fletor e en Figura 3



tao
: x2
M=H(n-¢gy') - aAHEf (1 - —5) (45)
a
A influéncia de A H no valor desta carga critica
e entretanto pequena, como se podera constatar; razao pela

qual nao o consideramos.

Adotemos para n uma fungao do tipo:

n="n cos 231—5 (46)

que satisfaz as condigges de contSrno, isto e: para Xx = a ,
n=0; para x = 0, n' = 0.
Voltando a (28) temos:

3 omx 3 1T x
v ' v
g’ = y n 0 no 7 a2 Sen 5 2
Portanto
_ a 3 m™x 3 m™x 3 m™x
g =0 ", 3 u (sen 7 a2 - 3 5 ¢°s 5 + C)
Mas, como para x = 0, § = 0, resulta C = 0.
Entao
_ 2 a 3 mx 3 mx 3 m™x
r = 8 N, T (sen 7 a2 " 3 g ¢o°S mi—;—) (47)

A carga de flambagem se determina pois de

ra 2
J [_ 9 “2 cos 32n X k2 cos 32w X k2 e2 Z:J‘a“x(Sen 3;ax _
0 4 a a a
3 7 x 3 1™ x 3 7™x
- T3 a2 ¢°s Y5 ) cos 5 dx = 0 (48)
Efetuados os calculos, vem:
k2 - 22,2 (49Y

a2 + 1,2 f2



E assim:

22,2 EJ (50)

a2 + 1,2 f2

Poderiamos tambem obter outro valor aproximado da
carga critica,igualando o momento interno Mi com o momento

externo Me, provocado pelo carregamento:

_ 3mx 2 2ax 3nrx 3rx 3rx
M, o= H(no cos =5 - 6 N, 3W(sen 22 = 2a cos 2a) ).
Para x = 5 vem:
7z 4 £2 3w
Me—+——2-—no[—l— 7 (- 1 + )) H
3 7 a 4
— 2
vV 2 £
= - 50, (1 + 0,575 _f) H
a
Por outro lado, para x = %
" v 2 9 7
Mi = - E J n" = 2 N, 2 E J
4 a
Igualando vem:
q = 32,2 E J - (51)
‘ a”~ + 0,6 f
Este valor & menos correto do que o dado por (49),
jé que a igualdade Mi = Me foi imposta apenas para x = %°
Este resultado poderia também ser conseguido se

considerarmos que entre A e B2 (ver figura) se configura
um arco biarticulado em estado de flambagem antimetrica. Co-
mo as abscissas de B, . e B, sao respectivamente a/3 e

-a/3, resulta uma flecha f dada por:
= 4
f‘— 3 £ .

Aplicando a formula (44), vem:



Figura 4
ﬂz E J
Gl 2
4 a”" 16 _2
g * 1,74 ., 81 f
_ 22,2 EJ
- 2 2 (52)

2. Arco triarticulado

Sao mantidas aqui as mesmas hipoteses anteriores:
arco parabolico, conformado com a linha das pressoces. Nao ha
necessidade de postular E Jx cos ¥ = EJ = cte.; mas por sim

plicidade abordaremos apenas este caso.

2.1. Flambagem antimetrica

Para este tipo

de flambagem a carga cri
tica coincide com a do

arco biarticulado, ou se

ja:

2 A !
Ho= 5— =3 (53) za |
a” + 1,74 f Figura 5

2.2. Flambagem simetrica

Podemos considerar que a situacao da deformagao do
arco seja atingida em duas fases: na primeira o ponto B se

desloca horizontalmente para B"; e na segunda, por uma ro-



tagao de AB", para a posigao

Para a situa-

g;o AB" admitimos uma

B'.

curva n dada por: &
,.Bf',— S~
n =n_ sen 2 (54) .
o a \
\
. \
A este deslo- < \
camento 17 corresponde L
. Y
um deslocamento horizon 737
tal [ :
;‘ 5 nlyl =
m
= - no Gl cos —,
com
2 £
0 = 2
a
Integrando , .
vem: Figura 6
= - X r X
T n, © J cos “—
= -n 8 2 (cos X 4 TX gop T X 4 ()
o a
Como para x = a, [ 0, resulta C = 1.
Assim:
z =-n 8 2 (1 +TX gen X 4+ cos L.Xy (55)
o] 1 , a
Portanto para x = 0 vem
_ a 4 f
t=-2n_6 - 5B (56)
A este deslocamento do fecho vai corresponder um

Af dado por:



4 f a 4
Af = - a v "o f - o (57
8" Af'zé
E, consequente-
mente, a este O f corres A/
podera uma variagao de ex- &’
centricidade da linha de
pressoes dada por:
A
Figura 7
x2 x2 X 2f2 X x2
e=Af+(f-Af)'—_2—f'_2—Af(l";')—Af. 2(;-——'—2—)
a a a a
X x2 X xz 2 f2
= Af (T -7 - af (T -7 2 (58)
a a a
Resultara pois um acrescimo de momento AM igual
a
2 2
X X 2f
av =1 (af & -5 a0 - =p)
a a
2 2
4 X x 2f
= H o no (a - 2)(1 - 2) (59)
a a
0 valor final do momento sera:
M = H(n sen X 4+ q 62-3— (1 + ™= sen ™ 4 cos ™) +
o a o m a a a
2 2
v & X _ X 2f
+ 20, E-Ea - ) (60)
a
A carga de flambagem resultaria de:
a 2 2
[ (— 15 sen —f + kz sen l§ + k2 4f2 %" (1 + Ef sen 1% +
0 a a
2 2
X 2 4 x _ x_ 2f Tx
+ cos a) + k - (a - 2)(1 - 2)) sen — dx 0 (6l)

0 resultado seria:
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7,43 E J
Hcrit = aZ 2 2y

+ 0,6 £
Poder-se-ia tomar outro caminho, igualando o tra-
balho interno Mi’ com o trabalho externo Me’ no quarto do

vao, por exemplo.

Assim, com x = % vem:
2 2 2
- 4 £ a s 4 1 2f
My = B(ng +n 2= 55 A+ P+ 7 A -
a a
ny f2
= H g (4,142 + 3,14 *5) (63)
a
Por outro lado,
_"2' T X 11'2
= - "o L T X = T
Mi E Jn n, —7 semn — EJ 7 o EJ (64)
a a
Igualando, vem:
Hcrit ) w2 EJ 2 (65)
a~ + 0,98 f
3. Arco engastado
Sao respeitadas tambem aqul as mesmas hipoteses

anteriores.

3.1. Flambagem antimetrica

Podemos

neste caso adotar:

X3 XZ X
n=n(—§ -2 5= + ;),

2
a a

(66)

que satisfaz as
condigoes de con--

torno: n = 0 pa-

ra x =0 e x = a.

Figura 8



Resulta

Integran

Como par

Entao:

- _ D=
T T 132

entao:

do, vem:

a X =

n, (9

x2 X 1
n x B3T3 -4 5+
a a
X3 Xz X
p BT oA
a a
x4 4 x3 x2
4 373 2%, 0
a a
= 0, entao resulta:
2
12
o x2
16?+6T+a)

(67)

A expressao do momento em qualquer segao de abs-~

1Y

cissa X

Este val

engastamento (x =
6x
- EJ7( 3 -
a
Entao:
x3 Xz
M = H(no (&5 - 2 &
a a

M=H(n-¢vy'") +Rx (68)
or de pode ser determinado facilmente
se considerarmos a expressao do momento fletor na secao de
a):
woo_
(M)A EJ Ny = + Q.a
4 6 4 2
204 =~ B - ) = - 5 B3
a a a a
R = - 2 EJ 7% (69)
3 7
a
v X 4820 (o x> +16 x* + 6 x + ax))
a o 3 2 a ks
a a
(70)

- —%px EJ
a
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0 ponto de momento nulo pode ser conhecido de:

v 6x _ _4
M = - EJ q - EJ7,(a3 5)

Um valor aproximado da carga critica poderia ser
obtido considerando que entre A' e C' se tem um arco biar-
ticulado, em condigao de flambagem antimetrica. Como a car-
ga critica e um autovalor, igual para todo o intervalo,a car

" ga de flambagem procurada seria dada entao por:

(2 . 2%+ 1,74 F

onde f & a flecha do arco A'C'

F =4
f =3 f
Entao:
2
0 = r° EJ _ 22,2 EJ
2 2 2
49a + 1,74 . i% f2 a + 0,77 f£

(71)
Um valor mais correto seria obtido, procedendo a
uma primeira integragao da'equaggo diferencial (36), usando
a fungao n dada por (66) e a fungao f dada por (67). En-
contrar-se-1ia assim uma funggo n, em segunda aproximacgao.
Voltando novamente a equacao diferencial, e usando para a so
luggo o metodo dos minimos quadrados, encontrar-se-ia, ao fi

nal,

g - 220,19 B (72)
a® + 1,04 f

Cabe notar que a converggncia neste caso e ma.

0 fator 20,19 que multiplica EJ pode ser imedia
tamente ser reconhecido, considerando-se que os dois semiar-
cos, AP e BC, comportam-se como uma barra, engastada em u

ma extremidade e articulada na outra. E uma tal barra, de
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comprimento &, se carregada de topo, tem como carga critica

P = 20,19 EJ/RZ.

3.2. Flambagenm simetrica

Para se ter uma primeira funcao 0, poder-se-ia
integrar a equaggo '
diferencial (36)
com f = 0, respei
tadas as condigoes
de contorno. E com
esta fungao m de
terminar-se-ia,com

a equacao (28), a

= Z ;
fungao § corres- Z
7
l

pondente,

Neste

= 55

caso, ha que se | a4 | “e | aid
computar um empuxo
adicional dado por: Figura 9
[ ny dx
AH = p——————— | H (73)
§2 dx

sendo y a ordenada do arco, contada a partir da horizontal

que passa pelo centro elastico.

Utilizando o méetodo mencionado, chegar-se-a a uma

carga critica dada por:

a2 + 0,8 f2

Com uma simples inSpeQSO da figura e possivel es-
tabelecer um valor aproximado da carga critica.

Assim, entre B1 e B4 se forma um arco biarti-
culado em condigoes de flambagem simetrica. Por outro lado,
conclue-se que as distancias entre as projegSes de Bl’ B2 .
B3 e BA e 1gual a 0,7 aj-

E como

2 + 0,7 a, = 2,7 a, = 2a vem:

2y



a, = 2
1 1,35
0 arco B1B4 tem semivgo:
a=0,78 a
e uma flecha
-5 0,782 a% = £ . 0,782 = 0,61 ¢
a

Entao, aplicando a formula correta para H,

H = — 51,96 EJ — > = 36 EJ 5 (75)
0,787 a”~ + 1,2 . 0,61 . £ a- + 0,74 £

4, Momentos parasitas

Na teoria classica dos arcos e desprezada a influ-
encia dos deslocamentos n e ¢ mno valor das solicitacoes
nas segEes. Entretanto esta influencia pode ser grande e as

- -
sim convem avalia-1la.

4,1. Arcos bi e triarticulados

Vamos pesquisar o caso em que a deformada do arco
assume configuragao antimétrica. A configuragao simetrica a
carreta pequenos deslocamentos e seus efeitos sao bem meno--
res.

Dado um certo carregamento, seja WZO o momento
fletor implantado no vao & = 2a. Se o carregamento for an-
timetrico, o momento WZO e nulo no meio do vao, ou seja,em
x = 0.

0 momento fletor em qualquer secgao sera dado por:

M= -H(E-y)+HGO-t7y") (76)

A equagao diferencial regendo os deslocamentos

(‘p\

n"EJ = - (% -H (£ -y)+H O =-zy") (77)

Pela teoria classica, as flechas n seriam regi--

das por:



~n
= - - H -
n" EJ ( Z%o (f y))
Por consequgncia (77) pode ser escrita:

n"EJ=F1"EJ—H(n—;V')

ou

" “n 2 '
n" - "+ k" (n-gy')=20

Fdzendo n = amn »

vem:
2

(¢ = 1) 7" + k“ (e mn -C y") =0

Admitindo para n a fungao:

= = T X
n =mn sen
(e}

e usando a expressao de & dada por (38), vem:

a n? m 2 T X
J [-(a - 1) n_ — sen —= + k“ a n_ sen — +
o a o a

2
0 a
ax2 mTX TX ™% TX
4+ o 8n = (1 + — sen — + cos —) sen — dx = 0
o T a a a a
Dai resulta:
P > 1 - 1
1 - 5 (2 + 1,74 £2) 1 -
crit
ou
a = v
=57
sendo
N Hcrit
H b ]

definido como coeficiente de seguranga a flambagem.

Como se viu, na expressgo (77) nao foi levada

(78)

(79)

(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)

(87)

em

conta a farga constante. A expressao (85), a rigor, so vale

para a secao de momento maximo, onde a forga constante e nu-

-~ -
la, Para as demais secoes ela e aproximada.

0 acrescimo de momento AM, decorrente do camputo

dos deslocamentos, e entao dado por:



4 M= " EJ - 3" EJ

(¢ - 1) " EJ (88)

E o fator de majoragio de momento pode ser posto

sob a forma:
@ m 1 4 et (89)

4.2. Arco engastado

Consideramos apenas o carregamento antimétrico, em
bora o resultado pos-
sa ser aplicado a ou-
tras combinagoes de
cargas.

0 resultado

encontrado para o ar-

co biarticulado se es
tende tambem ao arco
engastado, eis que pa
ra a configuracao an- Figura 10
timetrica forma-se in

ternamente um arco biarticulado AlCl. Desta forma:

1
d=l+ﬁ,

sendo V o coeficiente de seguranca a flambagem antimétrica.

5. OQutras formas de arco

0s resultados supra foram obtidos na suposigao de
arcos parabolicos. Nos casos correntes de pontes os arcos
se situam sempre entre a parabola, passando pelo centro das
impostas e fecho, e o circulo contendo estes mesmos pontos,

Nao & dificil mostrar, entretanto, que os valores
proprios (cargas criticas), calculados para os arcos parabo-

licos, servem tambem para aqueles casos.
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ACAO DO VENTO EM EDIFICIOS ALTOS

Este .assunto vem merecendo a atenqgo de diversos
autores. E sobre o mesmo ja tivemos a oportunidade de escre
ver trabalho recente 1),

Entretanto, apesar de, no mencionado trabalho, ter
sido encontrado um processo bastante simples,fazendo uso das
equacoes de diferencas finitas - para a determinacao direta
dos momentos fletores nas secoes de engastamento das vigascom
as colunas - nao foil levada em conta a influencia da fsrga
normal nas colunas.

Voltamos agora ao mesmo tema para, computando aque
la influencia, adotar um processamento de calculo analogo ao
das vigas compostas, ligadas por vinculos elasticos, e que
foram objeto de outros trabalhos

No decorrer deste estudo abordaremos o caso de vi-
gas e pilares com momentos de inercia constante, nao obstan-
te o caso das inercias variaveis ser passivel de um processo
de calculo simplificado.

Outrossim, admitimos que a acao dos travamentos
possa ser considerada como uma solicitacao uniformemente dis
tribuida por sobre as faces dos pilares: e que as deforma--

coes dos travamentos por forgca normal sejam desprezadas.

I. Esforcos horizontais

Suponhamos um ediffcio, como o representado na fi-
gura 1, sujeito a acao do vento q (x).

Pelas hipoteses formuladas, todos os pilares se fle
tem igualmente. Analisemos pois dois pilares vizinhos, o de
ordem 1 e o de ordem i + 1, separados por uma junta de or
dem i (figura 2). Ha portanto n juntas e n+l pilares.

No conjunto fletido, consideremos uma certa abscis
sa x, a qual corresponde uma flecha y de todo o sistema

de pilares.



x) L

—

V7 i 7l i i a

Figura 1

Os dois pontos A e B, respectivamente nos eixos
dos pilares de ordem i e de ordem 1 + 1, sofrem os deslo-

camentos u, e Ug, pelo efeito da farqa normal.

Figura 2



Da figura 2 conclue-se:

v' A +u, =f 4+ u (1)

Portanto:

f=9vy'"2, +u, -u (2)

Por outro lado, se todos os pilares tem a mesma 11
nha elastica y, para cada pilar de ordem j podemos escre-
ver:

- E,J, y" =M, , (3)

sendo M o momento fletor incorporado ao pilar J, a abs--

3

cissa x.

Designando por M a soma de todos os momentos nos

diferentes pilares, a mesma abscissa x, vem:

-y I BT, =DMy =N (4)
Entao:
y' o= - —E— (5)
I B,

Pela acao dos travamentos (vigas), cada deslocamen
to reciproco unitario entre doils pontos correspondentes dos
pilares vizinhos, faz despertar um esfargo tangencial Ty
(kg/cm) por unidade de comprimento e que lhe e proporcional.

Entao:
= 6
£ My Ty (6)
Designando por Hi a soma dos esforgos tangenci--
als, desde x = 0 ate X, vem:
X
Hi = J Ty dx (7)

(o}

Chamando de 77 o momento fletor das forgcas hori--

zontais externas, cabe a relagao:



7 =M+ x Hy Ay (8)

Derivando ambos os membros de (2) em relagio a x,

e considerando (6) e (7), vem:

My Tyo= ouy H; = y" A, + T— - —— (9)

Apelando para (5) e (8), segue:

T N Sl B
i i 5B J I { dx dx
i3
Por outro lado, sendo Ni e Ni+l as forgas nor-

-

mals nos pilares de ordem { e 1+ 1, respectivamente, a

abscissa x, passamos a:

R ARRTEN Ny Ny
wy By = - - Mt E s TE. LS (11)
T E, J 1°1 1417141
I
E como:
Ny = Hy - Hy
Nip1 = Bygg - Bys
vemnm:
. 7 - I H x1 Hi - H; 4 Hi+l - Hi
wy Hy = - Ay Y TEs R S (12)
I By J, i°1 i+1 “i+1

Pode-se estabelecer, assim, para cada junta 1, u-
ma equacao diferencial de segunda ordem. A solggao do siste-
ma de equacoes diferenciais determina os valores H(x),o que
resolve por completo o problema.

As condicoes de contorno sao~ h = 0 para x = 0
H' = 0 para x = L.

Em se tratando avenas de duas linhas de pilares, a



equaggo que determina H seria entao:

/AR H H
p H" = - = A+ + (13)
ElJl + E2J2 Elsl E282
ou
WH' k2" = - 7 (14)
sendo 2
2 A 1 1
kS = + + (15)
Ejdp + Epdy  EgS; 0 EpSy
e
Y7 EJ i E.J (16)
171 272
Normalmente E1 = E2 = E: mas, como se va, a for-

nmula pode atender aos casos de pilares com modulos de elasti
cidade diferentes.

A formula (l4) pode ser tambem escrito:

H' - o> H = - 87, (17)
2 k2
com a2 =5 e gaX (18)
u u

Para o caso generico de n linhas de pilares, te-

riamos o seguinte sistema de equagaes diferenciais:

" =
Wy Hy = kyp Hy + kg, Hy F + Ky Byt Ky
1 = +
wy H kgg Hy + kgp Hy # + kon Hp ¥ Koo
(19)
"o
Hn Hn - knl Hl + k2n Hn + + knn Hn + kno ,
sendo AZ
i 1 1
k = + + (20)
11 I EJ E,S, E; 415441
A A
i-1 i 1
ki,i—l - ¢ EJ T E,S (21)



A
i+l i 1
k - - (22)
i,1+1 £ EJ E 15141
Ai A
ky, = —— (23)
I 5 oEs
17 A
i
o o 2N 2
kio ] I EJ (24)
= - 8127
II. Soluggo do sistema de equacoes diferenciais

Comecemos pelo caso de apenas duas linhas de pila-

res,ou seja, pela solucao da eauacao diferencial (17)
H" -~ a2 H = - 877

Para respeitar as condigaes do contorno, poderia--
mos supor que o sistema de duas barras engastadas na base ,
fosse substituido por sistema
livremente apoiado, de compri

mento 2L, solicitado simetri

camente a maneira da figura 3.

A carga horizontal
Q e a soma da pressao do ven _— T - /
to. As reagaes em A e em B

sao nulas. 28

0 momento ZZ seria

entao o produzido pelas car--

gas Q menos o produzido pe- @ Z
la carga 2Q, a meila altura

do vao 2L.

Facamos agora

Figura 3



ZZ = z m, sen L, (25)
'l

e H =] h, sen 0% (26)
1

o« 2 2 [ oo
z - h, sen = IS 2 z h, sen LT X = - B8 Z m, sen inx
4 2 i 2L i 2L i 2L
1 L 1 1
Entgo:
2 2
n, (T4 a?) = + B m, (27)
4 L
B m
- i
hy = =722 (28)
i w 2
3 + a
4 L

Se q(x) fosse constante igual a q, teriamos:

2 o
. 89 L vy _1 x
7 3 I =3 sen "
i 1 1
(29)
_ 40 J 1 i im x
2 % 12 sen 2 sen *""—ZL

Poderiamos apressar a convergencia de (26) proce--
dendo do seguinte modo:(A)

Designando por H o valor de H para o caso de
travamento rigido, isto e, para u = 0, a equaggo (17) toma

ria a forma:
i = - 87 (30)

Com fi=:h sen =X vyenm: (31)



_ B m,
DR e R e
i
412
Ter-se-a assim:
- T 1 1 i T x
H-8=]18 (573 -7 2) My Sem T
1 i +2 i
4 12 4 12
(33)
-] o h
- Z 1 B ™y - _ z hi e im x
2 2 2 2 2 2 2L
TR Sk A 1w 1 i L1
4 212 4 L2 4 212
Entao
® h
= i . i 7 x
H H - z 12 2 sen ~or (34)
1%4—1
4oL
12 ﬂz ~ ~ -~
Se nao for muito pequeno, a convergencia
. 4a2L2
de (33) e bastante grande, bastando calcular apenas um ou
dois termos. A equagao (30), por seu turno, tem soluqao fa-

cil por uma dupla quadratura, sendo que, para as fungaes 7
correntes, ja esta ate tabelada como flechas de viga livre--
mente apoiada, uma vez que (30) tem a forma da equaggo da 1i
nha elastica.

No caso genérico de n 1linhas de pilares, ou seja,

da solucao do sistema (19), fariamos:

- j'n x
Hi jzl hij sen ~r (35)
e bem assim
7 = jzl m, sen 15%—5 (36)



Levando estes valores em (19), chegaremos a um sis
tema de n equagaes algebricas a n incognitas, cuja solu-

cao nos formece os valores de Conhecidos estes valo--

hij'

res, ficam conhecidos os H resolvendo entao o problema.

i)

III. Travamento desigual

Noé capftulos anteriores supuzemos que o travamen-
to fosse igual em toda a altura do prédio, como & o €aso,por
exemplo, de vigas de igual momento de inércia e igualmente
espacadas. fste fato se traduz por um valor u = constante.

Pode ocorrer entretanto que o travamento se altere
com a altura, ou seja, que u seja u = p (x).

No caso da equaggo (17), ela assumiria assim a for

ma:

H" - o (x) H =-8 ()7 (37)

Conhecidas pois as fungoes az(x) e B (x), poder
-se-ia achar uma solugio aproximada para H, usando o metodo
dos minimos quadrados.

Tentemos por exemplo uma fungao:

g_l_ﬁ) (38)

H = H* (1 - cos I

Neste caso teriamos:

2 7 x)

L

L 2
I (i—%— H* cos Q_%_E - a2 (x) H* (1 - cos
o L

8 (O ) - cos 21Xy ax =0 (39)

Desta expressao podemos determinar H* e assim, a
traves de (38), a fungao H.

A precisgo do resultado poder5 ser aumentada usan-

do para H:

H=a ¢, (x) + a, ¢, (x) + ... + a_ ¢_ (%) (40)
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sendo ¢i(x) fungaes linearmente independentes que satisfa-
zem as condigoes de contorno, isto e: ¢y (x) = 0 para x=0;

¢; (x) = 0 para x = L.

Os valores a, seriam coeficientes a determinar ,

e que levam ao minimo o valor da integral:

L
2
I = JO [F (al¢1 + a6, +...+ an¢n)) dx, (41)
sendo
F (o) = o) ~al () o, +8 (0 (42)

Entao:
3 I 3 I 31

-0, =0, ... 2 =0, (43)
Bal 3a2 aan

um sistema de equagaes que nos permite determinar 2, ay---

--:a 3 e assim o valor de H.
IV. Recalques de apoio

Suponhamos que o pilar de ordem {1 sofra um recal
que diferencial A, em relagao aos demais pilarés.

Con-
siderando a fi
gura 4, conclu

imos:

Deri

vando ambos os



membros de (44) em relacao a x venm:

du du

t "o tr A_ B
MyTy = oMgHEy =y Ay YR dx (45)

Levando em conta (5), (8) e (12), e considerando

que ﬁZ = 0, tem-se:

H
Wy = - T E.3. * Y T Es - (46)

Analisando apenas o caso de duas linhas de pilares

com E = constante, vem:
2
L8 — o 2
E (J1 + Jz) 1 2
2
H A 1 1
= = ( + =— + =)
E Jl + Jz S1 S2
ou seja
" - o2 H =0 . (47)

A solucao desta equacao e:
H=A sha x+ B ch a x (48)

Como H(0) = 0 resulta A = 0.
Portanto:

H =38 ch a x (49)

Por outro lado:

(50)

Hh
~~
-t
-
[}
>

Entao:

f (L)

It
=
~
~
=
~
il
=
jas]
~
=
~
]
>

ou



Assim

o
u a sh a L (5

Resulta pois

A
s
= 2
u a sh a L ch a x (52)
V. 1Influencia da forca normal

Esta influencia é considerada com a presenga das
parcelas contendo Si e Si+1 nas expressoes (15),(20),(21)
e (22). Se tais parcelas forem desprezadas, tambem estaria

desprezada a influencia da forca normal.

Facil e poié avaliar este efeito e verificar ser o

mesmo de pequena monta.
A diferenga de resultados, que aparece quando se
confronta com o calculo do sistema executado como um portico,

reside na rigidez das vigas.

Sendo grande a ﬂr__ié__ﬂr
largura da coluna d em

-—./\r—_Nr_.‘ ,I,.......,l o

relagcao a X , o trava--

mento se torna mais rigi

do: fato este nao consi-

derado no calculo do por
tico, onde valem como . ' :

vaos as distancias entre

os. eixos das vigas e co-

lunas, ou sejam, as dis-

tancias entre 0S nos.

A

VI. Outras a-—--

plicagSES
Figura 5
O0s resultados deste estudo podem ser utilizados no
calculo das vigas compostas; e dentre elas analisemos, a ti-

tulo de exemplo, o caso de uma viga Vierendeel representada
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na figura 6, sujeita a um carregamento q(x).
Com as designagaes anteriormente intredwzidas, po-

demos escrever:

M= - 82
I
(53) g ¢
Como 1
a flecha das
duas vigas, 1 e ‘e
2, e a mesma , Figura 6
vem:
~y" £ EJ =7/ - H A (54)
Assim:
7 HA
n
y “TEJ VT ES (55)
Entgo:
wvo_ 7" A_ g
- T EJ t T ES i S
Mas
H' - o2 H = - 87 (57)
Entao resulta:
IV 7" P\ 2
y o= - rEr troEs (¢ B - 8D (58)
v " 1 2
yoo= _X%J+'ZEJ(G(%—P0'-BXW)
A 1 2 2
= - it a7 (- e M+ -8 )
2" _ a2 Mo az - B A 7
I EJ I EJ EJ

IV 772" 2 " a - B X 77 (59)
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Se entre as duas vigas, 1 e 2, tivessemos um trava
mento rigido (p = 0), nasceria uma fSrga horizontal H, dada

entao por:

i-7 (60)
o
De (59) vem:
v 2 7’ 2 B X
"o a _ B A
yoo-e TEs frEs Lot Es b
" 2 7
_ 7 + 2 7 (1 - H A)
I EJ £ EJ 77
_ ml/ N GZWZ _ a2 ﬁ \
L EJ L EJ L EJ
2
7" o =
ST EJ T T EJ (7 -3 2) (61)
Designamos por M a soma dos momentos ﬁl e ﬁz
incorporados nas duas vigas, se rigidamente associadas.
Entao:
M=77Z—HA=M1+M2 : (62)
E se chamarmos de y a flecha das duas vigas se
rigidamente associadas, teremos:
o = - oV
Ml v EJl
(63)
! = — o"
M2 = y EJ2
E
M=-y"1I EJ (64)
Voltando a (59), vem:
1V 2 " .
- "o _ _ ] ]
2/ 7 y 7 r E; Y I EJ
— %" 2 o
=~ TE; "% 7 (65)
Mas
EJ y" = -7 , (66)
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sendo Jo o momento de inércia da secao total.

Resulta pois:

(67)

expressEo bastante util para o calculo das flechas e para a
determinacao da carga critica.

No caso em aprego, na suposigcao de que as vigas, 1
e 2, sejam iguais, o valor de y seria determinado em sevva

lendo da figura abaixo.

4
2My M
s \ [T—
7 4
\ = T |
"—_‘ __________ B A
N /g
7
7] ) A

Figura 7

Expressando o trabalho de um painel chega-se a:

Jv e Jm sao, respectivamente, os momentos de inercia das
vigas (supostas iguais) e dos montantes.

Qutros exemplos poderiam ser mencionados para apli
cagao deste metodo, como o caso das vigas mistas (perfil de
agco e concreto armado): ou como o caso da associagao de vi--

gas de concreto armado e de concreto protendido.
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