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Resumo. Uma das dificuldades encontradas no tratamento de escoamentos viscoeldsticos é o Pro-
blema do Alto Numero de Weissenberg. Essa limitagdo consiste no surgimento de instabilidades
ou na nao-convergéncia da solugdo decorrentes de um colapso dos esquemas numéricos. Neste sen-
tido, o objetivo deste trabalho é aplicar a transformagao raiz quadrada como técnica estabilizadora
do Problema do Alto Numero de Weissenberg, a partir da decomposigdo do tensor conformagao
na simulagdo de um escoamento de Poiseuille para um fluido viscoeldstico do tipo Giesekus. A
Simulagdo Numérica Direta foi utilizada para investigar a estabilidade hidrodinamica desse escoa-
mento na transi¢ao laminar-turbulenta e comparando com escoamentos Newtonianos.

Palavras-chave. Problema do Alto Numero de Weissenberg, Tensor Conformacgdo, Simulagao
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1 Introducao

O estudo de escoamentos de fluidos viscoeldsticos é importante na Reologia Computacional
porque muitos materiais usados em aplicagoes industriais se comportam como fluidos viscoelasticos.
Exemplos sao produtos automotivos e aeroespaciais, varias embalagens de alimentos, tintas e
muitos outros. Esses fluidos sdo caracterizados por possuirem propriedades viscosas e eldsticas
ao mesmo tempo, o que torna necessario adicionar uma equacao constitutiva para o tensor extra-
tensao nao-Newtoniano. Dessa forma, cada vez mais, métodos computacionais sao utilizados como
ferramenta de modelagem e simulagao de escoamentos de interesse no setor industrial.

Este trabalho, em particular, dedica-se a investigacao da estabilidade hidrodinamica do escoa-
mento [2], com o objetivo de prever mudangas que ocorram no regime de escoamento laminar de um
fluido levando-o potencialmente ao regime turbulento. Este processo é conhecido como transigao
laminar-turbulenta, e ainda nao é completamente estabelecido, principalmente para escoamentos
nao-Newtonianos.

Geralmente grandezas adimensionais sao empregadas para caracterizar um escoamento. O
nimero de Weissenberg, por exemplo, estd relacionado a escoamentos viscoeldsticos, e é utilizado
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para mensurar o nivel de elasticidade do fluido. Porém, um problema de instabilidade numérica
surge exatamente a partir deste parametro, sendo conhecido na literatura como Problema do Alto
Numero de Weissenberg ou em inglés “High Weissenberg Number Problem” (HWNP).

Uma das causas do HWNP, segundo a literatura, estd relacionada a perda da positividade dos
tensores extra-tensao. Tendo em vista que o tensor conformagao é simétrico e definido positivo
e capaz de manter essas boas propriedades ao longo da evolugao temporal do problema, entao
uma abordagem que surgiu na tentativa de solucionar problema relacionado ao alto ntmero de
Weissenberg formula o modelo a partir deste tensor [5].

Recentemente, Afonso et al. [1] apresentaram uma formulacao nicleo do tensor conformagao
para uma grande classe de modelos constitutivos diferenciais, que admite o uso de diversas trans-
formacoes para decomposicao do tensor conformagao. Essa técnica, que ficou conhecida como
“kernel-conformation” engloba outras formulagoes especificas e nao genéricas que ja haviam sido
construidas anteriormente.

Sendo assim, neste trabalho aplica-se a transformagao raiz quadrada nicleo-conformagao para
estabilizagao do HWNP em um escoamento de Poiseuille bidimensional de um fluido viscoeldstico
Giesekus, utilizando a técnica de Simulacao Numérica Direta (DNS). O principal objetivo é investi-
gar a estabilidade hidrodinamica desses escoamentos, inclusive para altos niimeros de Weissenberg.

2 Formulagao Matematica

Considera-se um escoamento bidimensional, incompressivel, isotérmico e nao-Newtoniano, go-
vernado pelas equacoes da continuidade e de conservagao do momento, respectivamente,

V.-u=0, (1)
Jdu 8 s
— 4+ V- -(uu)=-Vp+ —V°u+V.-T, 2
V() = —Vp+ )
onde u representa o campo de velocidade, t é o tempo, p é a pressao e T é o tensor simétrico
- ~ . TZ(L‘ TIy
extra-tensao nao-Newtoniano, dado por T = Tey Ty

O parametro adimensional Re = pUL/ng estd associado ao nimero de Reynolds, onde L e U
denotam as escalas de comprimento e velocidade, respectivamente, e p é a densidade do fluido. A
contribuigao do solvente Newtoniano é controlada pelo coeficiente adimensional 8 = 7,/ng, onde
70 = 7s + 7p representa a viscosidade total do fluido, sendo 7, e 7, as viscosidades do solvente
Newtoniano e polimérico, respectivamente.

Neste trabalho considera-se o escoamento de fluido viscoelastico governado pela equagao cons-
titutiva nao linear do modelo Giesekus [4] dada por

VlviR; (T-T) = 2= (vu+ vul), (3)

Re
onde ag é o parametro de mobilidade que regula o comportamento “shear thinning” do fluido

v
T+ WiT + ac

v
(0 < ag < 1), T-T denota um produto tensorial e T é a derivada convectada. O parametro
adimensional Wi = AU /L é o niimero de Weissenberg, sendo A o tempo de relaxagdo do fluido.

2.1 Formulacao Raiz Quadrada-Conformacgao

Uma alternativa para descrever os modelos viscoeldsticos usa o tensor conformacao A. Esse
tensor é simétrico e definido positivo e sua equagao constitutiva pode ser escrita como
0A

5 TV (uA) = VuA + AVu' + % f(A)P(A), (4)
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sendo que a relagdo entre o tensor extra-tensao nao-Newtoniano T e A pode ser dada por
T = {(A —I), onde ¢ é um escalar definido como § = (1 — 8)/ReWi. A funcao escalar f(A)
e o tensor P(A), sdo definidos de acordo com o modelo do fluido. Em particular, para o modelo
Giesekus f(A)=1e P(A)=(I—-A)[I+ ag(A -1)].

Através da decomposicao espectral do tensor conformacio A = O' AO, pode-se construir uma
equacao de evolugdo para os autovalores da matriz A a partir da equagdo (4). Posteriormente
constréi-se uma equagao de evolucao para a fungao nicleo K avaliada na matriz dos autovalores de
A, e finalmente, apds as devidas manipulagoes algébricas, a equagao de evolucao da transformacao
nucleo aplicada ao tensor conformagao é expressa por

DK(A) 0K(A) 1
= -(uK(A)) = (2K(A) - K(A)Q) + 2B+ —H
DE = ) 4V (uK(A)) = (K(A) - K(A)Q) + 2B + -, 5)
sendo que os tensores B e 2 surgem de uma reformulagao do gradiente de velocidade, realizada
por [3] e H = OP(A)JO", onde J é a matriz jacobiana de K(A).
Definindo Q = A? como a raiz quadrada do tensor conformacao, entdo Q? = A. Apds substituir
a funcdo nicleo Q em (5), uma equagao de evolucdo para a transformacao raiz quadrada aplicada
ao tensor conformacao é finalmente obtida

oQ 1 _
55+ V(uQ) = (20 - Q) + BQ+ 5—f(@)Q ' P(Q?). (6)

3 Simulagao Numérica Direta

A fim de simplificar o problema e eliminar o tratamento da pressdo na equacao do momento,
utiliza-se a formulagao vorticidade-velocidade [2]. A vorticidade w., em coordenadas bidimensio-
nais, € matematicamente definida como

ou Ov

Wy, = — — o—. 7
oy Ox 0
Aplicando tal formulagao, o problema agora consiste em resolver o sistema composto pela
equacao da continuidade (8), equacao da vorticidade (9) e transporte de vorticidade (10), além das

equagoes dos tensores ndo-Newtonianos (11) — (13)

ou = Ov
72 + 871 0, (8)
Pu 00w
ox2  Oy? oz’

9)

Ow, n Ow n ow: _ B 0%w. n 0%w, B o>y B oYY n o*Te" n o*TY (10)
ot " Yar 7Y Oy ~ Re | Ox2 Oy Ox2 Ox0y Oyozx oy? ’
[ OT** ors  oT*" ou ou WiRe 2 2 1—p50u
e —2T** — 27" T TV ) =2 —, (11
+WZ< ot tu or v oy or 6y> tag 1-08 ( + ) Re 0z’ (11)
X foT*Y  oT*  9T*Y v ou WiRe ,, . . 1-8(0v Ou
T+ W T2 Yy %Y (T TYYY) — ov ou
+ ’( ot "oz TV oy oz 8y>+ aq_g (T I +T7) = 1 (ax 8y>
(12)
[ oTYY oTv oTvY ov ov WiRe 2 2 — B ov
Tyy 2T55y Tyy sz Tyy — 1
+WZ< ot tu ox t oy ox By) tac 1-p ( + ) Re ay (13)
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3.1 Escoamento Base

Considerando o escoamento de Poiseuille viscoeldstico e bidimensional, x representa a diregao
do escoamento, enquanto y representa a direcao normal a parede. Para calcular o escoamento
base, assume-se que todas as varidveis sao dependentes apenas do eixo y, exceto para a pressao
cujo gradiente é constante na direcdo x. O dominio na diregdo y estd compreendido entre [—1,1].

No entanto, o sistema de equagoes que deriva dessas hipdteses nao possui uma solucao analitica
completa disponivel na literatura. Sendo assim, o escoamento base foi gerado numericamente por
um cédigo DNS bidimensional, sem perturbagoes, implementado com a formulagao raiz quadrada-
conformagdo para estabilizaggo do HWNP. As simulagoes sdo realizadas até o escoamento atingir
o estado estaciondrio.

4 Método Numérico

Na Figura 1 observa que o fluido entra no dominio computacional em x* = zy e sai em
T = Xmaez- Neste trabalho investiga-se o comportamento das ondas de Tollmien-Schlichting no
escoamento, assim, perturbagoes temporais sao introduzidas através da técnica de injegao e sucgao
de massa na parede. Isso ocorre na regiao compreendida entre x1 e xo, apds um intervalo de tempo,
mais especificamente no tempo t + §t, impondo a velocidade v como sendo

u L.

T Ty TV Ia &3 Ty Tmar

Figura 1: Definicao do dominio computacional para o escoamento de Poiseuille.

v=Af(x)sin(wit), x1 <z <9, (14)

v=0, z<z; ou x> o, (15)

onde A é o parametro que ajusta a amplitude das perturbagoes, f(x) é uma fungéo polinomial de
grau 9 e w; é a frequéncia da perturbacdo. Técnicas de amortecimento sdo implementadas a fim
de evitar reflexdes de ondas nas regides de entrada (entre zy e x1) e saida (entre z3 e x4).

A discretizacdo temporal das equagdes modelo do escoamento, bem como dos tensores nao-
Newtonianos é realizada através de um esquema de Runge-Kutta classico de quarta ordem. Dis-
cretizagoes espaciais para o calculo das derivadas sao realizadas usando métodos de diferengas
finitas compactas de alta ordem, mais especificamente, quinta e sexta ordem de precisdo [7]. A
utilizacao desses métodos demanda a solugao de sistemas lineares tridiagonais. O sistema linear
resultante da solugao numérica da equagao de Poisson é resolvido utilizando um esquema de Apro-
ximagao Multigrid (FAS) num ciclo V composto por 4 niveis [6]. A aplicagdo de discretizagoes
centradas de alta ordem de precisao também faz necessério a utilizacao de um filtro espacial a fim
de eliminar perturbagoes espirias da solugao numeérica.

DOI: 10.5540/03.2021.008.01.0368 010368-4 © 2021 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2021.008.01.0368

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 8, n. 1, 2021.

5 Verificacao do Cdédigo

O teste de verificagao ocorre para um coédigo DNS que simula o problema de Poiseuille bi-
dimensional, incompressivel e isotérmico, considerando o fluido Giesekus, e a transformacao raiz
quadrada-conformacao como técnica estabilizadora para simulagoes com alto nimero de Weissen-
berg. Para tanto, compara-se este cédigo considerando ag = 0 na equagio (3) do modelo Giesekus,
com a solugao analitica do escoamento nas mesmas condi¢oes considerando o modelo Oldroyd-B.

Nas simulagoes numéricas considera-se o nimero de pontos no sentido do escoamento e no
sentido normal & parede, sendo iy,q, = 9049 € jinmer = 249, respectivamente, a distancia entre dois
pontos consecutivos nas diregoes z e y, dz = 27/16c, € dy = 2/(jmaz — 1), respectivamente, sendo
«, a parte real do nimero de onda. Os passos no tempo por periodo de onda sao 400.

A Figura 2 demonstra o comportamento dos tensores nao-Newtonianos T%% e T*Y. Nota-se que
os resultados numéricos obtidos com a formulagao raiz quadrada-conformacao (sqrt-conformagao)
concordam com a solucao analitica do escoamento nas mesmas condi¢oes. Tem-se, portanto, um
indicativo de que o cédigo implementado é adequado para simular e analisar a estabilidade de
escoamentos viscoeldsticos do tipo Giesekus.

*  Sqrt-conformagao
— Solugéo Analitica ar

*  Sgrt-conformagao
— Solugéo Analitica |

Re = 4000, # =0.75, Wi =20

0.015 Re = 4000, 3 = 0.75, Wi = 20
2 1 Re = 7000, § = 0.25, Wi = 15 2 o B |
0.017 Re = 2000, 3 = 0.50, Wi = 10 |
2Re = 2000, § = 0.50, Wi = 10
0.005

Re = 7000, 5 =0.25, Wi =15

-1 -(;.5 0 0.‘5 1 -1 -0‘.5 (‘) 0.‘5 1
y y
(a) (b)
Figura 2: Solugao numérica (Giesekus com ag = 0) e analitica (Oldroyd-B) para o escoamento
base: (a) Tensor T%* e (b) Tensor T*Y.

6 Resultados Numéricos

Simulagoes numeéricas sao apresentadas a fim de investigar o efeito da constante 3, que controla a
contribuicao Newtoniana do fluido, na estabilidade hidrodinamica em um escoamento de Poiseuille
do fluido viscoeléastico. Considera-se nas simulagoes: o nimero de pontos no sentido do escoamento
e no sentido normal a parede, 4,40, = 505 € Jmae = 249, respectivamente; a distancia entre dois
pontos consecutivos nas dire¢oes x e y sdo dx = 27/16a,- € dy = 2/(jmasz — 1), respectivamente.
Aplicou-se 400 passos no tempo por periodo de onda, e a frequéncia de perturbacao é w; = 0.2.
Para ajuste da amplitude das ondas de Tollmien-Schlichting considerou-se A =1 x 1074

Os resultados sobre a influéncia da constante § sao apresentados na Figura 3, que contém as
curvas que descrevem o comportamento das ondas de Tollmien-Schlichting do fluido Newtoniano e
do fluido viscoelastico com seus parametros fixados. O comportamento crescente das curvas indica
amplificacdo das perturbacoes e escoamentos instaveis. Em contrapartida, curvas decrescentes
apontam para escoamentos estdaveis, com decaimento das perturbagoes introduzidas.

Na Figura 3 sao considerados os seguintes valores para a constante, 8 = 0.50, 0.75 e 0.90, sendo
Re = 5000, ag = 0.15 e variagoes de Weissenberg (W74). E possivel notar principalmente dois
efeitos sobre o comportamento dos escoamentos: os acréscimos no nimero de Weissenberg tornam
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Figura 3: Valor maximo da perturbacao da velocidade na direcao do escoamento para diferentes
valores de 3 e: (a) Wi =25; (b) Wi =20; (c) Wi=80; e (d) Wi = 120.

0s escoamentos menos estaveis considerando S = 0.75 e 0.90, sendo mais facilmente percebido
numa comparacgao entre as Figuras 3(a) e 3(b). J4 para 8 = 0.50, o escoamento que é neutro
(Figura 3(a)) torna-se instavel com o aumento do nimero de Wi.

Percebe-se ainda que as curvas dos escoamentos simulados com o modelo Giesekus vao se
aproximando da curva do modelo Newtoniano, conforme o valor de § é aumentado. Além disso,
em todos os casos, os escoamentos Newtonianos comportaram-se de forma mais estavel quando
comparados com os escoamentos viscoeldsticos, mesmo para os menores valores de Wi.

A positividade do tensor conformacao é uma caracteristica que deve ser preservada durante toda
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£ | —wi=20 = E | —wi=20
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 200 400 600 800 1000 1200 1400
t t
(a) (b)

Figura 4: Evolucao temporal do determinante minimo do tensor conformagao.
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evolucao temporal da equacao constitutiva, necessaria para se evitar as instabilidades do HWNP.
Segundo Hulsen [5], isso ocorre se o determinante do tensor conformagao, satisfizer |A| > 1.

Neste sentido, a evolucao temporal do determinante minimo do tensor conformacao para al-
guns dos casos simulados é apresentada na Figura 4. Para os menores valores de W4 testados ha
uma pequena oscilacao no valor do determinante no inicio da evolugao temporal. Porém, a ampli-
tude dessas oscilagoes é muito pequena, o que pode ser confirmado através do valor 1 — |Alpin,
demonstrando que a transformagao sqrt-conformacdo garante o valor de | Al > 1. Com isso,
confirma-se os resultados numéricos anteriormente apresentados para analise de estabilidade do
escoamento utilizando esta técnica como estratégia para estabilizacao do HWNP.

7 Conclusoes

Neste trabalho, a transformacao raiz quadrada-conformacao para estabilizacao do HWNP ¢é
apresentada. Considerando o fluido viscoeldstico Giesekus, a andlise de estabilidade para o esco-
amento de Poiseuille bidimensional foi realizada utilizando a Simulagdo Numérica Direta. Para
avaliar as taxas de amplificagao maximas, diferentes valores dos parametros adimensionais foram
testados, com atencao especial para a constante (3, responsavel por controlar a contribuicao Newto-
niana no fluido, e também para o niimero de Weissenberg. Além disso, analisou-se o determinante
minimo do tensor conformacao, verificando que os valores obtidos sao satisfatérios de acordo com
a literatura, garantindo que os resultados referentes a andlise de estabilidade sao consistentes.
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