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I-INTRODUGAO

Deade os primeiros albores da civilizegao,vem
a ciencla geoya’.fica. desempenhando um papel preponderante
no desenvolvimento pol:{tico, economico e soeial dos povos,
que jemais puderam prescindir, para seu progresso ou meSsSmo
sobrevivéncia, de um adequado conhecimento de seus proprios
pafges e-de outras regides Visitadas em missao pac{fica “ou
belicosa. Disto temos um frizante exemplo nos rusticos ma-
pas encontrados em tabletes Babilonicos, do seculo 40 A.C..
Outro exemplo 6 encontrado na classica obra de Julio Cesar,
que se inicia com a descrigz'a'.o geogra’.fica dos pa:{ses da Ga-
lia,

Idéntica afirmagao podemos fazer com referan-
ola a observagao e interpretagao dos fenomenos calastes,qus
nao eéstiveram ausentes das primitivas concepgoes religiosas,
nem da Mitologia, e a cujo estudo se dedicaram varios dos
grandes vultos da Antiguldade. Além do sentido mistico des-
pertado pela inigualével majestade do firmamento estrelado
e pela imutdvel sucessao de seus variados aspectos, vem de
tempos Imemoriais a subordinagao consciente da vida humana
ao i:assar do tempo, marcado pelos movimentos aparentes dos
astroa.

A interdependéncia entre os climas e as situg
'gaes gaograficas, de wn lado, e o movimento e a posigao dos
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astros, do outro, tambem nao passaram despsrcebidas aocs an
tigos viajantes e navegantes, que em suas aventurosas em~
prezas tinham na esfera celeste os indispensz;veis elemen=
tos de orientagao. Deste modo, o anseio por desvendar os
misterios da natureza, atraves da interpretagao e da com-
preensac de fatos observados, nao podia deixar de atrair
as atengces de estudiosos e pensadores para as indagagoes
refersantes a forma e as dimensdes da Terra; nem podia dei-
xar de sugerir-lhes conjeturas e hipétcscs qus, fugindo as
primitivas concepgaas s melhor se ajustassenm a criterios de
raciocinio objetivo e prética.

Assim e que Pitagoras atribuia a Terra uma
forma esferica simplesmente porqus "a esfera ¢ ‘a mais bela
das figuras sélidas", ao passo qus Aristoteles, justifica-
va o mesmo ponto de viata com o resultado de obsarvagoes
dos ocl:fpses da ILua e dos arcos semi-diuwrnos em diversas
latitudes.

Desta forma jé militava Aristoteles no campo
cientif:fco, mas neste campo haviam tals estudos de assumir,
bem depressa, um carater de alta transccnéiﬁéh, qus as
contribu:l.gsns geniais de Newton, Clairaut, Bougusr e mui-
tos outros dos grandes nomes da Geodesia Classica nao vie-
Tam senao acentuar, reservando, ate os nossos dias, para o
domfnio da Geodesia Superior as investigagoes da forma e
das dimensces do geéidl.

Na realidads, ao procurarmos a solugao desse
problema atraves do estudo comparativo dos levantamentos as
tronomicos e gcodésicos s logo verificamos que este metode
‘subordins-se a condigoes bastante er{ticas de uniformidade,
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‘homogeneidade e pracisio que 30 agora comsgam & prevalecer.’
Alem disso, tails levantamentos "Jetem~se impotentes a mar-
gen dos oceanos", para citar a feliz expressao de Pierrs la
jay, de modo que sua aplicagao & limitads a uma fragao da
suparf{cie terrestre.

Outros metodos astron&micos, utilizando os
princ{pios da Mscanica Celeste, permitem s determinagac ds
superf{cies geomitricas relativamente simples, capazes de
representar aproximadamente a suparf{cic terrestres, por‘m
nao possuem sensibilidade bastante para revelar em detalhe
as ondulagoes do geoide,

Quanto ao metodo gcoffsico, ou mais precisa-
mente o gravim‘trico, prende-se mencs a €ssas 1imitag$es e
presta~se bem para a investigagao minutiosa da forma do geg
de carecendo, por‘m, de recursos para & dnterminagio das di
mensGes, que Se necessita buscar nos outros metodos. Da-
ve-se tambem considerar qus, antes do advento dos graw{m;4
tros modernos, as vantagens deste matodo eram grandemente
limitadas pelas dificuldades e complexidades instrumentais.

Daste modo, verificamos que nenhum metodo @
suficiente por si 30e Pode~-se, entretanto, trazer a ques-
tao para o campo das aplicagacs generalizadas e sistemati-
cas, mediante o adequado aproveitamento dos rscursos dispo
niveis, atraves de cuidadosa coordenagac dos resultados das
mais variadas observagSos. Neste processo, a eficacia de-
pende principalmente da padronizagao dos metodos de levan-
tamento e, também, da wniformidade de criterio em rclagio
2 um certo numero de paramntros fundamentais.
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_ A Geodesia entra assim, em wma nova fase de
sus longa Historia. Segundo Georg Strasser:

"... the time has come when we have rg
ally ceased to enquire about the figure of
the Barth in terms of two or three parameters,
and we now seek to show the varied forms of
the geolid by contoured charts in terms of any
convenient international Standard Reference
Spheroid®.

Citemos tambem algumas palavras do discurso
de De Graaff-Hunter, inaugurando a XI Assembleia Geral da
Uniao Geodésica e Geofisica Internacional (Toronto-1957):

eee "Faith in the spheroid truly re-
presenting the geoid could only be held by
the credulous in face of observational re-
sults which denied it. The spheroid must be
relegated to the position of a reference fi- -
gure. "....

eee "The geoidal era demands intensive a

tacks on the pi'ecise form of the Earth; for

we must prepare for more precise evaluation
of the relative position of any points on the

Earth's surface; and we must improve determi-

nations in the vertical sense" ...

De fato, se os levantamentos t0pogr§ficos per
mitem determinar a posigao da superf:fcie do terrenc em re-
lagdo ao geoide; e se podemos referir numericamente o elip
soide de referencia (eujos parametros sao convencionais) a

" um sistema qualquer de coordenadas no espago; falta-nos de
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terminay a posigao dos pontos do geéide em relag;o a 8suas
projegoes no elipséide, para podermos definir as coordena-
das sbsolutas dasses pontos ou & posigao precisa de uns em
relagao aos outrose

Configura-gse desta forma o problema fundamen-
tal da Geoddsia em sua concepgao atual, de acordo com a qual
procuraremos alcangar wna visao de conjunto de tao interes-
sante tema.

Isto posto, previna-se o leitor de que esta-
mos longe de pretender doutrinar sobre a materia. Tentare-
mos, simplesmente, realizar um estudo tao sintetico e obje-
tivo quanto possivel, tendo em vista o conhecido axioma:

"Qui scribit, bis legit™.

Alem disto, se alguma esperanga mais ousada
nos anima, e que, campletando o estudo iniciado com a mono-
grafia intitulada "0 Problema do Datun Geodesico®, possa=
mos contribuir para melhor utilizagao dos levantamentos as-
tronomicos e geodésicos executados em nosso Pais s dando ao
mesmo tempo malor divulgagg.o a @sses trabalhos tao ardua-

mente exacutados.



II - 0 GEOIDE

Tratemos inicialmente da definigao do geoide:
Superf{cie representativa da forma da Terra, que serve de
fato camo superffcie de referencia em Topografia para a re
presentagao da superficie do terreno, o Gedide, assim de-
nominado por Listing, e definido como a superf{cie do nf-
vel medio dos mares., Subendente-se, nesta definigao, a su
perficie de aquil:fbrio da massa l:fquida sob a agao wnica
da gravidade, abstragao feita das varias influéncias exter
nas, que produzem oscilagoes ou deslocamentos, como sejam
as mares , 83 Vagas e as correntes .oceanicas,

Como veremos adeante, tal superf:fcie nao ad-
mite uma definigao geometrica simples, porem identifica-se,
fisicamente s com uma superf:[cie equipotencial da gravida-
de, De fato, em virtude da propria definigio dos campos
vetorial e potencial, podemos escrever, para um ponto qual
quer da superf{cie s onde o potenclal da gravidade seja W:

- _OW

St— oF
uz% (1)

o

'gV: ov

°nde giy 8u @ 8v sao as componentes da gravidade segundo
tres eixos ortogonais quaisquer.
Neste caso, vamos fazer com que os eixos ¢t



.,
‘e u sejam contidos no planc tangente a superffcie no ponto
considerado; o eixo ¥ coincidira entao cam a normal a su
perf:fcie no mesmo ponto.

Considerando agora uma curva qualquer (S),con
tida na superi‘.{cie temos:

aw _ 2w Jd¢ W de W dv
g5 - 2t d6 v ou ds5 T Tov 46 (2)

Introduzamos a condigao de que a auperf{cie
congiderada seja a de aquilibrio da massa fluida. E' evi-
dente que:

= 8u= 09 (3)

Por outro lado, sendo o eixo ¥ normal a super
f:fc:!.e, logo tambem normal a curva, resulta que:

-0 5 &8 (4)
.donde:
j—g" =0 ; W = Constante (5)

Sendo isto verdadeiro para qualquer curva con
tida na superf{cie de equilibrio, esta deve ser uma equipo-
tencial, a qual a diregs.o da gravidade e perpendicular em
cada um de seus pontos.

Para obtermos, agora, & €Xpressao anal{tica
do potencial, calculemos inicialmente a atragao exsercida pg
‘la massa m, concentrada em um ponto de coordenadas 3,7, 7
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sobre um outro ponto, de massa wnitaria e coordenadas Xy Vs
%z, referidas a um sistema qus, podendo ser qualquer, supo-
remos solidario com a Terra e disposto de tal forma que o
eixo dos z coincida com o eixo de rotagac. Pela Lei de
Newton:

Fek ©
onde k e a constante da gravitagao universal
E: :
PP= (x=5)% + (y-1)° + (2-5)° (7)

As componentes dessa farga, ao longo dos tres
eixos de coordenadas, serzo:

Fom k L X23

r

<H
Il

Ak -%’,--»U?- (8)

8

z=-3
e

aH
il
>
"mli

0 potencial da atragao Newtoniana da massa m
no ponto considerado, devera satisfazer as seguintes rela-

goes:
Vo __
% = Px
Vo __
oy —'f} (9)

2% _ -

¥



Condigé'.o eata satisfeita pela exprsssg.o:

7% m/Fafp =Km/ﬁ'2df (10)

%"_};—m"'ca (ll)

Daf s levando em conta a convengao de sinais,
o potencial total da atragao Newtoniana, no ponto conside-
rado ¢ definido pors

V=K = Z | (12)

Fixando o triédro de referencia em relagéo a
Terra, devemos levar em conta a rotagao do sistema, soman-
do a express&o de uma f3rga centr{fuga, perpendicular = ao
eixo de rotagao, tal quaes '

f = wW2R (13)

onde?
REm X241 7%

Cujas componentes segundo o0s eixos do triedro saos

(14)
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E cujo potencial ¢ definido por:

U= [wirdR = 4 w e (15)
De forma que:
AU _
L
U _ ¢
ar J (16)
ﬂ t 3
2z
O potencial da gravidade ¢ entaos
W =y 4+ (17)
)
isto e3
WeX S 2+ Lw?(x%+r2) (18)

Esta formula evidencia que o potencial, em cada
ponto, depende da distribuigac de massas na superficie da
Terra., Logo, a forma do geéide, que ha pouco identificamos
com uma, superf{cie equipotencial, somente poderia corres-
ponder a uma express&o matematica simples no caso em que o

mesmo sucedesse com a fungao:

O = F (x,y.2) | (19)



onde & e a densidade na expressaos

W= KfJ]S L + Lw? (x%y?) +( (+Cp) (20)

2 qual podemos assimilar a formula (18), substituindo o so-
matorio pela integral e a massa finita m pela massa ele-

mentar:

dm =5 -drdy dz =3 -dv (21)

As irregularidades de distribuigao de massas
na superficie da Terra sao evidentes, sob a forma de relavo
orogréfico ou submarino, a que Se acrescem as diferengas ds
densidade entre as varias substancias que compoem a crosta
terrestre. Nas camadas superficials, essas variagoes de
densidade sao reveladas pelas sondagens geologicas; nas ca-
madas mais profundas, fora do alcance das sondas, elas 880
indicadas pela teoria e confirmadas pelas anomalias de gra-
vidade, observadas na superf{cie, assim como pelas observa-
gSes sismolégicas.

Verdade e que a Teoria Isostatica presume e-
xistirem, nas camadas profundas, variagCes de massa ou den-
sidade que tendem a contrabalangar o efeito gravitacional
do rel;vo superficial, contribuindo assim para atenuar a am
plitude das ondulagSes do geéide. Estas, entretanto, mesmo
assim, apresentam grande complexidade, que a formala (18)
permite antever e quse varios autores modernos, desde Hay-
ford, tem constatado experimentalmente.

Nestas condigSes, tratando-se de representar



_analiticamente a superf{cie do geéide, é necessario ir alem
da relativa simplicidade da forma elipséidicao Recorrem en
tao os geodesistas a mais ampla generalizagﬁo, por meio de
fungaes harmonicas esféricas, nEo"esquecendo que as varia-
goes do raio vetor sao relativamente pequenas: o achatamen
to polar é da ordem de grandeza de tres centésimos do com-
primento do raio e as demais variag&es, somadas, nao exce-
dem trés milésimos desse comprimento, Dessa ordem serao
portanto, os coeficientes do desenvolvimento analftico.

Em fungoes harmonicas esféricas, a superf{cie
do'geéide4 como a de gqualquer esferéide, pode ser represen
tada pela seguinte £ormula geral:

p=RS G 8 (22)

n=Q
onde: A .
' :#L- e ? raio vetor contado desde o centro da Terra
ate a superf{cie do geéide;
_R_ ¢ um parametro linear;

S, 80 as fungoes harmonicas esfericas do tipo mais
geral, tendo como variaveis independentes:

_@_, a colatitude geocentrica;

_A , & longitude, contada a partir de uma origem ar-
bitraria.

Cada um dos termos da serie representada ns
formila (22) e wm polinomio contendo n + 1 LETTIOS 8 veaee
2n + 1 parametros nnméficos, de sorte que a £Srmula geral
contem um numero infinito de térmos e parametros, de cuja
‘determinagao dependeria a solugao do problema em foco. Pos
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ta nestes teérmos, a solugao seria impraticévelo

Devemos entao substituir o limite superior do
samatorio por wm limite finito, correspondente a um deter-
minado gréu de precisio, visto que sempre podemos fixar uma
tolaerancia de erro, em fungao das aplicagoes pretendidas e
dos dsados préviamonte fixados, Delimitamos assim o valor da
grandeza (no caso, o raio vetor) alem do qual podemos con-
siderar despreziveis as variagoes.

Na prética, como sabemos, precisamos recorrer
ao processo das aproximagaes sucessivas, qué corresponde a
fezer variar o limite do somatorio a medids que progridem
as investigagSea, ate que possamos proceder dir%tamente,
passando a analise harmonica dos resultados das determina-
goes de grandezas que constituem, cada uma delas, a soma de
muitos tarmos, inclusive os erros de observagao.

Pagsamos, assim, a seguinte express&o:

n=qg

p=R> S,(6,1) (23)
r=0
Recordemos agora que as fungoes harmonicas eg
féricas, por sua vez, podem ser representadas pela seguinte
formula geral: !

3
miarn?

S, => A T cosm (A-1,) (24)

n”
=
L4 ’ 4 "~
onde n eograue m e a ordem de cada termo;
" "~ ~
Ay e _A. sao os parametros caracter{sticos de
cada termo;



Es
7. = sen™o d—;“:;Pﬂ (25)

Sendo P, o polinamio de Legendre de gréu n,
cuja unica variavel independente 6a colatitude, de acordo
com a formula gerals ’

P, = _!_.L”( 2_4y7 (26)
n = 2igdpm (P

onde p = cos 8.

Isto posto, e evidente qua, na expressao de
qualquer superficie de revolugao, estarao ausentes as fun~
goes de ordem superior a zero, reduzindo-se as formulas

(24) e (25) a:

ou seja:
S, = Ap Py

Alen disto, e imediato que
So =P, =1

Podemos entao escrever a formula (23) sob
a seguinte formas

£ -R[HW 4,5, () +§5,, (e,i)] (27)

=/
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Ft;rmula esta, que adotaremos como expressac anal{tica do
geéi.de enquanto passamos a algumas cénsideragaes indispen=
saveis quanto as coordenadas geogréficas e superf:fcies de
referencia.

III - COORDENADAS GEOGRAFICAS

As coordenadas geogratficas desempenham um pa-
pel importantissimo em Geografia e em Cartografia, pois 880
elas qus definem o qus se convencicna chamar a "posigao" de
um ponte na superf{cio da Terra. Servem, desta forma, como
base para a construgao de cartas e como awdlioc indispensa-
vel a navegagao. DEntretanto, de um modo mais preciso, de-
vemos entender que as coordenadas geogra'ficas definem ape-
nas a diregao de uma reta no espago, em relagao a um siste-
ma convenclonal de referencia. A posigao de um ponto da
superficie da Terra, dada por suas coordenadas geograficas,
86 tem sentido quando interpretada como o trago da referida
reta na suq)erffcie aludida.

Assim, para definir matematicamente o ponto,
precisamos conhecer nao so as suas coordenadas geogré.ficas ’
referidas a um sidtema qualquer de referé'ncia, como tambem
a equagao da superficie da Terra, em relagac ac mesmo sSis-
tema.

Se considerarmos o ponto definido por sua pro
jegao vertical sobre o gedide (wma vez que a diregao da ver
tical e a altitude do ponto sobre o gecide sao determinadas
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‘pelos processos astronamicos, geodésicos ou topogréficos
de levantamento), teremos definido a posigao do ponto quan
do forem conhecidos o8 parametros da formula (27).

fsses param@tros nao sao conhecidos; para sua
determinagdo dependemos, como veremos adeante, do conheci-
mento das coordenadas geogréficas ou das posigSes de pon-
tos de observagao.

Vejamos, entao, como definimos e determinamos
essag coordenadas.

A latitude ¢ comumente definida comO o comple
mento do angulo formado pela Vvertical do ponto de observa-
gao com o eixo de rotagao da Terra, de modo que oS proces-
sos de determinagao de latitude consistem na medida do an-
gulo'formado por aessas duas diregaes. ’

Quanto a longitude, define-se como o angulo
diedro formado pelo plano meridlano que conten o eixo de Tro
tagao da Terra e a vertical do lugar, com um outro meri-
diano origem, arbitrariamente definido em funggo da verti-
cal de um outro lugar (Greemwich, por convengao universal).

Presume-se, nestas definigses, que a vertical
e 0 eixo de rotagio da Terra sao complanares, poié 80 as—
sim essas duas retas poderiam definir o plano meridiano,.

Ora, quer se trate de problemas de levanta-
mento ou de navegagho, a vertical e determinada instrumen-
talmente: em navegagao, e utilizado o sextante para a ob-
servagao da linha do horizonte, definindo-se desta forma o
plano horizontal; em terra, os instrumentos utilizados sa0
o fio de prumo (que define a vertical) . principalmsnte os
niveis (que definem a tangente a superficie de nivel, ou
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"seja, o plano horizontal). E! poss{vel ainda determinar

con grande precisao a vertical, por meio de reflexac dos
raios luminosos na superf{cie de um banho de mercﬁrio, por
meio do dispositivo ilustrado na Figura 1. Neste disposi-
tivo, a luz emitida pela fonte F ¢ refletida na lamina }
parcialmente espelhada, iluminando o ret{culo R ,que por suma
vez e reflatido em G, na superf{cie do banho de msrcﬁ}io,
‘de modo que o observador, colocado em 0, V@ simultaneamen-
te duas imagens do ret{culo RB. Quando a reta AC & per-
pendiéular a superf{cia do marcﬁ%iq, sendo o Engulo de inei
dencia nulo, o raio refletido coincide com o incidents,  de
modo que as duas imagens do reticulo se confundem. Desta
forma, o observador faz réalmente uma pontaria para ¢ na-
dir, cuja precisao fica na exclusiva dependencia do poder
da luneta.

Nestas condigaes, seja qual for o processo a-
dotado, a vertical assim determinada o perpendicular a su-
perficie do geolde no ponto de observagao.

Daf se conclui que, sendo irregular a super-
f{cie do gedide, a “vertical geralmente nao intercepta o
eixo de rotagao da Terra, isto e, essas duas retas nio sao
complanares. _

Do ponto de vista astronomico, a consideragao
acinma o supérflug, pois as diregoes observadas na superff-
cle sao consideradas como tendo origem no centro da Terra;
salvo pelas corregSes de paralaxe, sempre pequenas, as di-
mensces do esfercide terrestre sao desprezadas em face das
grandes distancias a que se encontram os corpos celestes;
" portanto, com maior razao pode ser desprezada a  distancia
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“entre a vertical e o eixo de rotagaoc.

Posta a questao nestes tgrmos, reduz-se a Texr
ra a unm ponto no centro da esfera celeste & a determinagao
astronomica das coordenadas geogra'ficas Tresume-se no proble
ma classico da resolugao do triangulo de posigao.

SObre este nao insistiremos, pois ¢ assunto
exaustivamente estudado nos trabalhos cléssicos, onde encon

tramos os varios metodos de observagdes angulares e crono-
métricas, que nos conduzem aos resultados desejados. Consi
deraremos resolvido o problema de dstorminagao astronamica
das coordenadas geograficas, ou seja, da diregao da verti-
cal.

Pagsemos agora a encarar o problema do ponto
de vista geodisico.

Lembrando-nos de qus devemos, emn Gcod‘sia,cqg
siderar distancias medidas na superffcic e muito inferio-
res ao ccmprimento do raio terrestre, este precisa ser le-
vado em conta com a maior pracisao possfvel, e o afastamen—
to entre a vertical e o eixo de rotagao nao poderia deixar
de ser levado em consideragao. Adota-gss, por isso, como re
presentagao matematica da superf{cic terrestre, o clipséidn
de revolugao a qus jé fizemos referencia no cap{tﬁlo ante-
rior, Evidentements, qualqusr perpendicular a tal superff-
cle & complanar com o eixo de rotagace.

Nestas condigoes, de qualquer pon'o ds obser-
vagao podemos tragar duas perpendiculares: uma ao gedide, a
qual denominamos "vertical", e outra ao elipséide, a qual
chamamos "normal™.

' Se a vertical e a normal nao coincidem, pre=
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eisamos distinguir, dentro do conceito de coordenadas geo-
gré,ficas , dois tipos de coordenadas diferentes: as asiro-
némicas, que definem a diregao da vertical, e as geodesi-
cas, que definem a diregao da normal.

Finalmente, ao angulo formado pela vertical
com a normal da-se o noms de "desvio de vertical", que uti
 lizaremos adeante como elemento de observagao para a deter
minagao do relévo do geoide.

Antes, pore'm, de passarmos ao levantamento do
geéide, convenm lembrarmos que a determinagio direta da nor
mal, contrariamente ao que ocorre com a vertical, e proble
ma de grande complexidads, como tivemos oportunidade de
mostrar na monografia intitulada "O Problema do Datum Geg
desico" (1957); depends, como vimos, do levantamento do
campo gravitacional terrestre em uma regiao bastante ex~
tensa em torno do ponto considerado, ou de complexas obser
vagoes lunares.

Assim, temos facilidade em determinar a verti
cal, poreém nao a normal; e temos facilidade em determinar
a superf{cie de referancia, pore'm nao o geéide. Dai a na-
tural tendencia para definir a posigao de um ponto, na su-
perficie da Terra, pelo trago da vertical na superficie da
referencia.

Aplicado éste critério, o desvio da vertical
surge como um erro de posigao, dada pelas formulas:

AX = Mn
AY =N3



‘ondet
AX e LAY sao as componentes do erro de  posigao
segundo o meridiano e ¢ primeiro verti-
cal, respectivamente;
M e _N_ sao os raios de cirvatura, também segun

do o meridiano e o primeiro vertical,
raspectivamente;

7 e % gao as componentes do desvio de verti-~
cal, ainda segundo os planos do meridig
no e do primeiro vertical,

Ora, como sabemos, as concessoes que fazemos no
calculo dos levantamentos topogra:ficos e a propa.gags.o rela~
tivamente répida dos erros nesses levantamentos, tornam ne-
cassario que os mesmos sejam apolados em pontos de contrsla,
independentemente determinados por matodos de maior preci~-

880,

Dgvido aos erros ds posigio, acima referidos, as
coordenadas ﬁstronamicas nao satisfazem plenamente a essa
finalidade, salvo em levantamentos a pequena escala ou de
baixa precisao. Nos demais casos, ¢ necessario recorrermos
a0 levantamento geodésico, sobre cujas caracter{sticas e
desnecessario insistirmos e de cuja comparagac com 08  as-
tronomicos resulta o metodo de levantamento do gec;ide que
vamos examinar,

Mesmo nos levantamentos geods’sicos da mais alta
precisao, e 1mpossivel evitar a propagagao dos erros das me
digSes angulares, que se refletem nos comprimentos e azimu-
tes dos lados calculados.

Para evitar a excessiva propagagao dos erros li-
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neares, ou seja, para controle da escala, ¢ usual medir-se
bases, a espagos regulares,

Para controle da orientago, € necessario de-
terminar, tambem a intervalos regulares, o azimute de wum
dos lados da triangulagao.

Ora, a determinagao direta do azimute geode-
sico ndo € poss{vel, pela dificuldade que encontramos en
definir a normal. Determinamos entdo o azimute astronomico.

Para estabelecer a relagao entre o azimute ag
tronomico e o geode'sico, consideremos a Figura 2.

Figura 2
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Sejam, na esfera celestes

Za_ @ _“Zq o zenite astronomico e o zenite geode-
sico de um ponto de observagao M
L o polo norte

PZa a colatitude astrqnamica

PZg a colatitude geodésica.

Supondo agora que Zg esteja a oeste de Z, ,
e qus as longitudes sejam contadas de leste para oeste, de
acordo com a convengao usual, o angulo no polo sera a dife-
renga de longitude, isto et

quzA = 2'?—2.'4
0 desvio de vertical e o arco

2,2, =%

De forma qus, projetando Z, 80bTe O &rco es..
P Zg, no ponto M e chamando 1 o azimute geodesico do
arco Z; %y, contado como de habito a partir do sul, vamos
encontrar:

ZoM = p =Xcost

Z.M = 3 =-Asenl

No trig.nglﬂ.o retangulo P Z, M, de acordo com
a lei dos senos, temos:

sen 3 = sen(Ags—A,)cos Y,
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'On, tendo em vista que o desvio de vertical 6 sempre um ar

co muito pequeno, de modo qus podemos confundir os senos
com o8 arcoss

3 = (15-4,)cos ¢,

Quanto a componente do desvio de vertical se
gundo o meridiano, podemos escrevers:

7= (90-4.)— (90—-9,)cos(Ag-1,)
Ou, desenvolvendo o cosenos

7= (90-9,)— (90~ ¢,)[1- @i—lﬂ)+ ------ ]

Sendo P o valor de wm radianc em segundos,
para (A= A, em segundos.

Sendo pequeno o desvio de vertical, como ja
vimos, podemos desprezar os termos de segunda ordem, de mo
do ques

7= (90-9,) = (90-4,) = 4, 4,

Sendo agora 1, o azimute astronomico  de
Zy Zg, tambem contado a partir do sul, temos as  seguintes
igualdades que nos dao os angulos internos do triangulo ..

P Zy Z5:
.(D»ZAZQ = %—ﬂ

PZezy= [ -T
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Visto isto, podemos escrever, no trisng\ﬂ.o oo
sern(¥-T)colg(T~7) = coz_‘y(g ~4)sen X —cos¥cos (y-T)

Reduzindo ao primeiro quadrante:

seﬂ]‘cozfy[; = L‘y%senx + cosXcos?

Donde, dividindo por sen 7

coly Y = cosecl'ty %senx + cosXcoly 7

Substitu:Ln_do ®
senX =X radiancas
cosX = {

Vem:

colg I, = X cosec 7’&‘3% + colg '
ou
cat‘y r - colg V' = ij% cosec V' (28)
Ora,

caz‘y}}'—co&?l‘: f __7 _1‘9"—5'97;

297 L9V Ik -lo¥

onde, de acordo com a formila trigonométrica elementar
da tangente da soma de dois anguloas



Lg¥—toly = o (T =0) 1+ igTdqHt)

Substituindo, vems

colg ¥ — colg I = tg (P-F) 1+ 2tgVtg i)

tg¥ gt
como
lg ¥ =lg 7

Podemos escrever:

Z‘g Yoty = Lg%l
E visto quat

! +2g%f = sec’t
vems

& r-1)sec’t

colgl - colg ¥ = 2577

ou seja,

colg Iy — colg ¥ = E%’;_#

Ou, relembrando que:
r=65+7

e confwndindo o arco com a tangentes
Y—1—-T

sen®f

colg Iy —colg ¥ =
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Comparando com a formula (28), vamos encontrar:

Y-t =2tgg senl +T (29)

Admitindo agora que do ponto M é visado wm ou
tro ponto geodésico N, sendo:

%4 o azimute astronomico da visada M N

ds o azimute geodésico da mesma visada

2 _ a distancia zenital do ponto N, visto do ponto
M,

De acordo com a Figura 3, podemos escrevers:
sen (ag—F)colg(us—1) = cotfgjsenx + cos X cos (ag~Y')

Existe assim uma evidente analogia entre os
triﬁngulos P2, ZG e N2, ZG’ em virtude da qual podemos
a vista da formula (29), escrever:

1"=az¢+(2‘—atq) 7T - tg)
)‘/’= CZA*(dA—n)-}-('/Z —“A)
f‘—l‘;=xcotg}.ﬁn A

ou seja, substituindo:
(¢y—#)-(as—1) = ZLcolgFsen(as-1)+T

Donde se deduz:
(u,-ag)=(f-¥) +Xcolg 3 sen (ag-¥) + T



Figura 3

As visadas geode'sicas sao aproximademente ho
rizontais, de modo que podemos considerar:
3 = 90°
colg 3 =0
Swbetituindo  ( # - 7 ) pelo seu
valor em (29), vem: )

@y — Qg = —%fggﬂGSEH/

Ora,
—xsenl = 3



donde: 3

o, — dg =j tg %
pore'm,

2= (Ag—2,) cos ¢,
donde:

olA—dq.=(l(’_—/7,4)cosf4 Zg %

Como surgem aqui, no mesmo termo, a latitude
astrondmica e a geode'sica, vamos diferenciar esta formula
para estimar o erro que farismos substitulndo uma pela ou-
tras

Para d¢ em segundos:

d(-ag)= (7L, ) secfdPsen 1"+ (AL, )lg @ senyp dPser 1”7

0 primeiro termo do segundo membro desta £or-
mula nos da o erro cometido substituindo a latitude geode'-
sica pels astronomica; o segundo nos da o erro comstido subg
tituindo a latitude astronomica pela geodesica.

Tntroduzindo os valores numericoss

Ag— Ay £ 157

! >2secy=>r2/

0<itg9y <070

O <sen =057

dY < 15" = i~
sen 1”= 485y 10¢
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E substituindo encontramos:

d (@-a,) < 2261 1814 485 5 10" + 2255 0.70%0.57x 485 x 107°

ou sejas

d (-, ) = (128041 + 8489) 5 /0°°

fistes erros sao despreziveis, muito inferio-
res aos erros de observagao. Podemos portanto considerar a
latitude, na formula anterior, indiferentemente astronomi~
ca ou geodésica. Consequentemente, podsmos escrevers:

a, - o =(/Z¢—/1A)sen5ﬁ

@, = a,+ (A, —Ag)sen 5&7

Esta e a formula de Laplace, de uso corrente.
Ela nos permife passar do azimute astronomico para o geo=-
désico, de forma a limitar a propagagﬁo do erro azimutal
nas triangulagoes. Exige, entretanto, a determinagao da
longitude e do azimute astronomico em determinados pontos
geodésicos, os quais tomam entao o nome de pontos de  La-
place.

Como vimos, nao & necessaria a determinagao
da latitude, mas 6 usual determina-la tambem, para fins de
estudos do Goéide, a qus nos dedicaremos mais adeante, uti
lizando alguns dos pontos de Laplace existentes na trian-

gulagac do Pafs.
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IV - SUPERFICIES DE REFERENCIA

Como vimos ha pouco, os estudos em que esta-
mos empenhados visam a determinagao de valores da fungao

Fep.o.1)

que possam vir a ser utilizados, oportunamente, na determi-
nagao analftica dos parametros da formula (27) e que permi-
tam, desde logo, a representagac grafica da superficie do
geéide ’ a medida que se forem acumulando os resultados das
investigagoes.

Ora, nao 56 0 centro, como o interior da Ter—
ra, além de profundidades relativamente pequenas, sao vir—
tualmente inacess{veis, a observagao, de forma que a deter—
minagao do ralo vetor 80 ¢ possivel por metodos indiretos,
dependentes de cbservagoes realizadas na superf{cie. Deste
modo, ¢ intuitiva a necessidade de uma superficie de refe-
rencia, proxima do geoide, na qual possamos projetar .posi-
goes, distancias e diregces observadas sobre o terremo,afim
de investigar as correlagoes entre asses dados e as incogni

tas do problema, Nada mais natural, por outro iado, que a=
dotar—-se, como smerff.cie de referéncia, aquela definida pe
los térmos da formula (27) cujos paré‘.metros possamos deter-
minar "a priori®, ainda qua aproximadamente, nos casos em
que nao for posafvel faze-lo de forma rigorosa.

Nao ha perria.mente novidade nisto; apenas
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maior rigor nas definigGes, aestabelecendo distingﬁo entre -
o geéida, na, acepgﬁo de Listing, e superf{cies geométri—

camente simples que dele se aproximam, e que podemos defi-

nir com aproximagio cada Vez maior, & medida que evoluem os
nossos conhecimentos, E! evidente,'porém, que essa dis-

tingdo tem decisiva importancia para a solugao completa do

problema, colocando a nosso alcance a fase final do longo

processo de aproximagoes sucessivas, em que tso importante

papel desempenharam os ensinamentos de Ptolomeu e Aristo-

teles, as medidas de Erato;tenes, a teoria de Newton e os

trabalhos dos sabios da Academla de Franga, completados pg

las extensas investigagSes desenvolvidas pelos geodesistas

modernocs. '

Estabeleclida essa distingao, podemos escrever:

p=p+N (30)

onde _S e o raio vetor da superf{cia de referencia, in=-
cluindo determinados termos da formula (27), segundo o ori
tério adotado na prépria definigao; e N e o segmento do
ralo vetor do geéide compreendido entre este e a superff-
cie de reforﬁncia, encerrando todos os outros termos da
formula (27).

Evidentemente, uma vez adotada a formula da
superficie de referancia, a determinagao®f_ em fungdo
de 8 @ A resume-se em uma simples quastgo de calculo
numerico. O problema em cujo estudo estamos interessados
fica limitado a determinagao do segmento N.

Vejamos, pois, como determinaremos os paray
‘ netros da superf{cie de referencias '
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Historicamente s & primeira tentativas nesss
sentido fol a celebre medigao de Eratlstenes (276 -196 A.C.)
que nao pode deixar de merecer uma referencia especial,ten-
do-se em vista que o mesmo metodo veio a ser utilizado um
seculo mais tarde por Poseidonio e dezenove seculos mais
tarde por Picard, no continente Europe'm Deve-se conslde~
rar que, no tempo de Eratdstenes, grandes dificuldades se
opunham as expedigdes geograficas, de modo que seus calou~
los foram baseados, de uma parte, em suas préprias observa-
gses da altura do sol em Alexandria, pore'm de outra parte
dados estimativos quanto & distancia e a diferenga de lon-
gitude entre Alexandria e 'Syen;, presunindo-se, ademais, a
passagem do sol pelo zenite desta ultima localidade s por o-
casiao do solsticio de verao, uma vez que, nesse dia, todos
08 anos, os raios do sol ilwminavam o fundo dos pogos, por
mals profundos qus fossem.

Nao seria, pols, o caso de alimentarmos ilu-
80es quanto a precisao da medigao de Eratostenes, ou da de
Poseidonio, tambem baseada em dados estimativos. Indubita-~
valmente, a exatidao dessas estimativas era insuficiente pg
ra revelar qualquer das irregularidades do gec'zide silnclusive
o préprio achatamento polar. Ainda no caso oposto, 1isto e ’
na eventualidade de que a precisac f0sse comparavel a que
hoje se obtem na determinagao das coordenadss astronomicas
e na medigao das distdncias geodesicas, e claro que uma de-
terminagao isolada do-raio de curvatura padeceria da mesma
limitagao, permitindo apenas uma determinagao aproximada do
primeiro termo da formula (27)e

Teoricamenta s Seriam nacessérias, no m{nimo,
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tantas determinagdes do raio de curvatura, em regioces di-
versas e convenientemente situadas, quantos fossem o paré
metros a determinar. Na prética, 830 nscessérias determi=
négaea muito mals numerosas, pois cada uma delas e afetada
pelas irregularidades locais do gedide, aldm dos inevita-
veis erros de obserVagio, que finaelmente conduzem o geode-
sista ao problema de calculo da interpolatriz para wm de-
terminado mmero de valores de wma fungao cuja forma e pré
viamente convencionada. Neste aparente paradoxo, citando
Daly:
"... The figure of the Earth has to be assu

med in order to find the figure of the Earth"

Assim, neste processo, os termos da‘série nao
incluidos na formula convencional da superffcie de referég
cia somam-se aos errog das observagoes e cam eles se con-
fundem, tratades = indistintemente, uns e outros, como er-
ros acidentais. Ora, nao & provavel que as irregularida-
des do geéide se comportem como erros acidentais, senao
quando considerados em conjunto aobre toda a superficie do
geéide, ou pelo menos grande parte delas ‘Toda vez que a-
plicarmos éste processo de calculo a uma porgac limitada
da superf{cie terrestre, sera prudente contarmos com a pro
babilidade de erros sisteméticos, de natureza regional,nao
evidenciados pelos res{duocs apurados em ralagﬁo‘aos valo=
res mais provéveis dos parﬁmstros calculados.

De fato, © préprio Heyford pSs em evidencia
a existdncia de termos harmonicos de per{odo comparével com
a extensao do territdrio estudado, ao demonstrar que a su-
perf{cie do geéide tende a acompanhar, com amplitude ate~
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~mz.ads.a., os grandes acidentes geogra’ficos s em compreens{vel'
decorrencia de seu efeito gravitacicnal.

Dentro dos limites da area considerade na in-
vestigagao (que fol, para Hayford, o territorio dos Estados
Unidos da America), as irregularidades locais, devidas a a-
tragao das massas situadas na imediata vizinhanga ds cada
ponto, dao origem a térmos que na falta de expressao mais
adequada, chamaremos "“de curto per{odo" 5 estes termos ten-
dem & assumir comportamento conmarével com a distribuigzo
normal de erros acidentais. O mesmo, porem, nao OCOrre cOm
os termos "de longo per{odo", citados antes; estes introdu=-
zem, ‘nos resultados da investigagdo, influéncias sistemati-
cas, de natureza regional, quer seja aplicado o motodo dos
arcos, ou o celebre metodo das a’.reas, cujas vantagens Hay-=
ford soube tao bem acentuar.

Nestas condigoes, além das influencias looais,
que pouco ou nada interferem na determinagao dos parametros
da superffcie de referancia, devemos contar com a presengas
en cada valor de N , de tarmos de pequeno gra'xu cuja lenta
variagao pouco se manifesta em areas reduzidas, poren atine
ge valores significativos entre pontos situados a grandes
distancias, sujeitos a influencias diversas da atragao das
grandes massas continentais. Em face, pore'm, do que ficou
dito antes, importa nao perder de vista que uma parcela deg
ses teérmos estara tambem presente, sob a forma de erros sig
teméticos, nos valores dos paré.‘metros da superf{cie de re-
feréncia, que assim nao podemos considersr definidos, em o,
tima anslise, pera a expressao analftica do gedide, senao
‘quando dispuzermos do levantamento total da superf{cie ter=
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restre. Ate entao, devemos contentar-nos com determina-
goes parceladas, referidas a superf{cie arbitrariamente de
finida por valores proviséri’os dos paré‘metros principais,
de acordo com a formula (27).

Idﬁ'nti‘cas‘ qonsideragSes aplicam-se a inves-
tigagEo da forma do geo'idc, ou da superfj'.cie de re’feréncia,
com o aux{lio das observagoes da aceleragao da gravidade.
Antes, pore'm, de entrarmos neste assunto, vamos investi-
gar a precisao mmerica resultante da aplicagao do método
astronomico-geodesico a determinagao da superficie de refe
rencia, a parte as consideragces anteriores.

Com relagaoc ao raio de curvatura, podemos eg
crever, limitando-nos ao primeiro termo do desenvolvimento:

_ D
R=7

o raio de curvatura;
o comprimento do arco gsodésico, medido na

onde

Dy Oy

superf{cie terrestre;
e o Engulo formedo pelas normais a nuperﬁ'.cie
nas duas extremldades do arco,.

2
£
8

Diferenciando, vamos encontrar, apos transfor-

magoes elementaress

dL2 dD red
=z - o2 Y77 (31)

Assimilando 7/ ao angulo formado pelas di-

regoes das verticais,determinedas par observagoes astrono-
micas, ponhamos de parte provia‘oriamen‘be o8 erros de esta-

: 95.0, causados pelos deavios de vertical; astes, como sabe=
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mos, podem ser representados pela derivada do segmento N em
relagao ao arco determinado na superficie de refersncia pe=
la sua intercessao com o plano definido pela vertical(per-
pendicular ao geoids) e pela normal (perpendicular a super-
‘f{cie de referencia). Isto ®s

1= . (32)

A hipétese, proviaariamante adotada, corres-
ponde, portanto, as

N = Constante

ou seja, a ausencia de ancmalias.

De acordo com este presuposto, e que vamos en
carar a influencia dos erros de observagao propriamente di-
tos, admitindo que possamos, em cada ponto astronamico, de-
finir a diregao da vertical com erro igual a 0.1%, pols es-
ta ¢ a tolerancia de erro provavel adotada nas especifica-
goes internacionais para determinagGes astronomicas de pri-
meira ordem.

Para o Qngulo formado por duas verticais, te-
riamos assim: ' '

a8 =0,1"VZ (33)

Vemos que este termo varia na razao inversa
da distancia. Impoe-se, portanto, neste processo, a utiliza
gao de grandes distancias, cuja determinagao sc @ possivel
indiretamente.

Ora, o processo cléssico, en Geodésia, para &
. determinagao indireta de distdncias ¢ a triangulagaosde for
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ma que a estimativa do érro &0 exigiria, a rigor, wm com
pleto estudo dos erros de varias naturezas que afetam as
observagoes geodesicas. Tal estudo nao cabe, evidentemen-
te, no plano desta modesta monografia, de modo que forgoso
6 contentarmo-nos com wm exame resumido e eaquemﬁtico da
questaoe

Lembremos, inicialmente, que na medigao das ba-
ses geodésicas de primeira ordem tolera~se o erro provével
de um milionésimo como o limite dos erros acidentais, Para
atandermos & possibilidade de erros sistematicos, qus nao
e poss{vel eliminar totalmente, e atendermos tamben a pro;
babilidade de erros superiores ao provével, devemos ado-

L4
tar, como e usuals

= Je

% Z (34)

M

onde:
€u

P F Y rd

e o erro meximo a temer
2

e, @

P

o erro provével
Chegamos assim a admitir wm erro de 3 milio-
nééimos, que 8se propagaré wiformemente a todos os lados
calculados a partir da base.

Alem désse erro, devemos levar em conta a influ
encia dos erros cometidos na medig&o dos angulos utiliza=
dos no calculo das distancias, e pera isto, atendendo a de
. finigoes bem conhecidas, vamos admitir que @sses erros se
acunmulem proporclonalmente a raiz quadrada do sqmatério dos
nodulos de rigidez de figura. Isto posto, podemos escre=
_ver, para wm pomto qualquer de wma cadeia de triangulagacs

d0 _ _2e” -‘/ 2 '
Z Z Mx/is 3 (35)
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onde:
@ o arro relativo do comprimento de um lado
e” & o erro medio de uma diregao observada
M & o modulo do sistema de 1oga.r:ftmos decimais

SR é o somatorio dos modulos de rigidez, dados pe-
la formula usual:

R = %g Z(J;+ 5:+ 55(5; ] (36)

Na formula (35) presume-se qus os valores de
2Re “% 8a6 acumulados a partir da mesma base.

Para wma estimativa de e”, nas triangulagoes
de primeira ordem, podemos utilizar o valor médio dos erros
angulares de fachamento dos trigngulos, para o qual e adotg
da a tolerancia de mm segundo de arco. Tendo em vista que a
soma dos tres angulos de um trig.ngulo depende de suas di-

regoes, temos entao:

e"= V;_' ~ 041" (37)
Outro critério de que podemos servir-nos ¢ a
comparagao dos comprimentos medidos nas bases com os  com-
primentos calculados a partir de bases. cont:l'.guas. Segundo
Simmons, o valor medio relativo dessa discrepancia, na tri-
angulagao dos Estados Unidos da América, vem sendo:

/ -&
— I —=/333x/0
75. 000 S

No Brasil, infelizmente, a triangulagao geo=-
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desica de:ambito nacional data de época bem recente, de mo
do que nao dispomos ainda de um ajustamento de conjunto nem
de elementos estat{sticos suficientemente precisos.

Quanto a =R , adotemos o geu limite dasajé.-
vel, que as especificagoes do Instituto Pan-Americano de
Geografia e Historia fixam em 80 unidades da sexta casa dg
cimal, Temos assim, por  substitulgao na formula (35):

_ _ 2e” \((85
15.53 = 04343 V 3

donde:

er = 056"

Como vemos, é satisfatoria a concordancia en-—
tre os valores encontrados acima. 0 fato de ser major o va
lor de e* deduzido das discrepancias entre as bases medi
das e calculadas pods ser atribuido, pelo menos em parte,a
possibilidade de encontrarem-se as duas bases, que influenm
na comparagao, a diferentes alturas relativamente a super—
£icie de refersncia,cﬂcmtancia esta cuja influencia nao
se faz sentir nas equagoes angulares.

Adotemos entao, o valors:

e’ = 056"

Isto nao 86 para evitarmos um critério otimista, como tam-

bem porque ésse valor resulta de consideragoes mais direta_
tamente ligadas a finalidade que temos em vista. Feito is-

to, podemos escrever:

di _ -6
Z 2 = 149\ >R x 10 (38)

Vindo S2 em unidades da sexta casa decimal, como de ha-
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‘bito.
Se convencionarmos adotar tambem o miliondsi-
mo como wnidade de erro relativo, podemos escrever, mals
simplesmentes

Z.Cé_l =149 =R 39)

Considerando agora um arco de  triangulagao
compreendido entre duas bases, 4 e B , vamos representar
o erro total do comprimento de um lado por uma das £z
las:

Y=2[3%149 vx']

ou (40)
Y,= + [3+129Vx=x]

onde estamos representando por x o valor de 2 < desde a
base 4 ate o lado considerado, e por X o SR desde a bg
se A até a base B . E! cbvio que a primeira  formula
refere-se ao arro relativo do comprimento calculado a par-
tir da base 4 , e a segunda ao erro relativo do comprimen—
to calculado a partir da base B , E' evidente tambem a

simetria em relagao a um ponto de abcissa:
X

X =7

Para malor facilidade de racioc{nio, podemos
admitir que calculassemos o comprimento de cada ladc a par-
tir da base mais préxima. E' facil perceber que a discre-
pancia entre as bases seria apurada em um determinado lado,
0 mals aproximadamente equidistante dos dols extremos, em
termos de P+ E' claro tambem que a discrepancia seria
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‘igual a diferenga entre os erros acumulados a partir de cg
da extremo, o que poe em evidencia a possibilidade de dis-
crepancias muito menores que o8 erros presentes, dependen-
do do sinal dos mesmos. Isto tem importancia em nosso ra-
cioc{nio, para mostrar qus o processo de ajustamento da
triangulagao, cujo escopo ¢ anular as discrepancias apura-
das em relagao a determinadas condigGes geomstricas, nao
implica necessariamente na eliminagao ou na compensagao dos
erros de observagao, de forma que, antes como depois do a-
justamento, o érro a temer sera maior para os pontos mais
afastados das bases, devendo apresentar-se com seu valor
maximo no ponto medio de cada trecho compreendido entre
duas bases.

De acordo com esta ordem de idéias,e.guardando
coerencia com o critério anteriormente esbogado, de aten-
der as condigdes mais desfavoraveis, vamos admitir que o
érro relativo médio, aplicavel ao calculo da distancia en-
tre as duas bases, seja dado pors

X
? a
%= %_[[3 +149x% | dx (41)
donde

%=5+0.7X% (42)

Teriamos, desta forma:

Para X =60 J%§l =84
Para X =8 : 42 =293
Para X =00 : 22 = 00

D
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Para obtermos o erro relativo medio para va-
rios trechos consecutivos, cada um dos quais compreendido
entre duss bases, de acordo com a formula classica de pro-
pagagao do grro, podemos escrevers:

40 - L (3 +a7X?) (43)

onde » 6 o numero de bases existentes na distancia total
consideradae.

Afim de representar a formila acima, compara-
tivamente com o érro angular, em fungao da distancia, ado-
temos como valores medios 80 milioneésimos para o valor de
SR e 200 Km para a distancia entre bases. Rgsulta o se-
guinte quadro:

D n-1{ % &;L %
200 1 9,3 21,8 31,1
400 2 7,6 10,8 18,4
600 3 6,2 752 13,4
800 4 54 5,4 10,8
1000 5 4y8 4y3 9,1
1200 6 byd 3,6 8,0
1600 8 3,8 2,7 6,5
2000 10 3,4 2,2 5,6
]

Estes dados seriam aplicéveis a hipétese de
que as observagoes fossem realizadas diretamente sobre a su

iaerﬁ‘.cie de referéncia., ou a esta fossem reduzidas por meio
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de corregoes apropriadas. A primeira destas alternativas e
Sbviamente irrealizavels A segunda sera praticivel, a ri-
gor, gomente quando conhecermos suficientemente o relevo
do geéide, em relagio a superf{cie de referencia. BEnquanto -
faltar esse conhecimento, teremos que contentar-nos com a
redugso ao geolde das observagSes realizadas na superficie
do terreno. Esta e possfval porque as operagaes de nive-
lamento nos fornecem virtuvalmente as distancias entre o
terreno e o gedide. Temos assim, que a ausencia das corre-
goes de redugao a superficie de referancia influs forgosa-
mente nos resultados das observagoes, no sentido de aumen-
tar os respectivos erros. Ao mesmo tempo, g6 de forma m
tanto insegura podemos estimar essa influéncia, enguanto
faltarem os elementos cuja ausencia admitimos ha pouco.

No que se ferere a diregao das normais, isto é,
ao ingulo ! , sabemos que o3 erros de estagio podem ser
muitas vezes superiores aos erros de observagﬁo; quanto aos
erros dos comprimentos das bases, a corregao de redugao do
geéide a superf{cie de referencia tomaria a seguinte for-
ma, analoga & corregao usval de redugac das disténcias ao
nivel do mars

c= 2 (44)

onde?
] e o comprimento de base;
é a distancia vertical do geéids a superf{cie de

1=

referencia, no ponto medio da base;
R @ o raio de curvatura da superf{cie de referen-
ciay, no plano que contém a base.
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De acordo cam esta relagao, e fégil verificar
que a precisgo-de 3'milionésimos, vigta antes; corresponde-
ria at

N < 9m

Ora, sabendo-se qus as ondulagdes do geoide
poden exceder a wma centena de metros, tambem aqui sdo de
temsr erros bem maiores que os considerados antes.

Conclui~-se, portanto, que as dimensoes da su-
perffcie de referﬁncia, definidas pelo paramatro R 80 po—
derao ser determinadas com a precisao que teoricaments ob-
tivemos, depoils que houvermos alcangado um ragoavel progres
30 no levantamento do geoide. Ate, entao, teremos qus con-
tentar-nos com uma precisao que sabemos inferior ; indicada
pelos erros provévais das observagSes, embora nao possamos
avalia~la com muita seguranga. Corroborando este ponto,
recordemos o8 valores calculados por Hayford, respectivamen
te em 1906 e em 1909, para o semi-eixo equatorial do elip-
soide terrestre:

Bm 1906: 6.378.283
Em 1909: 6.378.388

34 n
18 m

1+ 14

E' desnscessario insistirmos nos detalhes do
metodo seguido por Hayford, mas convem acentuarmos que es—
ses mimeros foram deduzidos simultaneamente com o valor mais
provével do achatamento polar e com as corregses mals pro-
vaveis do efeito topoisostético em todas as estagSes astro
nomices, e do érro residual na diregao da normal no ponto
adotado como origem para o caleulo das coordenadas geodési—
.cas. Cumpre, portanto, ver no resultado obtido a melhor a=
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daptagéo possivel, com os elementos disponiveis, de uma su

perficie elipsdidica de revolugao a superficie irreguler

do geoide na regiao abrangida pelos levantamentos utilize-

dos. Ainda assim, ao consignar erros provaveis tao peque-

nos para dois valores cuja diferenga val alem da cen metros
Hayford nao deixou de ressalvar a possibilidade de outros

erros, de aparéncia ou natureza sistemética, ao escrevers:

"The probable errors given above were computed
directly from the residuals on the assumption
that the errors involved are accidental in
character. As there is some evidence of sys-
tematic errors, these probable errors should
be slightly increased to represent the actual
‘uncertainties in the values cee. "

e "The prqbable errors were computed in the usual
way. They are somewhat too small, as they are
based upon the assumption that the residuals
are 81l accidental in character and indepen—
dent of each other. As shown later in +this
publication, there is a sufficient tendency
to geographic grouping of residuals of like
sign to indicate that the residuals are not
entirely independent of each other. It is
extremely difficult to estimate the amowmt
by which the computed probable errors should
be increased to represent the real uncertain
ties in the values. It is believed, however,
that the real probable errors are but little
larger than those shown above."
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Caberia acrescentar as possiveis diferengas
entre essa superfi'cic e aquela capaz de melhor adaptar-se
ao geéide en seu todo, sem deixar de atender, ao mesmo tem—
po, as condigoes que tivemos oportunidade de citar em capf-
tulo anterior.

Para Helmart, as investigagoes de Hayford per
mitiriam dedpzirs

a=6378388'-.5 53 m

Entretanto, mesmo este erro prog'é.vel € bem in
ferior as discordancias com a maioria dos valores encontra-
dos independentemsnte por varios pesquizadores nos ultimos
tempos, como se verifica em breve citagao:

Everest (1830) a= 6.377.276?

Bessel (1841) a = 6¢377.397
Clarke (1866) a = 64,378,206
Clarke (1880) a = 6,378,301
Clarke (1878) a = 6,378,199

Helmert (1907) a = 6,378,200
Heiskanen (1929) a = 6.378.400
Jeffreys (1948) a = 6,378,099

Jeffreys atribul ao resultado por éls encon-
trado, baseado nfo s6 em medigdes geodésicas, mas tambem em
observagoes gravimetricas, de paralaxe lunar e de precassaq,
o arro prova;.vel de 79 metros. No entanto, a tendencia que
modernamente predomina entre os mais abalizados autores e
atribulr, a qualquer dos valores até hoje determinados, um
erro provével da ordem de grandeza de uma centena de metros,

que corresponde aproximadamente a 16 milionesimos em erro
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relativo,

Logo adeante veremos que asse gréu de preci-
sao, embora bem inferior ao que deduzimos ha, pouco, 6 mais
que satisfatorio para a solugao dos problemds ligados 8 de
terminagao do relévo do geoide, de modo que a definigac da
forma do gedide mais uma vez tende a preceder a determina-
gEo rigorosa das dimensoces, tanto do geéide como da pré-
pria superf{cie de referencia. '

E! claro que a adogao proviseria de um valor
aproximado de R corresponde & fixagao de wma escala ligei
ramente diferente da unidade,:tal ques

=2 (1+0)

Sendo X2, o valor aproximado e § wum pequeno
coeficiente cuja determinagao fica na dapendﬁncia do levan
tamento da forma, Assentado esse ponto, ocupemo-nos do a-
chatamento polar:

a2 )

A determinagao désse coeficlente, pelos neto=
dos astronamico-geode'sicos, simultaneamente com wma das di-
mensoes lineares do elipsoide (usualmente o semi-eixo  e-
quatorial), constitue um dos problemas classicos da Geode—
sia, em cujos detalhes nao precisamos insistir.

Os resultados alcangados por varios autores,
na investigagﬁo;dasse paramatro, pelo Metodo dos Arcosy; ou
pelo das ﬁreas, em época mais recente, foram os seguintes:



Everest (1830): 1/f = 300,80
Bessel (1841) 3 1/f = 299.15
Clarke (1866):  1/f = 294,98
Clarke (1880): 1/f = 293.47
Clarke  (1878):  1/f = 293.15
Hayford  (1906):  1/f = 297.8
Helmert  (1907): 1/f = 298.3
Hayford  (1909):  1/f = 297.0
Heiskanen (1929): 1/f = 298.2
Jeffreys (1948): 1/f = 297.1

E' evidente que estes coeficientes sao afeta~
dos pelas mesmas causas de ,érro que influem, como vimos ha.
pouco, na determinagao do raio de curvatura. Assim, por um
racioeinio a.ns'zlogo ao que tivemos a oportunidade de desen=-
volver anteriormente, concluimos que deve ser admitida uma
incerteza de uma ou duas unidades para os mais recentes dos
valores acima transcritos que representam a inversa do coe-
ficiente f. Percebe-se maior discrepﬁncia dos valores de=-
vidos a Everest, Béssel e Clarke; ao mesmo tempo, e intereg
sante notar a concordancia entre os valores devidos a Eve-
rest e Bessel, e entre os trés valores devidos a Clarke, co
mo um exemplo de aparente precisao & que podem conduzir as
£rmulas do erro acidental, quando aplicadas a2 wm nimero re
queno de valodres, ou em condigSes diversas de wuma distribui
gao normgle

Nestas condigses, parece prudente nao ir alen
des

1w /
zg7 > f >33 (46)
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Ou, de acordo com as investigagoes mais recen

tes nos Egtados Unidos da America e na Uniao Soviética, se-

gundo Dupuys

temnoss

/
=55 = >t (47)

Ora, derivando a formula classicat
p =-a (1-fcos®8)

d’f.’_‘i a00529d'}’- a/gcaseec{(?[-) (48)

onde, se adotarmos:

d(F)=1

Ha e
vamos encontrar, aplicando os valores numericoss

ou seja:

af/O 72 cos?8 (49)
Para 0 =0 3 'v'd'f=72m

=30 3 dp =54 m

@ =45 aflo=36m

e=60 1 d’f>=18m

e =9 3 c[/o-,--

Salvo na zona aquatorial, onde o achatamento

polar influe pouco no raio vetor, a incerteza de uma unida-
de no denominador do coeflciente £ conduz a uma precisao me
dfocre na determinagho da forma da superficie.
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No levantamento do releve do geéide s podemos
aspirar & precisao bem superior a essa, de forma que, para
nio abdicarmos ds maxima precisao possivel na determinagao
do geaide 9 8o poderemos considerar definitivamente fixado
o valor de £ quando a precisao de sua determihagao  for
ben superioi' a atual, Ate 15., temos que admitlr que:

T/ = 7‘2 + & : (50)

onde chamamos$
/L : o valor definitivo

T: : 0 valor provisério

Devemos entao concluir que, nas condigoes a=
tuais, a superf{cie de referencia nso pode ainda correspon-
der rigorosamente ao conceito expresso na formula (30), pois
e Heito prever que o termo N contenha resf{duos de wn ou
mais térmos incluidos em L e

Isto posto, e dentro dos limites ja’. citados,a
escolha dos pargmetros provisérios da superf{cia de refe-
rencia nao 6 questao decisiva quanto a precisao final da dg
terminagao do gecide. Ela &, entretanto, muito ponderével
no que diz respeito a coordenagao dos resultados das obser-
vagoes, consideragao ‘esta cuja impor‘bancia. amnentara senm du
vida, a medida que progredirem os estudos geodesicos e geo-
£{sicos e a colaboragao internaclonal nesse campo.

fiste @ o criterio defendido por Bomford, com
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sua indiscutfvel autoridade:

n, .. From most points of view it is now
unprofitable to dispute whether the polar flat
tening is 1/296 or 1/298 of the major axis,
although the point is of importance in astro-
nomy, and for the present any such value will
suffice for a spheroid with reference to which
the actual form of the geoid .can be represen—
ted as it becomes knowm. Other things being
equal it is desirable to use the Hayford or
International Spheroid®.

Adotado aste conceito, passa a um plano aca=
démico o interesse do geodesista para outros metodos capa-
zes de conduzir a determinagao dos parametros de uma super
f{cie ideal de referencia, quais sejam, os metodos astro-
ndmicos, baseados nas observagoes da precessao e da para-
laxe; e o metodo geofisico, baseado nas observagoes da gra
vidade. Ademais, para um elipsoide de revolugao, asses ma
todos visam, exclusivamente, a determinagao do achatamento
polar, pols a determinagaoc do parametro linear R  depends
necessariamente da medigdo geodesica de distancias na su-
perficie da Terra. Deixemos, entao, para outra oportuni-
dade o estudo desses metodos, qua demandaria um desen-
volvimento incompat{vel com o plano desta obra; e voltembs
ao estudo do geéide:

Definida a superf{cie de referencia como m
elipséida de revolugﬁo, podemos escrever, a vista da‘férmg
la (27)3 '
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o= —e [1-54,800) ] (51)
Es

N =R gs,,(e,l) (52)
Ora, se .

a = 6_40000b 7

5]
F = z00

temos:
af = 2/300m

a/gd 7/ m
/ 0.8

Desprezando, en vista diato, 0s térmos em

f3 fl* stc., a equagao polar do elipsoide de revolugao PO
de ser escrita sob a seguinte forma (Bomford) s

/%-a [( /= j?'/‘e) — feos6 + %i’ cosZog + --------- J

onde
L e o raio vetor contado a partir do centro geo-

metrico da superf:'.cie;
_9_ e a colatitude geocénj:rica.

levando em conta ques

cOS220 = £ cos*O — LcosEE + 1
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Yamos encontrar, apos transformagoes algebricas elementares:
p=a [f—,ﬂcasfe - g—fgosfe + Z feos®E + ----—---—J (54)

Nesta férmﬂ.a,observamos qus o desenvolvimen=—
to esta limitado a quarta potancia de cos 8 ; o desenvol-
vimento em fungoes de Legendre estara, portanto, limitado
ao quarto gra'u. Observamos tambem que estao ausentes as
potancias :fmpare s, devido a simetria do elipséide, em rela-
gEo a origem do aistema de ‘coordenadas e ao plano do equa-
dor; por aste mesmo motivo estarac ausentes os polinamios
de Legendre de gréu :fmpar.

Vamos entac escrever:

.p-

3

/
B - g—c ‘e - ?
%— 0549—%900529+ v

L -

e, dividindo sucessivamente por £, e 2 a expressao ante-
- rior, encontramoss: '

fma [(/- $r-Lt)- S (F+HAE)B + ';—gf'ia] (55)
ou

R =a(GB+GR+GH) (56)
onde



Ou ainda?
S - R(/+4A,R+4,5)
onde R= a(1— 4F-L#%)

' ~f
A= —2(F+ ZFo)1 ~ 5+ -5+F)

a,= L2/ -4 of - 4FF)

Quanto a N, devemos escrever:

n=rp

ﬂl'g

N= B> 5, (6,1

mf
s7rm{

Se admitirmos que a origem do nosso

(57)

(58)

glistema

de coordenadas, que no caso e o centro do elipséide, possa

estar afastado do centro geométrico do geéide;
Ous

man
nzg

N= RS> 8 (6,1

rr
maz

(59)

Se impuzermos a condigao de que a origem do
sistema de coordenadas, lsto 5, o centro do elipséide, coin

_cidé com o centro geométrico do geéide; este por sua vez,dg
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ve coincidir com o centro de gravidade da Terra, uma vez que
o geéide 6 wa superf{cie equipotencial da gravidades

Por outro lado, tendo sido 6 definido como a
colatitude geocantrica, o eixo principal do sistema de coor-
denadas, isto é, o eixo polar do elipséide, sera em qualquer
caso paralelo ao eixo de rotagao da Terra, cuja diregao as
observagoes astronomicas permitem determinar com precisac, e
a partir do qual ¢ medida acolatitude.

Assim, no caso de coincidir o centro do geéi—
de com o do elipséide, e evidente, qus os eixos coincidirao
também, Com referéncia a esta posigdo tnica do elipsoide, @
que definimos como "absolutas" as coordenadas gaodésicas; ao
mesmo tempo, define-se como 'relativas™ as coordenadas geo-

desicas referidas a qualquer outra posigao do elipséidg.



V ~ 0O NIVELAMENTO ASTRONOMICO

Definida a 'superf{cie de referancia, podemos
passar a focalizar o problema de levantamento detalhado de
wa determinada regiso do mesmo, em relagao aquela superf{-
cle, e para isto o primeiro netodo que se nos apresenta éa
interpretagé.'o comparativa dos resultados dos levantamentos
geode'sicos e astronomicos.

Este me'todo, que examinaremos neste capf.tulo,
apresenta evidente analogia com o nivelamento trigonométri—
co, utiligado na determinagao topogra'.fica ou geode'sica de
altitudes, motivo pelo qual recebe a dencminagao de "nivela
mento astronomico s particularmente cara aos autores fran-
ceses. Esta analogla é bem patente na seguinte formila fun
damental (Vide Figura 4).

AN = Xcos (A-4,)dL (60)

onde N que chamaremos "cota do geéida", é o segmento da
normal compreendido entre a superf:[cie de referencia e o
gecide; % @ o desvio da vertical, ou seja, o angulo forma-
do pela vertical com a normal; A e o azimute da diregao
em qus e visto, do ponto P, , o ponto P") sendo o3 pon=
tos P, e P infinitamente proximos; dL e a distancia en -
~tre P, e Pie A, e o-azimre do arco ZgZe

0s desvios de vertical sempre sao angulos su-
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Figura 4
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ficientemente pequenos para que se possa confundir o cose=
no com a unidade, de forma qus os segmentos N e Lk podem
ger conglderados como indiferentemente contados:s o primei~
ro, a0 longo da normal ou da vertical; e o segundo, ao lon
go do gec;ide ou da superif:{cie de referencia.
 Desenvolvendo a expressac anterior, temos:

dnN = [Z cosAcosA, + L sernd send, ] <) (61)

Chamando, agore, 7 e 2 as componentes do
desvio de vertical respectivamente no plano do meridiano e
noplano do primeiro vertical, podemos escrever:

'Z = Y coe 4,

5 = Lsern 4, (62)

Expressces estas que, substituidas na anterior, nos dao:

adN = [rzcosA +3sen/ ] adL (63)

Integrandoy concluimos que a diferenga emtre
as cotas do gec’»ide, em dois pontos quaisquer A e B, fica-
ria rigorisamente determlnada pela formula seguinte:

/VE—AQ _/8 [76‘054 +;52/?A ] gL (64)
4

Cumpre, entretanto, observar que esta £rmu-
la 86 teria aplicagao pra'.tica se fossem conhecidas as com-
ponentes do desvio de vertical, ponto por ponto, ao longo
de um caminho qualquer entre A e B. '

N Ora, pela propria definigao de desvio da ver
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7=%-% (65)

Es
}_(/ZA—/lG)cosgﬂ (66)

onde ¢ e A, sao as coordenadas astromomicas; e % e i,
880 as coordenadas geodesicas do ponto em consideragaoe
Nestas condigS'es, a soluggo aproximada do pro
blema pode ser encontrada atraves da determinagao das coor
denadas astronomicas nos vertices de triangulag'o'ea ou po=
ligonagSes » Que permitan o transporte das coordenadas geo-
desicas. A solugao rigorosa e evidentemente impraticavel;
se podemos calcular rigorosamente as coordenadas geode’sica.s
nos pontos intermediarios das tria.ngulagaas ou poligonagses
0 mesmo nao acontece com as coordenadas astronomicas s cada
uma das quais define wma caracter{sbica estritamente local,
e para cujo transporte carecemos de recursos.
Admitamos, pois, que as componentes do des-
vio de vertical sao conhecidas nos pontos A e B, que pas-
samos a considerar como os extremos de cada lance no trang
porte da cota N, Admitamos ainda que a variagao de cada
uma das componentes, entre cada dois pontos a.stronamieos
consecutivos , 8eja wiforme. Temos assim, a fémula.’apro—
ximadas

Nyg= N, = é- [(74+75)c054+ (54*'},9)53’74 ] L senlt” (67)

onde admitimos que as componentes dos desvios de vertical
venham expressas em segundos de arco, e L seja a distS.n-‘
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" cla geode'sica entre os pontos A e B, expressa na mesma
unidade que NA e N . i

Atendendo as convengoes adotadas na contagem
do azimute (a partir do sul) e da longitude (de leste para
oeste), a formula anterior assume a seguinte formas

Nty =4 [+ g)cosd — (3,48,) send] Lsen 1 (68)

Via de regra, os pontos A e B serao os pon
tos de Laplace, cuja deteminagé.'o, a0 longo das triangula-
goes ou poligonagoes, impoe-se pela necessidade de contro
le do transporte de azimute, e nos quais a latitude é tam-
bem determinada, embora possa ser dispensada para essa fi-
nalidade imediata,

Incorremos aqui em wma suposigao um pouco ou
sada, que pede uma verificagao.

Para @ste fim, tendo em vista as bruscas va-
riagoes constatadas entre Avare e Portdo, foram determina-
das as latitudes astronomlcas dos vertices Pico, Sao Se=-
bastiso, Morungava, Cerro do Elias, Urutao e Bocaiuva do
Sul, com os seguintes resultados, tomando-se Itarare como
origem para o calculo das posigoes geodesicas:
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Vértice | Estado (I}':’ziz:g: al ui’?ﬁi&ﬁ a Desvio
o)1 n o 1y (u :

Avare SP (2%(01), 3 R, (2% ch) ufg | ~08.9
Pico SP 23 35 07.2 | 23 35 11.5 | = 04.3
Sao Sebastiao SP 2/ 01 18.7 | 24 01 17.0 | = 0l.7
Ttarare B.N. SP 24 07 38.7 | 24 07 38.7 -
Morungava SGE PR 2/ 12 00,1 | 24 11 51.6 | = 08.5
Cerro do Eliss FR 24 31 5647 | 24 32 03.3 | - 0646
Urutao FR 24 54 5645 | 24 55 04:0 | = 07.5
Bocaiuva do Sul | PR 25 12 53.9 | 25 13 04.7 | = 10.8
Portao PR 25 29 0944 | 25 29 2441 | = 147

Relativamente ao quadro acima, convem escls
Tecer que o8 vertices Avare ’ Itarare BN e Portao sao pon=-
tos de Laplace. '
el ' Representando, agora, graficamente ésses T
_ .aultados, a parte as variagoes em longitude, que 840 de pou .
ca impor'bancia para esta simples verificaga.o, temos a Fi-
gura 5 2 donde concluimos que a variagao do desvio de ver
tical & apro:d.madamente gradual, pelo menos neste caso,com
a vnica excegao do vertice Morungava, pols nos demails pon
tog, as discrepancias apuradas, em relagac ao perfil Ave-
re-Itarare-Portao, sao da ordem de grandeza dos erros de
observagao dos pontos auxiliares, nos quais foi adotado: o
metodo de Sterneck, com preclsao variavel entre segunda e

terceira ordens,
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No préprio vertice Morungava, nao pode 8er
excluida a possibilidade de erro de observagao ou identi-
ficagao do ponto, devido a existencia de dois vertices com
0 mesmo nome e na mesma reégldo, pertencente um a triangu~
lagao geral do Conselho Nacional de Geografia e ‘outro a
triangulagao local do Servigo Geografico do Exército, ba=
seadas as duas em origens diferentes.

_ De acordo com esta ordem de idéias, vamos &=
plicar @ste metodo a triangulagao geodésica do Pafs, es-
colhendo para exemplo: o arco do meridiano de 49° W.Grw.,
no trecho compreendido entre o Triﬁﬂgulo Mineiro e o ver—

- tice Jativoca, no Estado de Santa Catarina; e o arco do
paralelo de 20° Sul, desde o mesmo ponto no Triangulo Mi-
neiro ate a base de Vitéria, no Estado do Espirito Santo.

No Quadro I estao relacionados os pontos de
Laplace existentes nesses arcos, com as respectivas coor-
denadas astronamicas, determinadas com precisao de primei-
ra ordem (@rro provavel nao superior a 0,1") pelos metodos
classicos de astronomia meridiana.

Bssas coordenadas definem, como bem sabemos,
a diregdo da reta perpendicular ao gecide em cada um dos
pontos de observagao, diregao essa que & observagao nos
permite determinar diretamente. O mesmo nao ocorre com as
coordenadas geodésicasg cujos valores dependem das convenr
goes adotadas quanto a forma e as dimensces, e quanto a po
sigao da superf{cie de referencia.

Adotemos como superficie de referencia o
Elipséide Internacional, e tomemos como origem para D cal-
" culo das coordenadas geodesicas a diregao da vertical de-
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QUADRO I

(Coordenadas Astronomicas)

Vertices Latitude Longitude |

Meridiano de 49° © () (™M (™ ) (M

Corrego Alegre , -19 50 5.1 48 57 42,75
Ribeiro dos Santos -2 38 2.15 A8 55 16.48
Areao =21 52 19.19 | 49 04 51.39
Agudos - 22 29 38,12 | 48 58 00.55
Avars - 23 04 44e80 | 48 53 30.66
Itarare -2, 07 38,70 | 49 16 25.22
Portao =25 29 2413 | 49 17 31.16
Jativoca - 26 22 26,04 | 48 51 48.73

Paralelo de 20°

Corrego Alegre =19 50 15.14 | 48 57 4275
Uberaba =19 45 54436 k1 57 49.52
Araxi — 19 35 36476 | 46 54 24.21
| Lug -19 47 32.66 | 45 36 5L.16
Rola Moga - 20 02 3172 | 43 59 51.40
Raul Soares - 20 04 0337 | 42 26 35.26
Vitoria - 20 09 4488 | 40 11 48,87

finida pelas coordenadas astronomicas do vertice Corrego A
. legre, Adotemos ainda, como azimute inicial, o azimute ag
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tronomico do mesmo vertice para o vertice Chapada das Areias
Teremos, com isso, definido a forma e as dimensoes da super
f{cie de referancia, representadas pelos parametros do Elip
8oide Internacional: :

a = 6.378.388
£ =1/297

Ao mesmo tempo, teremos definido a posigao
désse elipsoide em relagao ao gedlde, ao aceitarmos a con=
digao de coincidencia da normal (ao elipséide) com a verti-
cal astronomica no ponto Carrego Alegre, assim como a coin-
cidencia do azimute geodesico com o astronomico, da secgao
normal que contém a vertical de Garnego Alegre & o vertice -
Chapada das Areias.

Ds fato, quando dizemos que:

9 = ¢ ==-19° 50" 15.14"

onde ¥, e ¥, 880, respectivamente,. a latitude astronomica
e a latitude geodésica do vertice Cérrego Alegre, - estamos
impondo que o eixo do elipsoide de.raferéncia fage, com a
vertical do vertice Garrego Alegre, o seguinte Engulo:

70° 09' 444861 (69)

Esta vertical, convem lembrar, pode ser facil-
mente materializada com o awx{lio de prumos ou nfveis,' de
que sao dotados os instrumentos astronomicos utilizados na
determinagao das coordenadas, e 08 geodasicos, utilizados
nas operagoes de transporte das masmas. (Vide ilustragoes)

Isto posto, quanto a 1atitude, o lugar geome-
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trico das retas que satisfazem essa condigao (69) e uma fa-
nflia de superf{cies cSnicas, com o eixo em coincidencia
com a vertical do vertice Cc'zrrego Alegree A condigao relg
tive a latitude nao e, portanto, suficiente; impoem—se ou-
tras que levantem a indeterminagaoc.

A condigao relativa a longitude nao contri-
bue dirstemente para definir  posigao do elipsoide, mas
sim indiretemente, pela sua relagao com o azimute, expres-
sa pela classica formula de laplace:

OL'6=0§‘+(2,A—16)52/?50

~ L4 ~
onde o. e i, sao o azimute geodesico @ astronomico, res-

pectivemente, De acordo com esta férmﬂ.a, guando:
-1, =0

A corregao de Laplace, ao azimute observado,
e tambem nula. O azimute geodésico do plano vertical em Ct;g
rego Alegre que contem o vertice chapada das Areias, deve
entao ser igual ao azimite observado astronomicamentes

128° 21! 48.96"

Definimos assim a posigao do plano meridiano
que é, dentre todos os planos verticals em Cérrego Alegre,
aquele que forma o g.ngulo acims com o plano vertical que
conten Chapada das Areias. Considerando que o eixo do e-
lipséide deve estar contido no plano meridiasno, a interceg
sao deste com as auperffcies conicas acima referidas deter
mina tma fam{lia de retas, que sao agora o lugar geome'tr:!.-

“co do eixo do elipséide. Resta determinar o comprimento.
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do segmento da vertical compreendido entre o ponto de ob~
servagﬁo (na superf:fcie do terreno) e o ponto de interces=
sao da vertical com o eixo do elipsc':ide. Esse segmento o
representado por EV! na Figura 6, a vista da qual pode=

mos escrevers:
EV EV, + vy + w

No segmento -]:s'_\'f; reconhecemos a grande nor—
mal (raio de curvatura da secgao normal segundo o plano do
primeiro vertical), que podemos exprimir em fungao dos pa-
rametros do elipsc;ide s de acordo com a formula classicas

— =4
EV,=a(/-e’senty) 2

ondes

Na segunda parcela, temos um Segmento aproxi-
madamente lgual a cota do gec'xidn » a qual chamsmos N (se-
guindo a nomencldtura ususl), na férmula (30)e De fato, a
Figura 6 nos permite escrever:

VY = Ncos (¢~ ¥)

onde ¥ ¢ a latitude geog'réfica e ;1/' a latitude geocéntri-
ca. ’ )
Sabemos ques

50 = 5” < 00°r2’

Podemos escrevers
?j - N < 0.00001 N
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Visto que:
cos 00° 12' = 0.99999

0 segmento TW' e a altitude topogréfica do
ponto de cbservagao, que podemos determinar sem dificulda-
de, pelos méetodos usuais em Topografia e Geod;sia.Pr&bicu,
ou sejal

W' = n
Donde, pos substitulgao,
4
EV'ma(/—e%senfy) ® +N +h (70)

. Nestas condigoes, 80 podemos determinar com-
pletamente a posigao do elipsoide fixando o valor de N
(cota -do geoide) que é justamente o objeto de nossa inves-
tigagao, Nesta fase inicial do estudo do geclde, somos en
tao obrigados a arbitrar o valor de N correspondente a
origen Cérrego Alegre, vertice este que se transforma as-
sim em um Datum arbitréfio, pois sua escolha importa em fi
 xarmos wma posigao arbitraria para o elipsoide de peferen—
cla, em relagao ao gedidae.

Convem cbservar que, nessa posigao arbitra-
ria, o eixo e © centro do alipséide nao coincidem necessa-
riamente com o eixo de rotagac e o centro da Terra, respe-
ctivamente. Nestas condigoes, nao se aplicam algumas sim-
plificagSes que introduzimos ao tratarmos da £ormula geral
do geéide, porém isto nao exclue a utilidade e necessidade
de um Datuvm arbitrério, para um estudo preliminar, como pag

Ss8mos a ver.,
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A falta de melhor critt;rio, adotemos, no Da=-

tum :
N =20

completando assim, o nosso Datum arbitrarios

6.378.388
1/297

-19° 50' 15,14%
T 48° sTv L2.750

= 128° 21" 48.96" (para Chapada das
= o Areias)

il el SR PO

A partir dessa origem, podemos entao calcular
as coordenadas-geoci;sj,cas dos vertices da tria.ngn]ag;o, por
qualquer das férmzla.g_gguais. Obtemos dessa forma, para os
pontos de Laplace, as coordenadas geode'sicas que constam do
Quadro II.

Comparando as coordenadas geode’sicas com as
-astronomicas, obtemos og-desvios de vertical relacionados
no Quadro III., Rases desvios, nao devemos esquecer,seo ba-
seados no Datum arbitrario acima definido.

Pars obtermos as cotas do gec;ide, precisamos
agora aplicar gucgssivgmente a formula (68) a cade wm dos
trechos compreendidos entre dois pontos de Laplace consecu=
tivos., Antes, pore‘,m, precisamos calcular as distancias ‘e
os azimutes geode'sicos entre esses pontos, dados por suas
coordenadas. Trata=-se agul do problema classico de "ca’lc;g
lo inverso®, sobre cujos :detalhes nao vamos insistir mas
. exemplificamos, e cuja.solugao nos fornece os resultados
constantes do Quadro IV, no qual incluimos desde logo o ca';
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‘culo dos coeficlentes da formula (68):

L cos A sen 1%

L sen A senn 1Y

Introduzindo estes resultados, juntamente com
os dados antes disponfveis (Quadro III), na formula (68) ,
obtemos os resultados consignados no Quadro V (Nivelamen—
to Astronomico).

Podemos assim, obter o relave do geolde,por
pontos, em relagso a posigao do elipsoide correspondente
ao Datum escolhido. '

Ven a propésito, agora, investigar a preci-
sao alcangada nessa determinagao. Diferenciando a formula
(67), vamos encontrars

d (Ng=H, ) = senl’ [(7.+ 75 )cas A (5t 35 )send | L+
-+ 1’5%/” [—(7‘.'.,78)_5&/74"' (;4*';5)50514]6{4 + (71)

s et et g roeriia]

Qugnto ao azimute, a condigao mais desfavo-
ravel 6 , evidentemente, aquela em que:

cos A = aen A = 0,707
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UADRO II

(Coordenadas Geodesicas)

Vertices Latitude | Longitude

Meridiano de 49° | (°) (') (m) °) (v)

Cdrrego Alegre =19 50 15.14 | 48 57 42.75
Ribeiro dos Santos - 20 38 20.70 | 48 55 16.51
Areao -2l 52 19.93 | 49 04 50.37
Agudos -22 29 39,10 | 48 57 59.01
Avare - 23 04 45.97 | 48 53 29.27
Itarare -2, 07 48.70 | 49 16 25.13
Port&o " - 25 29 19.48 | 49 17 33.03
Jativoca ' -2 22 19,90 | 48 51 56,12

Paralelo de 330

Corrego Alegre -19 5 15.1 B 57 4275 |
Uberaba =19 45 5455 | 47 57 3%9.41
Araxs - 19 35 42.33 | 46 54 20.08
Luz =19 47 35.19 L5 36 48.87
Rola Moga 20 02 42,03 | 43 59 43.78
Raul Soares . -2 04 10.12 42 26 20,23
L0 11 46.33

Vitoria - 20 09 49.42
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QUADRO IIT

(Desvios de Vertical)

Vértices

7=%—a A= e cos ¢ S
Meridiano de 49°

Corrego Alegre 0,00" 0400 - 0,00
Ribeiro dos Santos| - 0.45% | = 0,03" | .9358 0.03"
Areao - 074" | = 1.02" | ,9280 0.95"
Agudos - 098" | = 1.54" | 9239 1.427
Avare - 127" | = 139" | 49199 1,280
Ttarare - 10,70" | = 0.09" | 9126 0.08"
Portao = Le65" | = 1,97 | ,9027 1.78"
Jgtivoca - 614N | = 739" | 48960 662"
Paralelo de 20°

Corrego Alegre 0,007 0.00" | - 0,00"
Uberaba - 0.,19" | - 10.11" | 9411 94511
Araxa - 5570 | = 4013% | J942 3,891
Luz - 3,13% | = 2.29" | .9410 2.15"
Rola Moga = 10.31" | = 7.62% | 09395 7.16"
Raul Soares - 6,75 | = 15,03" | 9393 14.12"
Vitoria = Le54M | = 24540 | 09387 2.38"
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CALCULO INVERSO DE POSIGOES GEODESICAS
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NOosuk b4 £57i¢do

L @ 19° 50* 15* Corrego Alegre | A | 18° 57+ L3¢
2 v 20° 38' 21" Ribeiro dos Santes| 1| 48° 55' 17
49 (9-9) - h8 o8 AA=(2-2) | - o2' 26"
L - 2u o3 4 - ol 13
S (P + 4E) 20° 14 18"
AY Ceqpn) - 2886" AR (sege) - 146"
lap Ay 3,1602963 log 42 2.16L3529
CORR. orco-sem - 36 CORR. arco-son
lopd Y 3. 1602927 logAA, 2.1643529
log coe 5;—' logeos P 9.9723240
| cotog 3 1.4878517 cologdm 1.490ulish
lopls costas 48}| Iy, oUSILY log{ 8 6en(ecv 45) 3.6271263
oglucostar 45} b,ouBU
Log A2 2.1643529 |2iapan| log Auract 4F) 8.6789819
Log sends, 9.5389832 | &opr A 2° L' 01%.86
log sec Bf- 0.0000108 | fog3 logsen (uc + Aff) 8.6784872
log a 1.7033467 logcos (a+ 4F) 9.9995054
a +  50.50 log 5 15,9186391
5 CORR. arco-sen + g_
~da (sage) + 50950 log & L.9u86L25
-4 [l + 25125 5 88846.9l
' [+ 2sn2s
xr 48 |357° 150 sgw.ay
«(1 paraz) | 357° 16' 237,39
dx - 50" .50
«'(3 para L) |177° 159 32" 89 -




CALCULO INVERSO DE POSIGOES GEODESICAS

NOME D4 E8TACID

L 7 20® 38' 2 Ribeiro dos Santos| A | 48° s55' 17"
2 ¢ 21° s2¢ 20" Areio 2| 49° obr s1v
[ 4g- (79 - 1° 13+ 5gv AA=(A-1) + 09' 3hn
] L] - 36 5gm 4 + oh
Foe(¥+ %) | 21° 151 20
Ay Coage) - Llzge 44 (eege.) + 57l
‘g 49 3.6472851 log a2 2.7589119
CORR. arco-sen - %_ CORR. arco-sen - 1
lap A ¢ 3,6472767 log A2y 2.7589118
log cos 42 9.9999996 bog cos #m 9.9694032
. colag By 1.11879036 colog Am 1.490L667
Zogaconts 48}| 5 1321799 log{asentae 45| )y, 2187817
| logluconteace 4F| & 32c1g00
lag 42 2.7589119 |%usan log mr 4F) |  9,0836018
Log eontly 9.5593U20 | Lo @+ 4 6° s5u' ly3v.58
log sec QF- 0 2 ¢o9 b logsen(x+ 4f) 9.0804338
lga | 2.382791 logeonca+ 4% | 9,9968320
2 - 208,10 ’ log 3, 5.1383479
y.) CORR. arco-sern FY gl .
~Ax (sege) | _ 08710 bog & 5.1383563
-4 || - 10405 s 13751696
| - 1 W05
«r 4 6° s 43,58
x({ para ) 6° 52' 597,53
4= + 30 28%,10
&'(B para £) | 186° 561 27,63




CALCULO INVERSO DE POSIGOES GEODESICAS

NOME 04 _ESTac30

( & 21° 521 20" Areio Al h9® ohy 517
P 22° 29' Iy Agudos x 18° 57' 59"
Ly =(9-¢) = 37 19 AL=(-R) - 06! 52"
' 47 - 18 39" & - 03 26"
A9+ 4E) 22° 10* 59"
AY Ceape) - 2239" AR (sege) = laa"
log A9 3.3500541 log 44 2.6148972
CORR. arco-sem - 21 CORR. arco-sen
Lop LY 3,3500520 log Ay 2.6148972
log coe & 9.9999998 log cos ¥ 9,9666027
colog Bm 1.4879528 colagAm 1,4904831
log[acos(x+ 42} 1.83B0046 ool senler &5} 4.0719830
loglacostecn £5)} 4. 83800U6
log 42 2.6148972 |7ipar log fan(ece 4F) | 9.233978L
log sentt, 9,5769939 | looF @+ '@E 9° L3 311,00
log o‘ec%ﬂ 0.,0000063 | tegd . Logsen(axc+ 45) 9,2276920
log @ 2.191897L logcos (a+ 4f) 9.9937135
@ + 155.55 log S L4.84h2910
b B LORR. arco-sert + 22
- A (segs) + 155".55 ‘ log & L, 8442932
- 4z [l + 7m.77 5 69870.0 |
L + 1' 17™.77
e 350 16' 29".00
& (4 pora 2) 350% 17* L6".T7
A& - 2' 35",.54
w'(2 parat) | 170° 15' 11%.23




CALCULO INVERSO DE POSIGOES GEODESICAS

NOukE b4 _£874¢80

L ¢ 22° 29! 39" Agudos Al  u8% 57 59"
| 2 ¢ 23° ol her Avare 1% 48° 531 29"
4y =(y-4) - 35 o BA = (A'~A) - o' 30"
£ A 170 33 %é - oz2' 15"
For(¥+4F) | 22° upr 12m ‘
49 Ceapn) - 2107 AR (sega) - 270"
bog 49 33236615 dog 42 2.U313638
CORR, arco-ser = 19 CORR. arco-syen
 lopd ¥ 3,3236620 log Ay 2.4313638
log coe -522-' 9,9999999 Cog cos ¥m 9.9647089
-colog By 1,4879856 colog Am 1.h904941
lop{q', cos(c+ 4%} )y,8126479 log| s 6enlar 45)} 3.8865668
loglocortecn 400F|  1y,8126U79
log 42 2.313638 |30 log farlas £F) 9.0749189
log senth, 9.5880486 logF a+ 48 6° U6 35" .65
Log sec A 0.0000056 | cogb Logsen (o + Qf) 9.0718742
log a 2.0194180 logeosca+ Q%) | 9.9969553
_a + 104.57 log 5, L. 8146926
b ' CORR arco-sen + 19
-4« (sags) + 104".57 log & L4, 81146945
-4 + 527,28 s 65267.12
L + 52",28
x+4F | 353° 130 2in.35
a (1 pora 2) %53% 14! 16".63
Ae - 17 hhll .56
«(3parat) | 173° 121 32%.07




CALCULO INVERSO DE POSIGOES GEODESICAS

NOUE D4 ESTACEO

4L ¢ 23° ol 46" Avars 2 48° 53¢ 29¢
P 24® o7' ug" Ttararé x| b9° 16 25
4y (-] - 1° 03' o3" AA=(2-1) 22' 56"
£ - 31 3 4 110 28
I=(9+ ) | 23° 36' 17"
4y Csegs) - 37830 AR (6ege.) + 1376"
g A9 3.5778363 log A% 3.1386184
CORR. arco-sarn = 61 CORR. arco-sern o 10
log A 3,5778302 dog 824 3.1386174
Log cos 9.9999976 Log cos #n 9.9620518
colog Bm 1.4880313 calog Am 1.4905092
loglacos(ees 48} 5,0658591 log[sicenGc 4E)} | 1y,591178)
toglacasecn 45)} 5.0658591
log A2 3,1386184 |325,42 log Hun(ac+ 4F) 9.5253193
logsend, 9.6025207 | looF x ¢ 4 18% 31' 54,33
Log cec SF- 0.0000182 | Zlogd Logsen (o + FAF) 9.5021952
log a 2.7111573 logcos (a+ &F) 9.9768760
a - 551,00 log 5 ~ 5,0889832
b CORR, arco-sen + u6
-4« (segs) - 551",00 log & 5.0889878
- & - 275".50 5 122740.48
' - L' 35".50
«r GF 18° 31' 547,33
a (1 pora 2) 18° 27' 18".83
A« + 9! 11",00
«'(2 para {) | 198° 361 29".83
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CALCULO INVERSO DE POSIGOES GEODESICAS

NOME D4 ESTAcI0

4L ¢ 24° o7* Lo Itarare 1|  L49® 16 285m
2 ¢ 25° 291 20" Portio | 49° 17 330
a4¢=(¥-o) -1° 210 mv AA=(R-1) 01' 08"
E = - Lo Lo 4 3y
G (9+ 4E) 21° y8' 3n
A4g (segs) ~ 1891 A2 (sege.) + 68v
i d 3.6893977 cmeld 1.8325089
CORR. orco-sarn — 102 CORR. arco-y&7
log At 3.6893875 Log A2y 1.8325089
log cos & bog cos I 99579463
colog By 1.4881006 cologdm 1490532l
logf{acos(a+ 42}|  5.1771881 los{seenter 49} 1y, 2809876
loglacas(acn 42)}|  5,1771,881
dog 42 1.8325089 |Ypa log Aamtet &%) | 9,1031995
Log sen b 9.6228372 | lopr e 7% 13' 58",09
log nc%ﬂ 0.0000305 | fegd lopsen (o + L5) 9.1000299
log a 1.4553766 logeos (x+ 4F) 9.996530l
a - 28B.53 log &, 5.1809577
b QORR arce-sen + 102
-Acx (segs.) - 28,53 log & 5.1809679
- 4 - .26 s 151693, 81
- .26
ay 4% 7° 131 58,09
& (1 para 2) 7. 13' 43,83
4 + 28".52
«'(3 paraf) | 187° 14t 12,35




CALCULO INVERSO DE POSIGOES GEODESICAS

NOME 04 ESTAcE0

4 ¢ 25% 291 20n Portae 49° 17* 33"
P 26° 22' 20" Jativoca 148° 51 56"
4= (P-9) - 53t oon DA =(A~2) -
%Z- - 26| 30n %& - 12! hsu
Yo ( ¥+ 4E) 25° 551 50"
49 (ae95) - 180" AR (sege) - 1537"
L] 3,5024271 lopad 3.1866739
CORR. orco-sert 5 h3 CORR. arco-sen = 10
‘gLt 3,5021228 log A2y 3,1866729
log cos S 9.9999970 dog cos 9.9539165
colog Bm 1.4881675 cologAm 1.4905547
lag{q, cos(ac+ 42} 1..9905873 .’@{e,un@m %5)} L.6311401
loglecostoer 4B} | 1), 9905873
log 4% 3,1866739 |30spa1 log Aun(ecr 4¥) | ¢,61105568
bogeen sy 9.6L0T611 | lopr x v 4 23° 36" 32".32
Log sec 4 0,0000129 | fogd logsen(a+4F) | 9,602595
log a 2.827LL79 logcos (a+ 4%) 9.9620377
a + 672.12 log 5 5,0285496
b 5 CORR. arco-sern + 51
-4 (segs) + 672".12 log & 5.0285547
-4z |+ 336".06 5 106795.92
+ 5' 36".06
ar £F 336° 23! 27".68
x(4pera) | 336° 29' 03,74
dor -11' 127.12
w(2 paraf) | 156° 17' S1".62




CALCULO INVERSO DE POSIGOES GEODESICAS

NOME D4 £5TAcdo

4L @ 19° 50t 15¢ Cdrrege Alegre A AN
2 19° L5t 547 Uberaba Al 47° 57 Wov
4= (P~ ) + ol 2o AA=(1-4) - 1° 0o' O3"
4 + 02! 10" 4 - 30' 01"
Hoo(¥+ ) | 19° 52¢ 25"
49 Csepe) + 260" AR (eegs) - 3603
lag AP 2.4149733 bog A% 3.55666U3
CORR. arco-serr CORR. areoo~sen - 55
log A Y: 2.4149733 logd 2, 3.5566588
log coo 53 9.9999835 Log cos 9.9733333
colog B 1.4878336 colog Am 1.4904l33
Loglncoste 48}|  3.901790k leglsicenter &R} 50201350
loglercas (o 42)) 3,901790l
log 44 3.55666U3 |30 log fan(ec+ 4F) 1.11861450
Log sen i, 9.531105 | Jopr a4 85° 38! si.51
Log sec 4f- 0.0000001 | legs logsen(a+ 4f) 9.9987462
log @ 3.0880749 Logcos (a+ B8) 8.8801012
a + 1224.82 lag 5 5.0216892
b Q0RR. arco-sen + L9
-Ax (segs) + 122l .82 log & 5.0216941
- 4 + 612" 5 105122.11
+10* '12".1;1
ar GF 265° 38' slv,51
x(L para2) | 265° 19" 06".92
4 =20 21,82
«'(@ para L) 85° 28! !E_".IO




CALCULO INVERSO DE POSIGOES GEODESICAS
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NOME D4 ESTIcIC

. 19° 45' 55" Uberaba 2| 47° 57 Lov
2 ¢ 19° 35' Lev Araxd x| ue° sut 20"
A= (P-4) +  1lo' 13" AL =(A-1) - 1% 03' 20"
=+ 05' 06" 4 - 31 hor
Ioe(¥+4¥) | 19® 500 o1"
Ay (segs) + 613" AR (sege) - 3800"
log AP 2.7874605 bog AL 3.5797836
QORR. orco-ser - 2 CORR. @arco-ren - 62
bog A ¢ 2.7874603 log A2y 3.579777L
Log cos ﬁ";—‘ 9.9999816 logcos m 9.9731128
colog Bm 1.14878316 colog Am 1.490L27
loglacosx+ 45}|  )y,2752735 teglacentar 4B} | 5 oliz6629
loglscostar L)} | 1. 2752735
log a2 35797836 |3mpan log fan(ur 5F) | 0,768389L
Log sen 9.5305708 | Zop~ x4 80% 19 35".76
log sec 4 0,0000005 | fogd logsenla+4F) | 9,9937807
log a 3,1103549 Logeos (a+ 4F) 9,225391L
a -+ 1289.30 log % 5.0498822
b CORR. arco-sern + 56
~Acx (segs.) + 1289",.30 log & 5.0498878
= '%E i + glLlin 65 5 112172.87
+10' Lh",65
x»Lf 260° 191 357,76
a (s para) | 260° 30' 20".011
de -21' 29".30
a’(3 parad) | 8o® 08! 517,11




CALCULO INVERSO DE POSIGOES GEODESICAS

NOME D4 ESTigd0

L ¢ 19° 35' h2n Araxd A|  146° sk 2om
2 ¢ 19° 47' 35¢ Luz Xl 4s® 36t hov
49« (¥-¢) - 11 53 DA =(X-2) -1° 17" 3"
e - 05' 56" 4 - 38 s
o (V+ ) 19° 1+ 38
A¢ (segs) - 13" AR (segs) - L6510
log Ay 2.8530895 log a2 3.6675463
CORR, orco-serr o 2 CORR. arco-sen = 91
lap A ¢ 2.8530893 log A%y 3.6675372
log cos i‘;—‘ 9.999972l logcas Pm 9.9738233
| eolog Bm 1.4878248 colog Am 1.4golliol
loglacos(ace 48| 11,3108865 log| s cenecr- 45)} 5.1318009
togfacartae 42} | 3008865
log 42 3, 6675163 |3pa2 log Hanla+ £F) 0.790914)
logaeni, 9.52762%2 | lopr R 80® 48 25".08
Log sec Rf.- 0.000000T | Zoo5 logsen o+ Af) 9.9943856
log a 3,1951702 Logeos (ax+ %5) g.z_om
a + 1567.36 b9 % 5.1374153
b CORR. arco-sen + 83
-Aa (sege) + 1567".36 log & 5,1374236
- + 838 5 13722195
+13!' 03".68
xr GF 279® 11' 3l ,92
x (1 para 3) 279® 2l' 38".60
4z -26' o1".36
a'(B para {) 98® 58' 31,2l




CALCULO INVERSO DE POSIGOES GEODESICAS

NOME 04 ESTicE0

4 ¢ 19° 47' 350 Luz A Ls® 36 Ly"
2 ¢ 20° o2¢ 2" Rola Moca X L3® 59t Ly
4= (9] - 15' oT" AL =(1'-1) - 1° 37 o5"
= - o7 33" & - 48 zg
Fo (¥ + L) 19° 55' 08"
4¢ Csegs) - 907" AQ(segs.) - 5825
log AY 2.9576073 log AR 3,7652959
CORR, arco-ser - I CORR. @rco-sen = iy
log Ad: 2,9576069 bog A%y 3.7652815
logp coe i‘;-’ 9.9999568 log cos P 9.9732091
colog Bm 1.4878358 colog Am 1.490lu11
loglacostes 45} L LLL399S - loglaseniar £} 5,2289347
[9_9{5,4'05(0!* %g)} L. 413995
log 42 3.7652959 |¥opa log Aun(uct §F) |~ o 785352
log senth, 9.5323588 | loor x+ 4 80° hot 23".91
log 5“'% 0.0000010 | Logb bog sen (o + QF) 9.9942205
log a 3,2976557 logeos(a+ BF) | o 2006853
a _+ 198152 | leg 5.2347142
b CORR. arco-sen + 130
-Ax (s0ps) + 1984".52 log 6 5.2347272
S + 992,26 5 171682.96
+16' 32%,26
i 279® 19' 367,09
%t pora2) | 279° 36' 087,35
i -33' o".52
a'(2 para 1) 99* 03' 03".83




CALCULO INVERSO DE POSIGOES GEODESICAS

NOME D4 ESTALED

L @ 20° 02' L2 Rola Moga A|  43z® 59t Ly
2 ¥ 20° ol 10¢ Raul Soarss 2| u2° uér zov
[ 29 (-9 - o1 28+ AA=(2-2) - 1% 13 24
—d?w = Ly" %& - 361 lign
B (P+ LE) 20° 03' 26"
4 Cseos) - 8gn Al (eege) - Lhol®
log AP 1,9LUki827 log A2 3.6438U73
CORR. orco-sern CORR. arco-sen - 82
log A ¢ 1.9L44827 log A2 3,6438391
log cos £ 9.9999753 bog cos fm 9.9728277
coleg Sm 1.L878427 20log Am 1,L490LL6L
loglacostas 48}|  3.11323007 log[asentar 4B} | 5.1071132
loglsicostecr )} | 3,1323007
log 42 3.6U38U73 |st0p00 log Aar(acy &F) 1.6748125
Cog senthy 9.5352115 | loor xr 4F 88° L7' 19,38
Log sec Gf- Legb logsen(a+4f)|  9,9999030
e 3.1790888 logeos(a+ %) |  8.3250907
a + 1510,38 log 5.1072102
) 20RR arco-sen + 72
- A (seg5) + 1510".38 log & 5,1072174
- 4F +_755%.19 s 128002,18
+12' 35".19
«+ LF 271 12' Lo.62
a({ para2) | 271° 25' 15".81
da -25' 10".38
«'(3 para L) 91® oo! 05" U3




CALCULO INVERSO DE POSIGOES GEODESICAS

NOME D4 EST4CAD

L ¥ 20® o4 10" Raul Seares 1| 42° 26" 20"
P 20° 09' Lg" Vitsria x| ho® 11 Lev
ay-(y-y) - 05' 39" AA=(2'-2) - 2% 1 FYn
= - 02 bg" 4 - 1® o' 17"
oo (9+ 42 20° 06' 59
AY (seps) - 33gn AA (sega) - 8oTh"
log A9 2.5301997 log A2 3.9070887
CORR. arco-sar ' CORR, arco-sern - 277
log A ¢ 2,5301997 log A%y 3.9070610
log cos 4% 9.9999168. log coe #m 9.9726637
colog Bn 14878456 colog Am 1.490LlTh
log|acoa(ac+ 45} 4.0179611 . log{ssenta+ 451 5,3701721
‘ loglacaster 45 )y 6179611
log 42 3.9070887 |sapaa log Aunlxcs 4F) 1.3522110
logsertf, 9.536U679 | lopr x+ 4f 87° 27' 19".30
log sec 4f- 0.0000002 | zogs logsen(a+ 4F) | 9.9995T15
log a 3.)4&355,68 logcos (a+ Qg) 8.61&73607
a + 2776.88 log I, 5.3706006
b CORR. arco-sen + 2hh
A« (sage) + 2776".88 log & 5.3706250
-4 |+ 138844 5 234760.49
+23' 08" .4
as LK 272° 32' 4o".60
% (4 para 2) 272° 55' Lg".ol
Ade -46' 16",.88
a'(2 para £) 92® 09' 32v.16




UADRO 1Y

(Distancias ¢ Asimmtes)

Do Vartice Ao Vartios A A“.-V cos A sen A H.uoo.u 2 rHlu.u»
Corrego Alegre Rikairo aos Santos 357 16 3 88.847 + 499886761 = +04757619 + 0.420 - 0,020
Ribeiro dos Santos Areao 6 53 00 137,517 + 99279225 + 211984805 + 0,662 | + 0,080
Aredo Agudos 35 17 &7 69.870 | + 98569285 | - (16855150 | +0.334 | =~ 0,057
Agudos Avare 353 L 17 65.267 | +.99304393 | - JITTAM42 | + 0.3 | - 0,037
Avare Ttarare 18 27 19 | 122,740 | + J94B5TAO& | + .31656435 | +0.565 | + 0.188
Itarare Portao 7 13 44 | 151694 | + 499205138 | + 12583345 | +0.70 | +0.093
Portao Jativooa 336 29 04 | 106,796 | +.91695178 | - 39899803 | +0.475 | - 0.207
Corrego Alegre TUbsraba 265 49 07 | 105122 | - .0729042% | - 99733820 | - 0.037 | - 0.508
Uberaba Araxi 260 30 20 | 12173 | - 6595197 | - .98620160 | = 0.090 | - 0.537
Araxa ‘Lus 29 2 3 | 137.222 | + .16351250 | =~ (98654026 | 40,109 | - 0,657
Loz Rola Moga 219 36 08 | 171.683 | + .16680609 | - ,98596957 | +0.139 | - 0.82
Rola Moga Raul Soares N 25 16 128,002 | + 02480052 | - 499969242 | + 0,015 | - 0.6
Raul Soares Vitaria 212 55 &9 BLTO |+ 05112070 | - 99869248 | +0.058 | - 1.137
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Quanto ao erro do azimute, adotamos ate ago-'
ra a aproximagﬁo de 1", embora o azimute geodésico seja ob
tido com mais precisao. Vamos portanto, manters

LA = 5x 10"6 radianos

Quanto a distancia, temos nos contentado com
a aproximagao de 1m, de modo que Vamos escrever:

dL=1m

Adotando para L o valor de 200 Knm, pr&ximo
do maximo observado, e substituindo, temos:

d (Ng=N,) = 25x0.707 l:(z,+7,,)+(}‘I +;,)] x 1070+

‘ -6
+26x 0707 [(7A+75)+(;,, +}JJ oy T (72)

+05x0707 [‘[(74"‘75) +.J(;A +5, )]

Como seria de esperar, esta formula nos mos-
tra que, mesmo para os valores maximos observados dos des-
vios de vertical, as componentes do erro devidos ao azimu-
te e a distg.ncia., sao desprez{veis en face do terceiro ter
no, devido ao erro dos desvios de verticals. Podemos entao
escrever:

d(N=N,) = %"ﬂ” cosd- & (ntp,) +send. ‘[(54"'55)] (73)
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Raciocinemos, portanto, em torno do erro dos
desvios de vertical, retomando as formulas (65) @ (66). Sa
admitirmos para as coordenadas geodésicas wm erro comparé—
vel com o das astronamicas, e desprezarmoas o coeficlents ...
cos § , em face da maior probabilidade de erro nas determi
nagoes de longitude, podemos escrevers:

c[rz-c[g(?'\/?
dz =dlVe

donde:

d(p+7,) ~dpVE =249
d(g+5,) = dsVz = 241
Ora, como j‘é vimos,
c{50=-af,?,=-0./”

donde:
A+ qs) =L (5,+5,) = o.2”

De wma forma aproximsda, em um arco de meri-
diano teremos:

cos A = 1
gen A = 0

Da mesma forma, em um arco de paralelo:

cos8 A = 0
senA = 1

Para os dois casos, que sao o8 do nosso exem



d-(NB—NA) -0.1"L sern 17 (74)

Ou seja, para valores de L da ordem de grandeza dos dncon-

trados no exemplo:

L d(Ng - N,)
50 Km 0,02 m
100 EKm 0,048 m
150 EKm 0,073 m
200 Km 0,097 n
250 Xm 00121 m

De acordo com aste critério, podemos avaliar
o3 erros das cotas calculadas, pela forma exposta no Qua-
dro VI.

Estes sao os vglores teoricos dos erros prové
veis, qus resultam da aplicagao da formula (68). Mas esta,
por sua vez, 6 wma formula aproximada, de modo que heveri,
forgosamente, uma outra componente do Grro, representada
pelos térmos superiores ao primeiro grau, da variagac dos
desvios de vertical entre cada dois pontos de Laplace, ou
seja, para arcos de meridianos

2 B
d, ('74"'75)—(74"'75}— Z-[?afl,
E para arcos de paralelos

.2 /%
(5t 50)=(By+5,) = £ ELL

A dificuldade, quanto a estas componentes, °
qus sua ‘'avaliagao S0 experimentalmente pode ser realizada,
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pois como vimos antes nao e conhecida a lei de variagao
das coordenadas astronomicas entre dois pontos de observa-
¢80s No caso contrario, empregariemos a formula (64), em
vez da (68).

Apresents, assim, um interesse muito acentua
do a verificagao e distribuigao dos erros de fechamento de
circuitos, a exemplo dos processos adotados nos trabalhos
de nivelamento comst. Esta 5, portanto, uma preca.ugao que
deixamos como sugestio indispensa’wel Qqusles que se dispu-
zerem & uma aplicagao sistematica do metodo ao conjunto da
réde de triangulagao. Infelizmente, nao havendo ainda m
calculo completo, nem um ajustamento de conjumto das trian
gulagdes ja executadas em nosso Pafs, faltam-nos elementos
de suficiente confianga para nos dedicarmos a trabalho deg
sa natureza, onds a coeréncia e a prudencia impoem que o
ajustamento planime'trico preceda o altimetrico.

Passando, agora, a outro ponto de vista, va-
mos relembrar que a posigao do elipscide e arbitraria, de
nodo que sao tambem arbitrarias as cotas (N) obtidas, To-
da e qualquer variagao do Datum trera uma variagao corres-
pondente das cotas do geéida , muito embora e possa demong
trar que pequenas variagoes do Datum nao chegam a introdu-
zir alteragao sens{vel na forma dos perf{s obtidos.

Nestas condigoes, deve haver uma posigao de
otima adaptagho do elipsoide ao geoide na regiac em estu-
do; sera aquela em que as cotas do geéide forem minimas ’
quando consideradas em seu conjunto, ou sendo N, a cota
correspondente a um ponto qualquer, quando satisfeita a

‘ condigao:



Z/\(}2=ani.mo

Para examinar este ponto, vamos completar a
formala (68), escrevendo-a sob a seguinte formas

N=N, +5% L cos A (p+ q,) sen 1"—5S Leend (B,+8,) sent”

Se admitirmos, agora, que a cota No e a di

regac da vertical no Datum sofram pequenas alteragoes AN,

Arz o ® Ag o ? estas propargar—se-a.o de forma sensivél-
mente wniforme, para nossos fins, a todos os outros verti-
ces da tria.ngulagao, permitindo-nos escrever para um ponto
qualquer; com a ressalva dos termos de segunda ordem e or-
dens inferioress

A’7A-A7B - Ay,
A;A-A58=Ag,
E:
AN =AN,+ 7,{- (ZLCOSA)A7, - /é,( = Lsend) Az,

A condigao ideal seria evidentemente aquela
em que todas as cotas se reduzissem a zero, isto es

N+ AN =0
dondes _
AN= =N

Substituindo, temos:
AN, + 5 (ZLcosA)Ap, = 5 ( Elsend)Dg+ N =0
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Para cada wm dos pontos incluidos no ca;lculo,
surge wms equagac desta forma, de modo que, em uma analise
de conjunto, o nimero de equagoes exceders o de incognitas.
Aplicando, entgo, o metodo dos m{nimos quadrados, devemos
encontrar as corregSes ao Datum que nos proporcionem a me-=
Ihor adaptagao do elipsoide ao gecide, na regiao em estudo.

Para simplificar, chamemos g e b os coefi
cientes de A7° e AZna f£ormula anterior, ou seja:

a - -/"L (S Lcosd)
b ——/7l., (S Lsend)

Seja alnda n o numero total de pontos ob=-
servados. As equagoes normais tomam a forma:

AN, + Salp +ZbAg, + 2N=0
S aoN+ Saalg + Sabls, '+ 2aN=0

ShAN+ Zablp + EbbD 5+ ZBN=0

Cuja resolugac conduz a determinagdo do Datum relativo, a
qual nio podemos deixar de sugerir, enquanto nao chegem a
termo o8 laboriosos levantamentos necessarios a determina-
¢ao do Datum absoluto. '



VI -~ CONSIDERAGOES FINAIS

No ca.p:ftulo anterior, fol estudado e exempll
ficado o processo de levantamento de perffs do geéide s com
o aucfiio da observagao astronomica da diregao da vertical,
o qus vale dizer, da diregao da forga da gravidade, em de-
terminados pontos ligados entre si pelo levantamento geo-
desico.

Como vimos em outra oportunidade, a solugao
do problema @ possivel tambem através de observagoes da in
tensidade da gravidade, de modo que nao devemos desprezar
a8 possibilidades de aplicagao deste metodo nas areas em
que nao dispomos de levantamentos geodesicos ou topografi-
cos e astronamicose

| Passemos entao a considerar a formila de Sto
xes em sua forma adequada 2 integragao numerica:

N = 'g' = Agm/Fsen¢d¢
. 1
Onde, como ja’. vimos:
a e o raio medio da Terra
G e o velor medio da gravidade

F:'QL COéEC—g"'/—é‘Séﬂg—fcosw_

— Bcos ¥ Z‘i?e (ser -g +5en2—2di):|



v e o angulo sob o qual seria vista, do centro
da Terra, a distg.ncia do ponto considerado
20 elemento de superff.cie ds no qual temos
a anomalia Ag,, da gravidade.

Em nosso caso, Ag,, 6 a anomalia da gravidade
ns zona circular compreendida entre os dois efrculos de
raios ¥ e 1/2 s tendo como centro o ponto de observagao.

Ora, em primeiro lugar, 86 poderemos cogitar
de uma aplicagao pratica déste método quando dispuzermos de
cartas gravimétricas nas quais possamos ler as anomalias.
Satisfeito este requisito, os raios ¢ e (, , para cada
zona, podem ser fixados a nossa vontade, dg forma qus torne
mais facil a leiltura das cartas gravima'tricas sy 80 calculo
de N. !

Consideremos, pois, a Figura 7, e chamemosAg
a an_omal:f.a media em cada um dos compartimentos como ABCD.

A ancmalfa nxédia na zona compreendida entre os
raios ¥ e ¢ séra’., evidentemente: |

Aa
Ag m= BT = Ag
Substituindo na formula anterior, encontramos:
4 ]
N'.e/%; ZAaAg/ Fsen LY
% -
De acordo com esta férmﬂ.ﬁ, e poss:fvel proje—-

tar ume divisso em zonas e compartimentos que torne aritme-
tico e o mais simples poss:fvel o calculo de N.
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Ao mesmo tempo, por‘m, devemos lembrar-nos qus
a construgao das cartas gravimatricas depende do trabalho
arduo e 1aborioso do levantamento gravimetrico, e que este
consiste nio 80 na determinagao da gravidade como tamben do
levantamento, ainda mails dif{cil, do apaio altimetrico e
planimétricb:indispenséval a0 calculo das anomalias e a lo-
calizagao dos pontos de observagao. Alem disto, nao exis-
tem ainda particularmente no Brasil, planos definidos para
a extensso sistemitica dos levantamentos gravimstricos a8
areas oceanicas. Assim, nao podemos pensar na extensao da
férmula anterior a superf{cie totel da Terra, como indica o
samatorio na formila de Stokes. '

so podemos pensar, no momento, em utiliza—la
en regices limitadas, com vistas ainda ao levantamento de
perffs, transportando a cota do geoide pela seguinte £ ormu-
la:

2
Na A-;%; |:Z Ag/i-"sen<115[¢ Z Ag/Fsen¢d¢:|
, [

Na aplicagao pratica desta formula, deveriamos
limitar a extensao de cada perfil, apolar seus extremos em
pontos nos quais o valor de N fosse pré—dgterminado, s
confiar na variagao wniforme das fungoes de Stokes, ao lon—
go de cada perfil, para a distribuigao do erro total apura-
do, entre os pontos extremos. ,

Ora, a possibilidade, que mostramos antes, do
levantamento imediato e simples de perf{s do geéide, ao lon
go dos arcos de triangulagao (nos térmos da Resolugao adotg
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da pela Associagao Internacional de Geodesia, em sua reu-
niao de Oslo, em 1948), torna evidente que podemos pensar
tambem em termos do levantamento em area, por interpolagao,
desde que os porffs sejam convenientemente dispostos e ra-
zoavelmente préximos entre si.

' Esta condigao depende, por um lado, do aden=-
samento do levantamento geod.’sico ou topogra'.fico, [ Sste,
como sabemos, 6 uma necessidade urgente para o levantamen—
to car‘togr;fico do Pafs. Alem disto, com o desenvolvimen-
to recente dos instrumentos eletronicos de medigg.o de dis-
téncias, particularments o Telurometro, e 1{cito prever
que se posss em grande parte substituir a complexidade e o
custo relativamente alto das triangulagoes, pela maior sim
plicidade, rapidez e economia das poligonagoes, nao 86 no
levantamento de grandes linhas, tais como as vias de comu—
nicagg.o, como tambem no adensamento purc e simples do con~
trole geodé'sico.

0 satisfatorio adensamento do controle gcodg'
sico o topogra’fico nio e » portanto, uma possibilidade tao
1ong£nqua quanto se pode supsr a primeira vista, Por ou-
tro lado, precisamos dispor das coordenadas aatronamica:;
sem as quais nao e poss{vel o calculo dos desvios de ver—
tical.

Nestas condigoes, o processo mais imediato
de levantamento de gecide ainda se resume na determinagao
de coordenadas astronomicas nos vertices das tria.ngulagaes
] poligonagaos, cujo 1e)rantamento se imponha para o levan-
tamento cartogra'fico.
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Nao e essencial, finalmente, que essas coor—
denadas astronomicas sejam determinadas com precisﬁo de
primeira ordem, tal como se procede nos pontos de Laplace.
As coordenadas  de segunda ordem podem ser igualmente uti-
1lizgdas, como vimos antes, desde que condicionemos o seu
espagamento a precisio almejada no levantamento dos perffs,
sem perder de vista que a diferenga de complexidade e cus—
to entre eésses dois tipos de coordenadas astronﬁmicas, po=-
de tornar mais econdomica a determinagao de varigs de segun
da ordem qus uma de primeira.

Nestas condigses, parece-nos que o metodo as
tronomico, ainde durante algum tempo, continuara prestan—
do-se maelhor qua o gravime'trico ao estudo do geéido nas
areas continentais, principalmente em nosso Pa:fa, em face
do estado incipiente dos levantamentos gravime'tricos em
terra e mais ainda no mar.

Reste ponderar a conveniencia de que o rels-
vo assim determinado seja absoluto, isto c’, referideo a um
Datum absoluto.

0 metodo astronomico, tal como ja'. vimos, con

duz naturalmente a determinagao de um Datum relativo, mas
evidentemente nao permite a determinagaoc de um Datum abso--
luto,.

Parece-nos, assim, que inicialmente devemos
concentrar nossos esforgos, no que diz respeito ao levanta
mento gravimetrico, na determinagao do Datum, enquanto pro
cedemos ac levantamento do gec’:idc s belo metodo astronomico,
referido a um Datum provisério ’ arbitrario ou relativo, jé

L

* rd
que as formulas anteriormente vistas nos mogtram como e



=105~

‘relativamente simples passar de wm a ou:bro valor do Datum.

Isto no que diz respeito a plan:!motria, ou se
Jay 2 latitude @ a longitude,

' Quarito a um valor abscluto de N_, nao pode-
mos ter muita esperanga de ve-lo determinado, em curto pra=
80, pslo metodo gravimetrico, mas sim pelas cbservacoes ds
paralsaxe lunar, pelo Metodo de Markowitz, qus se encontram
em curso no Observatorio de Sao Paulo.

Outra possibilidade que 8e apresenta, ainda
no campo do metodo paralﬁj;ico, com o recente desenvolvimen-—
to de proje'teis de longo alcance, éa fotografia noturna de
clarces emitidos por pro;]e'teis langados a grandes altitudes,
segundo o programa de Atkinson,

Esta & a visao geral do problema e estes sao
o3 pontos de viata que submetemos a apreciagao dos mestres
e entendidos na materia.
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