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1 - INTRODUÇÃO

A dinâmica dos fluidos descreve o movimento de gases e líquidos e

seus efeitos sobre as fronteiras. Qualquer escoamento de um fluido é

governado pelas equações de Navier-Stokes, as quais constituem um sistema

de Equações Diferenciais Parciais (EDP), não lineares, e derivadas dos três

princípios básicos da física: o princípio da conservação da massa, o

princípio da conservação da quantidade de movimento e o princípio da

conservação de energia.

O conjunto de EDP resultante dos três princípios fundamentais não

constitui um sistema fechado, no sentido de que há mais incógnitas que

equações. O fechamento dessa equações tornou-se possível quando

pesquisadores de visão abrangente tais como Navier, Stokes, Von Karman,

Reynolds, Prandtl e muitos outros desenvolveram hipóteses simplificadoras

segundo uma associação teórico-prática, onde a experimentação e o

formalismo matemático se complementaram.

De maneira geral, os escoamentos dos fluidos podem ser classificados

em dois grandes grupos: os compressíveis e os incompressíveis. No primeiro

grupo as variações na densidade do fluido são importantes durante a

evolução do movimento e, nos fluidos incompressíveis estas variações são

desprezíveis. Formalmente, nos escoamentos incompressíveis, diferente dos

compressíveis, a equação que descreve a conservação de massa possui a

derivada temporal explicita.

Atualmente uma das principais áreas de pesquisa em Matemática

Aplicada e Computacional é a simulação de modelos matemáticos descritos

por EDP. Em situações práticas, freqüentemente as equações governantes

são complexas e em geral, não é possível encontrar soluções analíticas.

Surge então a necessidade do tratamento numérico das equações do modelo.
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Tanto do ponto de vista teórico como prático, o estudo de métodos

numéricos para a solução de EDP teve um intenso período de atividade

durante os últimos quarenta anos. Isso se deveu ao aperfeiçoamento de

técnicas numéricas juntamente com o rápido avanço tecnológico dos

computadores. Muitas equações presentes em engenharia e aplicações

industriais, anteriormente intratáveis, são agora resolvidas de maneira

eficiente.

O método de diferenças finitas, largamente utilizado hoje em dia,

reduz sistemas contínuos em discretos em uma região preestabelecida. A

técnica consiste em cobrir a região de interesse por uma malha, onde as

derivadas são aproximadas localmente por quocientes de diferenças e a

solução do esquema resultante aproxima-se do valor teórico.

Historicamente, aproximações por diferenças finitas foram usadas

provavelmente pela primeira vez em meados de 1770. Euler propôs um

esquema simples para resolver o problema do valor inicial ),( txfx = , )0(x

conhecido.

Para sistemas bidimensionais, a primeira aplicação computacional de

esquemas de diferenças foi realizada por Runge em 1908, estudando a

equação de Poisson. Paralelamente Richardson desenvolveu pesquisas nesta

área e, em 1910 publicou trabalhos sobre a aplicação de métodos iterativos

para a solução de problemas de equilíbrio. Em 1918 Liebmann,

considerando a aproximação por diferenças finitas resolveu numericamente

a equação de Laplace e aperfeiçoou métodos iterativos para a solução de

sistemas lineares provenientes de suas discretizações.

Os propósitos dessas notas são descrever de modo geral os

fundamentos da dinâmica dos fluidos e apresentar uma simulação de um

escoamento em regime laminar, usando a metodologia de diferenças finitas
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2 - VETORES, TENSORES E NOTAÇÕES

O propósito desta seção é apresentar resultados do cálculo diferencial

e integral e a notação usualmente empregada em mecânica dos fluidos. Os

resultados mais importantes são os teoremas de Gauss e de Stokes. As

notações usuais são as simbólica e indicial. A notação simbólica é

essencialmente a do cálculo vetorial. Os detalhes desta apresentação podem

ser encontrados em [17].

2.1 - Definições

Três quantidades escalares )3,2,1( =ivi  são as componentes de um

vetor v  se, sob uma rotação de eixos coordenados, as componentes de v

transformam-se segundo a expressão

3,2,1,'' == ivcv iijj
,

onde ),cos( ''
jiij

xxc =  são os cossenos diretores dos eixos ix  e '
j

x .

Empregamos a notação )3,2,1( =ivi  para representar, além das componentes

do vetor, o próprio vetor v .

Um tensor pode ser interpretado como uma generalização de um

vetor. Um tensor de segunda ordem é definido através de nove componentes

escalares as quais variam, sob a rotação dos eixos coordenados, segundo a

fórmula
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321 ,,,,
''

'''' == jiTccT klijikji
.

A quantidade

332211

3

1

ulululul
i

ii ++=∑
=

na notação de Einstein é simplesmente iiul .

Freqüentemente em mecânica dos fluidos aparecem tensores de

segunda ordem que são representados por uma matriz de ordem três. Por

exemplo, o delta de Kronecker ijδ  pode ser visto como um tensor de

segunda ordem e representado pela matriz identidade. Uma exceção é o

tensor alternante ε  de terceira ordem definido por







=−

=
=

.132,213,3211

índices de repetiçãoqualquer para 0

312,231,1231

ijkse

ijkse

ijkε

Algumas propriedades de ε  são fundamentais para obter certos resultados

importantes e alguns exemplos são:

kijjkiijk εεε == ,

jikijk εε −= ,

ikjijk εε −= ,

kljmkmjlilmijk δδδδεε −= .
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Um tensor T  é simétrico se jiij TT =  e anti-simétrico se jiij TT −= . Dado

um tensor ijT  podemos escrever

)()( 2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

jiijjiijjijiijijij TTTTTTTTT −++=−++= .

Os tensores definidos por )(2
1

)( jiijij TTT +=  e )(2
1

][ jiijij TTT −=  são simétricos e

anti-simétricos, respectivamente.

2.2 - Álgebra com Tensores

Em um sistema com n eixos ortogonais, o produto escalar b  de dois

vetores u  e v  é denotado por vu. e definido como

iivub = .

O produto vetorial w  de dois vetores u  e v  é denotado por vu × (ou

vu ∧ ) e definido como

kjijki vuw ε= .

É importante lembrar que em notação simbólica a ordem dos termos do

produto vetorial é importante, uma vez que uvvu ×−=× .

O produto escalar a  de dois tensores T  e S  é denotado por ST :  e

definido como
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jiij STa = .

O produto tensorial T  de dois vetores u  e v  é denotado por uv  e

definido como

ijjiij uvvuT == .

Vale salientar que a ordem uv , em notação simbólica, é importante.

O processo chamado contração em i  e j  é simplesmente o traço do

tensor ijT , isto é,

332211 TTTTii ++= .

Por exemplo, a contração de ij
δ  é 3 e a contração de ijk

ε , sobre quaisquer

dois índices, é sempre nula.

2.3 - Operações com Derivadas

Operações envolvendo derivadas aparecem freqüentemente em

mecânica de fluidos. Sejam ),,()( 321 xxxxi
φφφ ==  uma função escalar,

),,()( 321 xxxvxvv iiii ==  uma função vetorial e ),,()( 321 xxxTxTT ijiijij ==  uma

função tensorial. Do cálculo diferencial, a diferencial de φ  é

iii

i

dxdx
x

d φφφ ∂=
∂
∂= ,
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ou em notação simbólica

dxd .φφ ∇= .

Lembrando que as componentes de vetores e tensores são funções escalares,

e tomando iv=φ  ou ijT  teremos

jiji dxvdv ∂= ,

kijkij dxTdT ∂= ,

ou em notação simbólica

dxgradvdxvdv .. =∇= ,

dxgradTdxTdT .. =∇= .

As derivadas presentes nas relações anteriores são chamadas gradientes. Se

o processo de contração é feito sobre um gradiente, o resultado é chamado

divergência. Por exemplo, a divergência de um vetor é iiv∂  (ou v.∇ ) e a

divergência de um tensor é ijiT∂  (ou T.∇ ). No gradiente de um vetor v ,

podemos selecionar termos para formar uma função vetorial chamada de

curl ou rot definida por

vvrotvcurls ×∇===

e em notação indicial, onde i é o índice livre, temos
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kjijki vs ∂= ε .

É comum em leis físicas aparecerem derivadas de segunda ordem. Por

exemplo, a divergência do gradiente de uma função escalar é

)( , ).( , φφφ graddivii ∇∇∂∂  ou φ2∇ .

A representação anterior é chamada de Laplaciano de φ . É comum

também usar o símbolo 2∇  para representar ).( v∇∇ , onde v  é um vetor.

2.4 - Identidades Vetoriais e os Teoremas de Gauss e Stokes

Existem uma variedade de identidades vetoriais que são

freqüentemente utilizadas em mecânica dos fluidos para derivar resultados

importantes. Essas identidades podem facilmente ser comprovadas usando a

notação indicial. As mais importantes são:

)().(2
FFF ×∇×∇−∇∇≡∇ (a)

)().( 2

2

FFF F ×∇×−∇≡∇∇ (b)

0=∇×∇ φ (c)

0).( =×∇∇ F (d)

φφφ ∇+∇=∇ .).().( FFF (e)

Equações 1

onde F  é uma função vetorial e φ  uma função escalar.
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Existem também dois teoremas fundamentais do cálculo integral

largamente utilizados em mecânica dos fluidos: o teorema de Gauss ou

divergência e o teorema de Stokes. O teorema de Gauss afirma que se

)...( ijkl xT  for uma função escalar, vetorial ou tensorial, vale que

dsTndvT jkl
S

ijkli∫ ∫=∂
ν

.......)( ,

onde ν  é uma região e S  é a superfície limitando ν . O teorema de Stokes

afirma que

∫ ∫=∂
S L

iikjijki dsvtdsvn ε .

Quando kv  representa a velocidade do fluido, a integral de linha é a

circulação Γ e o vetor kjijki vw ∂= ε  é chamado de vorticidade.
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3 - TENSÕES NOS FLUIDOS

O conceito de tensão é a maneira pela qual a mecânica do contínuo

especifica as interações entre as várias partes contidas num volume material.

Entretanto, em um contínuo mesmo o menor volume contém um grande

número de partículas e torna-se difícil tratar as interações através do

conceito de partícula material. Assim, consideramos um corpo ocupando

uma região espacial Ω  num dado tempo t .

3.1 - O Tensor das Tensões

Consideramos S  uma superfície fechada dentro do corpo Ω , e as

interações das partículas fora de S  com aquelas dentro de S . Essas

interações podem ser de duas espécies: uma devido à ação de forças que

agem à distância, tais como as forças gravitacionais e eletromagnéticas;

outra devido às forças que atuam diretamente na fronteira de S . As forças

que atuam à distância são chamadas de forças externas ou forças

volumétricas e são especificadas durante o movimento do fluido; já as que

agem na fronteira de S  são chamadas de forças de superfície ou forças de

contato. Para descrever as forças de superfície, consideramos um elemento

de superfície de área Aδ  sobre S . A Figura 1 ilustra essa situação.



11

Figura 1: Tensor

Em qualquer ponto de Aδ  podemos especificar o vetor normal exterior

n  à Aδ , e também distinguir os dois lados de Aδ  segundo a direção de n . O

lado em que n  aponta é tomado como sendo o lado positivo de Aδ  e

consideramos as partículas materiais que estão sobre este lado. As partículas

de fluido exercem uma força Fδ sobre o lado negativo de Aδ  que depende da

posição, do tamanho de Aδ  e da orientação da normal. Se AF δδ /  tende a um

valor finito quando 0→Aδ , então o vetor tensão ou vetor tração é definido

como

A

F
t

A δ
δ

δ 0
lim

→
= .

Equação 2

O vetor t  representa a força por unidade de área atuante sobre a superfície

S .

Considerando agora um ponto o no corpo Ω e o elemento da área δA

normal à direção x1, como indica a Figura 2.

S

Ω

δF

nδA
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Figura 2: Decomposição da tração

A força Atδ  pode ser decomposta em componentes ao longo das direções 1x ,

2x  e 3x . Assim, as componentes da força  por unidade de área são chamadas

de tensões diretas 
11xxσ , e tensões de cizalhamento 

31xxσ  e 
21xxσ . No caso de

tensões de cizalhamento o primeiro sufixo denota a direção da normal à área

Aδ  e o segundo representa a direção de resolução. Neste ponto fazemos a

hipótese de que o tensor das tensões é simétrico, isto é 
1221 xxxx σσ = , etc. Os

detalhes dessa hipótese podem ser encontrados em [3]. Se as componentes

do tensor das tensões sobre a face normal a n são )3,2,1,( =jiijσ  então, as

componentes it  de t  estão relacionadas às componentes de σ  através da

decomposição

jiji nt σ= ,

Equação 3

onde jn  são as componentes do vetor normal exterior.

o

2x

Axx δσ
11

Axx δσ
21

o

Atδ

1x3x
Aδ

Axx δσ
31
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3.2 - A Pressão e o Tensor das Tensões Viscosas

A pressão termodinâmica tem, conceitualmente, uma origem diferente

das forças de superfície dadas na Equação 3. As forças de superfície são

forças mecânicas enquanto que a pressão termodinâmica é uma função do

estado termodinâmico, isto é

),( ρePP tt = ,

onde e  é a energia interna e ρ  a densidade. Devido a esta ambigüidade é

necessário relacionar as tensões diretas à pressão termodinâmica.

Para tratar esta questão é comum separar o tensor das tensões em duas

partes:

ijijtij P τδσ +−= ,

Equação 4

onde o tensor ijτ  é chamado tensor das tensões viscosas. Quando o fluido

não está em movimento devemos ter que a tensão direta é a mesma da

pressão termodinâmica e, isto acarreta que o tensor das tensões viscosas

deve ser nulo. Em geral a tensão direta, ao contrário da pressão, pode

assumir diferentes valores para diferentes direções do vetor in  e é comum

tomar a média das tensões diretas para definir a pressão mecânica:

iimP σ
3

1−= .

Equação 5
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Em um fluido incompressível não há pressão termodinâmica, mas sim

a pressão mecânica. Portanto, quando tratamos os fluidos incompressíveis, a

variável pressão é sempre interpretada como pressão mecânica. Esta é a

chamada hipótese de Stokes, isto é

iimt PP σ
3

1−== .
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4 - A CINEMÁTICA DO MOVIMENTO DE UM FLUIDO

A cinemática é caracterizada pelo próprio movimento do fluido e sem

levar em conta as forças envolvidas.

4.1 - Descrições Lagrangeana e Euleriana

Formalmente, o movimento de um fluido pode ser descrito através de

uma transformação. Suponhamos que em um dado instante de tempo

olhamos para o fluido e observamos que uma determinada partícula está

numa posição iξ  e num tempo posterior a mesma partícula está numa

posição ix . Sem perda de generalidade, podemos tomar o primeiro instante

como sendo 0=t  e, se o tempo posterior for t  dizemos que ix  é uma função

de t  e da posição inicial iξ , isto é

),( txx iii ξ= .

Equação 6

As coordenadas iniciais iξ  da partícula são chamadas de coordenadas

materiais ou coordenadas Lagrangeanas, e as coordenadas ix  são as

coordenadas espaciais ou coordenadas Eulerianas. Assumimos que o

movimento é uma função contínua e que a Equação 6 possa ser invertida

para recuperar as coordenadas materiais da partícula material que no tempo

t  está na posição ix , isto é,
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),( txiii ξξ = .

Equação 7

Fisicamente, o movimento contínuo significa que as partículas que estão nas

vizinhanças de uma dada partícula material continuarão em suas vizinhanças

no transcorrer do movimento.

A Equação 6 pode ser vista como uma equação paramétrica de uma

curva no espaço, tendo t  como parâmetro, e é chamada de caminho da

partícula material. Qualquer propriedade do fluido pode ser acompanhada ao

longo do caminho da partícula. Por exemplo, a densidade (massa por

unidade de volume de uma substância), nas vizinhanças de uma partícula é

uma função ),( tiξρρ = , e é esta a densidade que um observador veria se

estivesse "colado" à partícula material. A descrição material da variação de

alguma propriedade ),( tF iξ  pode ser vista na descrição espacial ),( txF i

usando a Equação 7, isto é,

]),,([),( ttxFtxF iii ξ= .

Equação 8

Fisicamente, a Equação 8 diz que o valor da propriedade no tempo t  e na

posição ix , é o valor apropriado para a partícula material que se encontra em

ix  e no tempo t .

Associados às descrições anteriores, existem duas derivadas à

considerar: a derivada com respeito ao tempo mantendo ix  constante

ixtt







∂
∂≡

∂
∂ ; e a derivada com respeito ao tempo mantendo iξ  constante (a
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derivada total) 
i

tdt

d

ξ







∂
∂≡ . Assim, 

t

F

∂
∂  é a taxa de variação de F  quando

observada em um ponto ix  fixado, enquanto 
dt

dF  é a taxa de variação

observada quando seguimos o movimento do fluido. Na literatura a derivada

total é conhecida como derivada material ou substantiva, sendo denotada por

Dt
D . Em particular, se ixF =  é a posição da partícula teremos

iii
i vtx

tDt

Dx =
∂
∂= ),(ξ .

Equação 9

A Equação 9 permite estabelecer a conexão entre as duas derivadas

anteriores. De fato,

Fv
t

F

t

F

t

x
FttxF

t
tF

tdt

dF
ii

x

i

iiii

ii

∂+
∂
∂=







∂
∂+







∂
∂

∂=
∂
∂=

∂
∂=

ξ

ξξ ]),,([),( ,

ou em notação simbólica,

))(.(
)()()(

FV
t

F

Dt

FD

dt

Fd ∇+
∂

∂≡= .

Equação 10

O primeiro termo do lado direito da Equação 10 é a variação local de F  e o

segundo termo é a variação convectiva em F .

A partir da descrição material ),( tx ii
ξ  do movimento, temos um

campo de vetores definido pela Equação 9, isto é,
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),( txv
dt

dx
v ii

i
i == .

O escoamento é chamado estacionário se as componentes do campo de

velocidades não dependem do tempo. As trajetórias do campo serão as

linhas de corrente e são soluções do sistema de equações diferenciais

ordinárias

),( txv
dt

dx
ii

i = .

A descrição Lagrangeana do movimento do fluido é usualmente muito

difícil e é raramente empregada em mecânica dos fluidos. Entretanto, se

empregarmos a velocidade como a principal variável dependente, ao invés

da posição, podemos em geral determinar o escoamento. A descrição

Euleriana é muito mais útil, pois as leis físicas escritas nesta forma não

contém o vetor posição, e a velocidade aparece naturalmente como a

principal variável dependente.

4.2 - A Decomposição do Movimento

Nesta seção vamos descrever a decomposição do movimento local do

fluido em modos elementares. Seja uma partícula material principal

denotada por um ponto P . Seja '
P  uma outra partícula material e

suficientemente próxima de P  como mostra a Figura 3.
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Figura 3: Movimento relativo de partículas vizinhas.

O vetor posição de '
P  relativo a P  é idr  e pode ser representado por um

vetor unitário iα  e uma distância ds . Após um tempo infinitesimal, P  e '
P

estarão em novas posições: P  experimentou uma velocidade local iv ; '
P

experimentou uma velocidade ii dvv + . Após a partícula P  mover-se com

velocidade de translação, '
P  pode ser considerada como a partícula material

principal. A descrição anterior só é válida no limite quando a distância entre

P  e '
P  é suficientemente pequena.

Os movimentos de P  e '
P  podem ser decompostos em três

movimentos distintos: uma translação de corpo sólido, uma rotação de corpo

sólido e uma deformação. O movimento de translação é simplesmente a

velocidade do próprio P  e os outros movimentos estão contidos em idv , a

velocidade de '
P  relativa a P . O incremento de velocidade é dado por

ijij drvdv ∂= ,

onde jiv∂  é o tensor gradiente de velocidade e que pode ser decomposto

numa parte simétrica e numa anti-simétrica

ii dvv +

idv

iv

'
P

dsdr ii α=

ds

iα
2x

1x

3x

iv

P
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ijijij drvvdv )( ][)( ∂+∂= .

Equação 11

A parte simétrica indica o movimento de deformação de '
P  em relação a P

e é dada por

iji

d

j drvdv )(
)( ∂≡ ,

Equação 12

e a parte anti-simétrica está associada ao movimento de rotação de '
P  em

torno de P  e é dada por

iji

r

j drvdv ][
)( ∂≡ .

Equação 13

Os tensores presentes na Equação 12 e na Equação 13 são de

fundamental importância em mecânica dos fluidos. A velocidade total de

deformação dada na Equação 12 é proporcional a parte simétrica do

gradiente de velocidade; e o tensor )( jiv∂  é conhecido na literatura como

tensor taxa de deformação e é usualmente denotado por

vsv ijijijji def)( ====∂ γε � . A parte anti-simétrica ][ jiv∂  é responsável pelo

movimento de rotação e as componentes de ][ jiv∂  podem ser expressas em

forma de um vetor V×∇=ω  chamado vorticidade. Em cada ponto do

escoamento existe uma vorticidade e algumas vezes a solução das equações

de campo é formulada usando a vorticidade como principal variável

dependente. Neste ponto é importante distinguir os termos vorticidade e
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vórtice: vorticidade é uma propriedade do escoamento, enquanto a palavra

vórtice é empregada para descrever algum tipo de redemoinho ou turbilhão.

4.3 - A Dilatação

Quando uma partícula material está em movimento com o fluido, seu

tamanho e sua forma podem variar e, é importante saber quando o seu

volume está variando. Por exemplo, se uma partícula está expandindo ou

contraindo ela realiza trabalho sobre as outras partículas ou vice-versa.

Quando o sistema de coordenada é mudado das coordenadas materiais

iξ  para as coordenadas ix , o elemento de volume varia de acordo com

0321)(

)(
JdVddd

x
dV

i

i =
∂
∂

= ξξξ
ξ

,

Equação 14

onde J  é o Jacobiano da transformação.

Se imaginarmos iξ  como coordenadas cartesianas em 0=t  então,

321 ξξξ ddd  é o volume 0dV  de um paralelepípedo elementar. Quando este

paralelepípedo está em movimento com o fluido ele pode distorcer e variar o

seu volume tal que, em algum tempo t , ele encontra-se em alguma

vizinhança do ponto ),( txx iii ξ= . A Figura 4 ilustra esta situação.
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Figura 4: Variação de um paralelepípedo elementar.

Pela Equação 14 o volume do paralelepípedo é 0JdVdV = , e, portanto

0dV

dV
J =

é chamado de dilatação ou expansão. Admitindo que a Equação 6 seja

invertida para obter a Equação 7, e vice-versa, isto é equivalente a exigir que

nem J  e nem 1−
J  sejam nulos. É interessante saber como a dilatação varia

quando seguimos o movimento do fluido. Para tratar esta questão devemos

calcular a derivada material 
Dt

DJ . Pode-se demonstrar que vale a

identidade de Euler

V
Dt

JD
.

)(ln ∇= ,

Equação 15

onde fica evidente que para um escoamento incompressível 0. =∇V .

),( txx iii
ξ=

dV

dV0

ξi        t=0

x1

x2

x3

t
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5 - PRINCÍPIOS DE CONSERVAÇÃO DE MASSA, MOMENTO E

ENERGIA

Em mecânica do contínuo existem principalmente três princípios

dinâmicos independentes: a conservação de massa, a conservação de

momento e a conservação de energia. O princípio de conservação de massa

afirma que em um volume material a massa é constante, ou

equivalentemente, a taxa de variação da massa é nula no volume. O

princípio da conservação do momento afirma que a taxa de variação do

momento linear de um volume material é igual a força resultante atuando

sobre o volume. Finalmente, o princípio de conservação de energia é

fundamentalmente a primeira lei da termodinâmica; ele afirma que a taxa de

variação da energia num volume material é igual aos trabalhos realizados

por forças externas sobre o volume, menos a taxa de perda de calor.

5.1 - O teorema de transporte de Reynolds

As leis físicas são formuladas na descrição Lagrangeana e nós

precisamos dessas leis na descrição Euleriana. Essa transformação é feita

através de um importante teorema cinemático, derivado da identidade de

Euler (Equação 15) chamado teorema de Reynolds. O teorema não trata da

variação de um volume material infinitesimal mas sim de um volume

material variando no tempo.

Seja ),( txFF i=  uma função qualquer (escalar, vetorial ou tensorial),

representando alguma propriedade física do fluido. Se )(tVV =  é um volume

material movendo-se com o fluido então, a função
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∫==
)(

),()(

tV

i dVtxFtGG

é uma função do tempo e sua derivada material pode ser calculada. De fato,

usando a transformação dada na Equação 6, o fato de que 0JdVdV =  e a

identidade de Euler (Equação 15) obtemos:

∫∫

∫∫

∫∫





 ∇+=



 ∇+=





 +=



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==

)(

)(

).().(

)(ln

]),,([),(
)(

tV

o

V

o

V

o

V

o

V

oii

tV

i

dVVF
dt

dF
JdVVF

dt

dF

JdV
dt

Jd
F

dt

dF
dV

dt

dJ
FJ

dt

dF

JdVttxF
dt

d
dVtxF

dt

d

Dt

tDG

o

oo

o

ξ

Portanto, o teorema de transporte de Reynolds é

∫∫ 



 ∇+=

)()(

).(),(
tVtV

i dVVF
dt

dF
dVtxF

dt

d .

Equação 16

Lembrando da derivada material (Equação 10) e da identidade vetorial

(Equação 1(e)), a Equação 16 pode ser escrita na forma

∫

∫∫





 ∇+

∂
∂=

=



 ∇+∇+

∂
∂=

)(

)()(

).(

).(.),(

tV

tVtV

i

dVFV
t

F

dVVFFV
t

F
dVtxF

dt

d

Equação 17
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Aplicando o teorema de Gauss na Equação 17 obtemos também

∫ ∫∫ +
∂
∂=

)( )()(

.),(

tV tStV

i
ndsFvdV

t

F
dVtxF

dt

d ,

Equação 18

onde )(tS  é a superfície móvel envolvendo o volume )(tV .

Fisicamente, este teorema diz que a taxa de variação da integral de F

num volume material móvel é a integral da variação local de F  mais o fluxo

da propriedade F  através da superfície S  envolvendo )(tV .

5.2 - Equação da Continuidade

Seja ),( txiρρ =  a massa por unidade de volume de uma partícula de fluido

na posição )3,2,1( =ixi  e no tempo t . A massa total num volume material

qualquer V é dada por

dVtxm i

V

),(∫= ρ

Equação 19

Tomando F= ρ na Equação 16 teremos

0).( =



 ∇+= ∫ dVV

dt

d

dt

dm

V

ρρ .

Equação 20

Sendo V arbitrário segue que
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0).().( =∇+
∂
∂=∇+ V

t
V

dt

d ρρρρ
.

Equação 21

Esta equação é chamada equação da continuidade. Em particular ,

quando o escoamento é incompressível ( ρ  constante) a equação da

continuidade se reduz a

0=∇ V.

Equação 22

ou em notação de Einstein 0=∂ iiv  e neste caso o movimento é chamado de

isocórico e o campo de velocidade v  é dito solenoidal.

5.3 - A equação do movimento do fluido

O momento linear de um fluido dv  é por definição vdvρ . Fazendo na

Equação 18 vF ρ=  e usando o teorema da divergência obtemos

∫∫

∫∫∫

∂+
∂

∂=

=+
∂

∂=

)()(

)()()(

)(
)(

)(

tV

jij

tV

i

tS

jji

tV

i

tV

i

dVdV
t

dsndV
t

dV
dt

d

νρνρν

νρνρνρν

Equação 23

Pelo princípio da conservação do momento, a força resultante atuando

sobre um volume material é igual à Equação 23,
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∫∫∫ +=



 ∂+

∂
∂

)()()(

)(
)(

tS

i

tV

i

tV

jij
i dstdVFdV

t
ρνρνρν ,

Equação 24

onde iF  são as forças volumétricas e it  as forças de superfície. Usando a

Equação 3 e o teorema da divergência, a Equação 24 fica:

0)(
)(

)(

=



 ∂−−∂+

∂
∂

∫ dVF
t

tV

ijiijij

i σρνρνρν

Desde que )(tV  é arbitrário, segue que

ijiiijji F
t

σρνρνρν ∂+=∂+
∂
∂

)()(

Equação 25

 Usando a Equação 4, a Equação 25 fica

jijiiijji PF
t

τρνρνρν ∂+∂−=∂+
∂
∂

)()(

Equação 26

ou em notação simbólica

FpVVV
t

ρτρρ +∇+−∇=∇+
∂
∂

.).()(

Equação 27
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A Equação 27 é a equação do movimento (ou momento) na forma

diferencial e conservativa, e em conjunto com a equação da continuidade

são as principais equações diferenciais parciais da mecânica dos fluidos.

Podemos também interpretar a equação do movimento do ponto de vista de

Lagrange, simplesmente efetuando as diferenciações do lado esquerdo da

Equação 27 e identificando a derivada material. O resultado final é a forma

não conservativa.

ijiji

i FP
Dt

Dv
ρτρ +∂+−∂=

Equação 28

A Equação 28 é análoga a segunda lei de Newton para uma partícula

do contínuo. Ela afirma que a massa por unidade de volume ρ  vezes a

aceleração )/( DtDvi  da partícula material é a força resultante aplicada sobre

a partícula do fluido.

5.4 - Equação da energia

Aplicando o princípio da conservação de energia, o teorema do

transporte de Reynolds também pode ser usado para derivar a equação da

energia. Os detalhes podem ser vistos em [20], sendo que o resultado final e

na forma conservativa é
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( )
iijijiiiii Fqee

t
ρννσνρννρ +∂+−∂=










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
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
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Equação 29

ou a notação simbólica e na forma não conservativa é

( ) Fvqe
Dt

D
.... ρνσνρ +∇+−∇=



 + 2

2

1

A Equação 29 pode ser separada em duas equações: a equação da

energia cinética e a equação da energia térmica. A equação da energia

cinética é obtida a partir da equação do momento e sua forma final é

iijijiiiii Fpv
t

ρντνννρνρ +∂+∂−=




∂+







∂
∂ 22

2

1

2

1

Equação 30

A equação da energia térmica é obtida subtraindo a Equação 30 da Equação

29 e o resultado final é

( ) ( )
iiijjiiiii qpee

t
∂−∂+∂−=∂+

∂
∂ ντνρνρ

Equação 31

Nas Equações 29, 30 e 31, )2(
2

ve +ρ  é a energia total da partícula material e

iq  é o fluxo de calor.
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A equação da energia tendo a temperatura como variável dependente,

também pode ser derivada facilmente; o resultado (ver [31] para detalhes) é

Φρ +∇= Tk
Dt

DT
cv

2 ,

Equação 32

onde vc  é o calor específico, k  é a condutividade térmica e φ  é chamada

função de dissipação.
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6  - FLUIDOS NEWTONIANOS E AS EQUAÇÕES DE NAVIER-

STOKES

Todo os processos contínuos que ocorrem num fluido são governados

pelas equações, derivadas dos três princípios básicos, 29, 21 e 26. Essas

equações não constituem um sistema fechado de equações, no sentido que

existem mais incógnitas que equações. Para fechar o conjunto devemos

fornecer informações adicionais sobre a natureza do fluido. A lei de

viscosidade de Newton que relaciona o tensor das tensões viscosas com a

deformação e a lei de Fourier que relaciona o fluxo de calor com o gradiente

de temperatura, fornecem as equações adicionais (constitutivas) para o

fechamento.

6.1 - Lei de viscosidade de Newton e Lei de Fourier

O ponto de partida é assumir que o tensor ijσ  é uma função do estado

termodinâmico local e do gradiente de velocidade

),,( ekijij e νρσσ ∂=

A forma mais simples para a relação acima é uma função linear do gradiente

de velocidade, cujos coeficientes dependem do estado termodinâmico

)(321 jiijkkijij vaaa ∂+∂+= δνδσ

Equação 33
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Podemos fixar 1a  argumentando que quando não há movimento do fluido, a

Equação 33 deve reproduzir a pressão termodinâmica. Assim, ti Pa −=  e os

coeficientes 2a  e 3a  são usualmente denotados como λ  e µ2 ,

respectivamente. Esses coeficientes são chamados de segundo e primeiro

coeficientes de viscosidade, respectivamente.

Usando a Equação 8 e a equação da continuidade podemos escrever a

Equação 33 como

Dt

D
PP kkmt

ρ
ρ

µλνµλ 1

3

2

3

2





 +−=∂





 +=− .

Desde que o segundo termo da Equação 33 é nulo em escoamentos

incompressíveis, o segundo coeficiente de viscosidade λ  desempenha um

papel secundário nesses escoamentos. Entretanto, em escoamentos

compressíveis λ  tem muita importância. Pela hipótese de Stokes devemos

ter mt PP =  e portanto, 3
2µλ −= . Assim, a hipótese de Stokes é tomada

como uma das características dos fluidos Newtonianos. Com essas idéias em

mente, a Equação 33 fica

)(2
3

2
jiijkkijij vp ∂+∂−−= µδνµδσ ,

Equação 34

onde µ  é usualmente conhecido como coeficiente de viscosidade dinâmica

ou molecular. Esta é a essência da lei de viscosidade de Newton.

Comparando a Equação 34 com a Equação 4, o tensor das tensões viscosas

fica
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)(2
3

2
jiijkkij v∂+∂−= µδνµτ

e para escoamentos incompressíveis teremos

)(2 jiij v∂= µτ

Resumindo, a lei da viscosidade de Newton para escoamentos

incompressíveis é

)(2 jiijij vp ∂+−= µδσ

Equação 35

Fisicamente, a Equação 35 nos diz que o tensor das tensões é

proporcional a deformação, onde a constante de proporcionalidade contém o

coeficiente de viscosidade molecular. É interessante observar que a Equação

35 não é uma lei física e sim uma mera aproximação para o comportamento

de muitos fluidos.

Em resumo, a lei de viscosidade de Newton implica que um fluido

tem as seguintes propriedades:

i) as tensões são proporcionais às deformações;

ii) o tensor das tensões é simétrico e

iii) vale a hipótese de Stokes. Fluidos que satisfazem estas propriedades

são chamados de fluidos Newtonianos.
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A formulação de lei de Fourier para a condução de calor é semelhante

à viscosidade de Newton. O fluxo de calor é uma função do gradiente de

temperatura

Tbaq jijii ∂+=

Quando o gradiente de temperatura é nulo, iq  também deve ser nulo e

portanto 0=ia . A lei de Fourier assume que ijij kb δ−=  é um tensor de

condutividade. Assim teremos

Tkq ji ∂−=

Equação 36

6.2 - As equações de Navier-Stokes

A equação da continuidade, a equação do movimento como a lei da

viscosidade de Newton e a equação da energia com lei de Fourier para o

fluxo de calor são conhecidas na literatura como as equações de Navier-

Stokes. Em coordenadas cartesianas estas equações são encontradas pela

substituição do tensor das tensões, na Equação 26 e a substituição da

Equação36 na equação da energia, tendo a temperatura como variável

dependente. Essas equações para um fluido newtoniano e incompressível

são:
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FVp
Dt

DV ρµρ +∇+−∇= 2 (a)

Φ+∇= Tk
Dt

DT
cv

2ρ (b)

0. =∇V (c)

Equações 37

É comum aparecer na literatura o termo equação de Navier-Stokes com

propriedades constantes, para enfatizar que nas Equações 37(a) e 37(b) os

coeficientes de transporte ρ , µ  e vc  são aproximadamente constantes. Neste

caso as Equações 37(a) e 37(c) podem ser desacopladas da equação de

temperatura (Equação 37(b)). Existem situações em que a temperatura é

sempre constante durante o movimento, nestes casos a Equação 37(b) não é

considerada e tais escoamentos são chamados de isotérmicos.

As equações de Navier-Stokes modelam qualquer escoamento

viscoso, e matematicamente elas constituem um sistema de equações

diferenciais a derivadas parciais não lineares, nas variáveis iv , P  e T  como

variáveis dependentes. Os termos de mais alta ordem nestas equações, que

aparecem devido aos efeitos viscosos são lineares e de segunda ordem,

enquanto os termos convectivos são não lineares e de primeira ordem. Por

estas razões estas equações são também chamadas quase lineares.

Qualquer conjunto de equações diferenciais parciais de segunda

ordem pode ser classificado como elíptico, parabólico ou hiperbólico, sendo

que as equações de Navier-Stokes exibem todos os três tipos de

comportamento. Até hoje não se conhece soluções analíticas para um

escoamento viscoso e arbitrário, assim costuma-se adotar o tratamento

numérico que se mostra muito promissor. O termo “dinâmica dos fluidos
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computacional” é usado para resolver escoamentos governados por estas

equações via métodos numéricos e em um computador.

Para finalizar esta seção, exibiremos as equações governantes de um

escoamento incompressível e isotérmico, em coordenadas cartesianas e na

forma conservativa. Seja ρ
mP

P =  e ρ
µν =  o coeficiente de viscosidade

cinemática. As equações de Navier-Stokes em 3D e em notação usual são :
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Equações 38

As equações de Navier-Stokes em coordenadas cilíndricas e esféricas podem
ser encontradas facilmente na literatura, por exemplo em [1].
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7 - CONDIÇÕES DE FRONTEIRA E NÚMERO DE REYNOLDS

As equações do movimento discutidas anteriormente requerem

condições subsidiárias para definir problemas específicos. Essas condições

são chamadas condições de fronteira e são fundamentais para se obter uma

solução que tenha sentido físico num problema real. Existem basicamente

cinco tipos de condição de fronteira apropriadas e largamente utilizadas: a)

condição sobre uma superfície sólida sem deslizamento do fluido; b)

condição sobre uma superfície com deslizamento; c) condição sobre uma

superfície livre; d) uma condição de entrada de fluido; e) uma condição de a

saída de fluido. A Figura 5 ilustra algumas dessas condições.

Parede sólida

Figura 5: Condição de fronteira.

A condição de fronteira tipo a) significa que o fluido deve ser "colado" à

superfície sólida; a condição b) permite que o fluido deslize sobre a

superfície e muitas vezes esta condição de fronteira é interpretada como uma

superfície de simetria; a condição c) representa uma interface entre o fluido

e uma atmosfera; a condição d) requer o conhecimento do escoamento na

entrada e a condição e) requer o conhecimento na saída do fluido. É

Entrada
de fluido Saída de

fluido

Fluido

Atmosfera Superfície
livre
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importante salientar que estas condições de fronteira podem especificar

variáveis na fronteira ou especificar as variáveis através de uma equação.

Exemplos são as condições de Dirichet, Neumann e Robin. Como exemplo

realístico, consideremos a região bidimensional de escoamento como

ilustrada na Figura 6.

Figura 6: Condições de fronteira para uma região 2D.

Sobre AB conhecemos um perfil de velocidade isto é, u  conhecido e

0=v ; sobre BC devemos ter 0== vu ; sobre CD devemos conhecer as

tensões na superfície; sobre DE devemos dar as condições de saída do fluido

e informar u  e v ; sobre AE devemos ter 0=v  e outin uu = .

Quando admensionalizamos as equações de Navier-Stokes aparece

naturalmente uma grandeza admensional chamada de número de Reynolds.

As equações admensionais mostram com clareza os efeitos físicos contidos

nestas equações, e ainda mais ficam livres de qualquer escolha de unidades.

Como exemplo vamos tomar as Equações 38 para o caso bidimensional e

sem forças externas. Suponhamos que o escoamento é caracterizado por uma

dimensão L , uma velocidade U e uma viscosidade cinemática v . Definimos

as variáveis admensionais pela transformação

Superfície livreParede sólida

Entrada
Saídau in

u out

y

x

linha de simetria
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Uuu
*= ; Uvv

*= ; Lxx
*= ; Lyy

*=  ; 
U

Ltt
*

= ; 2*
UpP =

Substituindo estas mudanças nas Equações 38 obtemos as formas

admensionais das equações
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Equações 39

onde ν/Re LU=  é o número de Reynolds. É evidente que o número de

Reynolds mede a importância dos termos devido a viscosidade. Assim, se

Re  é muito grande podemos desprezar os termos viscosos, obtendo a

chamada Equação de Euler. É importante salientar que a natureza das

equações para ∞→Re  é fundamentalmente diferente do caso ∞→Re)/1( .
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8 - TRATAMENTO NUMÉRICO DE ESCOAMENTOS

INCOMPRESSÍVEIS

A introdução dos computadores na ciência resultou numa nova área

de atuação dentro da mecânica dos fluidos, chamada dinâmica dos fluidos

computacional. Dentro dessa nova linha de trabalho, muitos pesquisadores

desenvolveram métodos numéricos para resolver as equações de Navier-

Stokes. A contínua melhoria desses métodos, associada à evolução dos

computadores, tanto em capacidade de armazenamento quanto em

velocidade de processamento, muitos problemas complexos em dinâmica

dos fluidos são simulados computacionalmente com razoável precisão. A

idéia central dos métodos numéricos é substituir as equações diferenciais

parciais da continuidade, momento e energia por aproximações algébricas

relacionando um número finito de pontos discretos e sujeitos a certas

restrições sobre o espaçamento da malha computacional, o incremento de

tempo e número de Reynolds.

A simulação algébrica das equações governantes da dinâmica dos

fluidos segue principalmente duas metodologias: diferenças finitas e

elementos finitos. A técnica de diferenças finitas (ver por exemplo [25])

aproxima as derivadas presentes nas equações por diferenças finitas sobre

pontos discretos, resultando em sistemas de equações algébricas esparsos;

enquanto a técnica de elementos finitos (ver por exemplo [19]) modela as

próprias funções sobre uma região entre os pontos discretos, resultando num

sistema de equações geralmente de banda. Ambas as metodologias são

aplicadas com sucesso em escoamentos viscosos, entretanto nos últimos

anos a técnica de diferenças finitas adquiriu muita popularidade.
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A escolha das variáveis dependentes, a construção da malha sobre o

domínio, a escolha do método de discretização e a aplicação adequada das

condições de fronteira são requisitos fundamentais para se obter uma

simulação de boa qualidade. No caso bidimensional, tomar a função corrente

e a vorticidade como variáveis dependentes pode ser conveniente; mas em

três dimensões as variáveis u , v , w  e p são as mais utilizadas. A construção

da malha sobre o domínio de cálculo é crucial para a performance do

método numérico a ser utilizado. O método de discretização empregado

pode ser explícito ou implícito, sendo que os explícitos sofrem severas

restrições de estabilidade numérica; enquanto os implícitos, teoricamente,

incondicionalmente estáveis, são mais apropriados. A aplicação adequada

das condições de fronteira, fisicamente aceitáveis, é essencial em todos os

escoamentos viscosos.

A principal dificuldade na resolução numérica das equações de

Navier-Stokes para o caso incompressível é a imposição rigorosa da

conservação de massa a cada nível de tempo. Os esquemas numéricos em

variáveis primitivas, os quais são preferidos pelas facilidades da imposição

das condições de fronteira, apresentam dificuldades na determinação da

pressão consistente com o campo de velocidades. Essas dificuldades são

superadas pela introdução da equação de Poisson para a pressão, porém

resulta  em um esforço computacional. Em variáveis primitivas existem duas

técnicas amplamente utilizadas: a técnica da compressibilidade artificial de

Chorin [5]; e a técnica da equação de Poisson para a pressão de Harlow e

Welch [11] e contida no método de MAC (Marker and Cell). Uma descrição

detalhada desses métodos é apresentada em [8].



42

8.1 - Um método de discretização

Com o objetivo de apresentar uma simulação numérica, para o caso

bidimensional, de um fluido incompressível e viscoso, nesta seção

apresentamos uma modificação do método MAC proposta por Hirt e Cook

[16]. O método utiliza a metodologia de diferenças finitas sobre malhas

diferenciadas.

As formas admensionais das equações de Navier-Stokes são dadas

pelas Equações 39. A discretização dessas equações é feita sobre malhas

diferenciadas, onde a Equação 39(a) é discretizada no ponto ),,2
1( nji + , a

Equação 39(b) é discretizada em ),2
1,( nji +  e a Equação 39(c) em ),,( nji .

Um campo de velocidades intermediário, não necessariamente satisfazendo

a equação da continuidade, é calculado segundo o esquema explícito:
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Equações 40

onde xδ  é o espaçamento da malha na direção x , yδ  o espaçamento na

direção y  e tδ  o tamanho do passo dado no tempo. Os valores das variáveis

em pontos indeterminados nas malhas são calculados como a média

aritmética dos valores nas faces das células. Em particular, os valores 2
, )( n

jiu

e 2
, )( n

jiv  são aproximados usando a forma ZIP de [11]. As aproximações para
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as derivadas temporais foram feitas utilizando diferenças avançadas de 1a

ordem, método de Euler. Os termos convectivos e os gradientes de pressão

foram aproximados usando-se diferenças centrais de segunda ordem de

precisão e o Laplaciano foi aproximado por diferenças centrais sobre três

pontos, também de segunda ordem. Assim, o esquema apresentado nas

Equações 40 é de ),,( 22
yxtO δδδ .

Desde que os valores de 1
2/1,

1
,2/1 e +

+
+

+
n

ji

n

ji vu , em geral, não satisfazem a

conservação da massa (Equação 39(c)), um procedimento iterativo para

ajustar essas velocidades é empregado: em cada célula a divergência do

campo de velocidades é calculada por:
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Equação 41

onde as derivadas na Equação 39(c) foram aproximadas por diferenças

centrais de segunda ordem. Se a magnitude de 1+n

jiD ,  for menor que uma

tolerância ε  preestabelecida o escoamento é localmente incompressível

senão, a pressão e as componentes da velocidade são atualizadas de acordo

com o processo iterativo:
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onde β é dado por

( ) ( ){ }]/1/1[2/ 22
0 yxt δδδββ +=

e 0β  é um fator de relaxação, em geral 20 0 << β , para acelerar a

convergência, sendo determinado por experimentos numéricos. Uma vez

que ε<+1n

jiD , , para todas as células do domínio, o movimento do fluido é

avançado no tempo usando as Equações 40. Adotando um critério de parada

sobre as componentes u  e v  dadas nas Equações 40, obtemos a resposta das

equações de campo.

Vimos anteriormente que os métodos explícitos são condicionalmente

estáveis e portanto, tδ  e Re  são restritos a certos valores. Pracht em [23]

demonstra que o método MAC é inapropriado para escoamentos de baixo

Reynolds ( 1Re ≤ ) e segundo uma análise de estabilidade linear [13], o

tamanho do passo dado no tempo deve satisfazer:

{ }vyuxt /,/min δδδ <  e { }( )22 ,Re/2 vumáxt <δ .

Portanto, para a estabilidade do esquema anterior devemos ter:

{ }{ }vyuxvumáxt /,/,,Re/2min*fator 22 δδδ =

Equação 43

onde 1fator0 <<  é um parâmetro escolhido para assegurar que o método

trabalhe numa região estável.
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8.2 - Aplicação: o problema do degrau

Uma corrente de ar isotérmica e em baixa velocidade, com perfil

constante Uu = , 0=v  instantaneamente entra na região de escoamento

mostrada na Figura 7.

Figura 7: Domínio do escoamento

 Para simular o escoamento de ar dentro da região mostrada na Figura

7 nós usamos o método apresentado na seção 8.1. A simulação é

caracterizada pelo número de Reynolds e em baixas velocidades. A região

CDE é uma zona de recirculação das partículas do fluido e isto é

evidenciado nos resultados numéricos apresentados.

8.3 - Resultados numéricos

O escoamento de ar mostrado na Figura 7 foi simulado usando 2100

células (malha 70x30) computacionais e vários números de Reynolds. Um

procedimento para calcular o tamanho do passo no tempo foi implementado

usando a Equação 43, onde o parâmetro fator foi escolhido como 0.9. As
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condições de fronteira utilizadas são aquelas discutidas na seção 7, sendo

que na região de saída utilizamos a sugestão de Hirt e Cook [16]. No

processo iterativo para a conservação da massa utilizamos 0.10 =β  e 610−=ε .

Para finalizar os processos adotou-se o seguinte critério de convergência:

resíduo<TOL, onde TOL é uma tolerância prefixada e o resíduo é definido

como:

( )
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1
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 Resíduo

Após uma série de testes numéricos observamos que o resíduo caiu em 8

ordens de magnitude. Assim adotamos TOL=10-4 em todos os processos.

Com o número de Reynolds 10, 100 e 200 conseguimos convergência

em  706, 9388 e 17741 iterações, respectivamente. A visualização desses

resultados juntamente com seu código computacional desenvolvido em

Fortran são mostrados no APÊNDICE.
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10 – APÊNDICE

C.........................................................................

C                                                                        .

C                                                                        .

C   ESTE PROGRAMA SIMULA O ESCOAMENTO DE AR NUM DEGRAU (BACKWARD-FACING-

.

C   STEP) BIDIMENSIONAL.  O ESQUEMA NUMERICO  UTILIZADO  NESTE  CODIGO E .

C   UMA MODIFICACAO DO METODO MAC (MARKER-AND-CELL), PARA AS EQUACOES DE .

C   NAVIER-STOKES  INCOMPRESSIVEIS, PROPOSTA POR C. W. HIRT E J. L. COOK .

C   E EXTRAIDO DE JOURNAL OF COMPUTATIONAL PHYSICS, VOL. 10, PP. 324-340 .

C   (1972).                                                              .

C                                                                        .

C                                                                        .

C                                                            DEZEMBRO/97 .

C.........................................................................

C

          PROGRAM BFS

          INTEGER I,J,ALFA,N,M,T

          REAL*8 DELTAT,DELTAX,DELTAY,RE,L,U0,BETA0,RESIDUO,RESU,RESV

     *               ,DELTIN,TOL,VISC,FATOR,MAX,MAXU,MAXV,EPS,DX2,DY2

          REAL*8     U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),P(0:150,0:150)

     *                                   ,UAUX(150,150),VAUX(150,150)

          COMMON /BLOCO0/ALFA

          COMMON /BLOCO1/N,M

          COMMON /BLOCO2/DELTAX,DELTAY

          COMMON /BLOCO3/DX2,DY2

          OPEN (1,FILE = 'INPUT.DAT',STATUS = 'OLD')

          OPEN (2,FILE = 'OUTPUT',STATUS = 'UNKNOWN')

C
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C...DEFINICAO DOS PARAMETROS:

C

C      EPS - TOLERANCIA PARA A CONSERVACAO DA MASSA;

C      BETA0 - FATOR DE RELAXACAO;

C      TOL - TOLERANCIA  PARA FINALIZAR O PROCESSO;

C      VISC - VISCOSIDADE DO FLUIDO;

C

   DELTIN - TAMANHO DO TIME-STEP INICIAL.

C

C

          DATA EPS,BETA0,TOL,VISC,DELTIN/1.0E-07,1.0,1.0E-06,1.51E-05

     *                                  ,1.0E-01/

C

C...DADOS DE ENTRADA:

C

C      L - COMPRIMENTO LONGITUDINAL DO DOMINIO;

C      N - NUMERO DE CELULAS NA DIRECAO X;

C      M - NUMERO DE CELULAS NA DIRECAO Y (PAR);

C      ALFA - PARAMETRO QUE CONTROLA A POSICAO DO DEGRAU (RES-

C             TRICAO: MAIOR QUE ZERO E MENOR QUE N);

C      RE - NUMERO DE REYNOLDS;

C      FATOR -  VARIAVEL  ESCOLHIDA   ENTRE  0.0  E 1.0, PARA

C              ASSEGURAR QUE O METODO ESTA TRABALHANDO DENTRO

C              DE UMA REGIAO ESTAVEL.

C

C

          READ(1,*) L,N,M,ALFA,RE,FATOR

          DELTAX=L/N

          DX2=DELTAX*DELTAX

          DELTAY=2.D0/M

          DY2=DELTAY*DELTAY
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C...U0 - VELOCIDADE DA CORRENTE DE AR QUE CHEGA NO DOMINIO

          U0=5.D0*RE*VISC

C

C....CONDICOES INICIAIS

C

          T=0

          DELTAT=DELTIN

          CALL CONDINIC (U,V,P,UAUX,VAUX)

C

C...LOOP PRINCIPAL

C

          RESIDUO=10.0D0

          DO  WHILE (RESIDUO.GE.TOL.OR.T.EQ.50000)

                   CALL CONTINU (EPS,BETA0,DELTAT,U,V,P)

                   CALL MAXUVT (U,V,MAX,MAXU,MAXV)

                   CALL TIMSTEP (RE,FATOR,MAX,MAXU,MAXV,DELTAT)

                   CALL BC (U,V)

                   T=T+1

                   CALL MOMENTOS (RE,DELTAT,U,V,P)

                   CALL SOMADIF (U,V,UAUX,VAUX,RESU,RESV)

                   RESIDUO=DABS(RESU-RESV)

                   WRITE(*,*) T,RESIDUO,DELTAT

          END  DO
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C

C...VARIAVEIS EM POSICOES NAO DISCRETIZADAS

C

C...VARIAVEIS U,V NO CENTRO DA CELULA

          DO 55 I=0,2*N-2,2

              IF (I.LT.2*ALFA) THEN

                  DO 56 J=M,2*M-2,2

                     U(I+1,J+1)=0.5D0*(U(I+2,J+1)+U(I,J+1))

56                   V(I+1,J+1)=0.5D0*(V(I+1,J+2)+V(I+1,J))

              ELSE

                  DO 57 J=0,2*M-2,2

                     U(I+1,J+1)=0.5D0*(U(I+2,J+1)+U(I,J+1))

57                   V(I+1,J+1)=0.5D0*(V(I+1,J+2)+V(I+1,J))

              ENDIF

55        CONTINUE

C...VARIAVEIS U,V,P EM PONTOS DE DISCRETIZACAO (U,V TROCADOS)

          DO 507 I=0,2*N-2,2

             IF (I.LT.2*ALFA) THEN

                 DO 58 J=M,2*M-2,2

                    IF (J.LT.2*M-2) THEN

                       V(I+2,J+1)=0.5D0*(V(I+3,J+1)+V(I+1,J+1))

                       U(I+1,J+2)=0.5D0*(U(I+1,J+3)+U(I+1,J+1))

                       P(I+2,J+1)=0.5D0*(P(I+3,J+1)+P(I+1,J+1))

                       P(I+1,J+2)=0.5D0*(P(I+1,J+3)+P(I+1,J+1))

                    ELSE

                       V(I+2,J+1)=0.5D0*(V(I+3,J+1)+V(I+1,J+1))

                       P(I+2,J+1)=0.5D0*(P(I+3,J+1)+P(I+1,J+1))

                    ENDIF

58               CONTINUE

             ELSEIF (I.GE.2*ALFA.AND.I.LT.2*N-2) THEN

                 DO 59 J=0,2*M-2,2

                    IF (J.LT.2*M-2) THEN
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                       V(I+2,J+1)=0.5D0*(V(I+3,J+1)+V(I+1,J+1))

                       U(I+1,J+2)=0.5D0*(U(I+1,J+3)+U(I+1,J+1))

                       P(I+2,J+1)=0.5D0*(P(I+3,J+1)+P(I+1,J+1))

                       P(I+1,J+2)=0.5D0*(P(I+1,J+3)+P(I+1,J+1))

                    ELSE

                       V(I+2,J+1)=0.5D0*(V(I+3,J+1)+V(I+1,J+1))

                       P(I+2,J+1)=0.5D0*(P(I+3,J+1)+P(I+1,J+1))

                    ENDIF

59               CONTINUE

             ELSE

                 DO 60 J=0,2*M-2,2

                    IF (J.LT.2*M-2) THEN

                      U(I+1,J+2)=0.5D0*(U(I+1,J+3)+U(I+1,J+1))

                      V(I+2,J+1)=V(I+1,J+1)

                      P(I+1,J+2)=0.5D0*(P(I+1,J+3)+P(I+1,J+1))

                    ELSE

                      V(I+2,J+1)=V(I+1,J+1)

                    ENDIF

60               CONTINUE

             ENDIF

507        CONTINUE

C...VARIAVEIS NO CANTO SUPERIOR DIREITO DA CELULA

          DO 61 I=0,2*N-2,2

             IF (I.LT.2*ALFA) THEN

                 DO 62 J=M,2*M-4,2

                    V(I+2,J+2)=0.5D0*(V(I+3,J+2)+V(I+1,J+2))

                    U(I+2,J+2)=0.5D0*(U(I+2,J+3)+U(I+2,J+1))

                    P(I+2,J+2)=0.25D0*(P(I+3,J+2)+P(I+1,J+2)+P(I+2,J+3)

     *              +P(I+2,J+1))

62               CONTINUE

             ELSEIF (I.GE.2*ALFA.AND.I.LT.2*N-2) THEN

                 DO 63 J=0,2*M-4,2

                    V(I+2,J+2)=0.5D0*(V(I+3,J+2)+V(I+1,J+2))

                    U(I+2,J+2)=0.5D0*(U(I+2,J+3)+U(I+2,J+1))

                    P(I+2,J+2)=0.25D0*(P(I+3,J+2)+P(I+1,J+2)+P(I+2,J+3)

     *              +P(I+2,J+1))
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63               CONTINUE

             ELSE

                 DO 64 J=0,2*M-4,2

                    V(I+2,J+2)=0.5D0*(V(I+2,J+3)+V(I+2,J+1))

64                  U(I+2,J+2)=U(I+1,J+2)

             ENDIF

61         CONTINUE

C

C...MONTAGEM DE SAIDA PARA A VISUALIZACAO DO ESCOAMENTO

C

          WRITE(2,*) T,RESIDUO,DELTAT

          WRITE(2,*)'TITLE = "BFG" '

          WRITE(2,*)'VARIABLES = "I","J","U","V","P"'

          WRITE(2,*)'ZONE T="INTERNO",I=',2*M-1,',J=',2*N-1,',F=POINT'

          DO 41 I=0,2*ALFA-1

             DO 41 J=0,M-1

                U(I,J)=0.D0

41              V(I,J)=0.D0

          DO 44 I=1,2*N-1

             DO 44 J=1,2*M-1

44              WRITE(2,100) I,J,U(I,J),V(I,J),P(I,J)

100             FORMAT(1X,I3,1X,I3,1X,F10.5,1X,F10.5,1X,F15.5)

          STOP

          END

C

C...ROTINA PARA AS CONDICOES INICIAIS

C

             SUBROUTINE CONDINIC (U,V,P,UAUX,VAUX)

             INTEGER I,J,N,M,ALFA
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             REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),P(0:150,0:150)

             REAL*8 UAUX(150,150),VAUX(150,150)

             COMMON /BLOCO0/ALFA

             COMMON /BLOCO1/N,M

             DO J=M,2*M

                U(0,J)=1.D0

                V(0,J)=0.D0

             END DO

             DO I=1,2*N

                DO J=0,2*M

                   U(I,J)=0.D0

                   V(I,J)=0.D0

                   P(I,J)=0.D0

                END DO

             END DO

             DO I=0,2*N-2,2

                DO J=M,2*M-2,2

                   UAUX(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)

                   VAUX(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)

                END DO

             END DO

             DO I=2*ALFA,2*N-2,2

                DO J=0,M-2,2

                   UAUX(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)

                   VAUX(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)

                END DO

             END DO

            RETURN

            END

C

C...CONSERVACAO DA MASSA

C

             SUBROUTINE CONTINU (EPS,BETA0,DELTAT,U,V,P)
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             REAL*8 BETA0,DELTAT,MAXD,EPS

             REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),D(150,150),

     *              P(0:150,0:150)

             EXTERNAL DILATA,PRESITER

             MAXD=10.D0

             DO  WHILE (MAXD.GT.EPS)

                       CALL DILATA (U,V,D,MAXD)

                       CALL PRESITER (BETA0,DELTAT,D,U,V,P)

             END DO

             RETURN

             END

C

C....ROTINA PARA AVALIAR OS MAXIMOS DAS QUANTIDADES U, V ,U*U E V*V

C

             SUBROUTINE MAXUVT (U,V,MAX,MAXU,MAXV)

             INTEGER I,J,M,N

             REAL*8 MAX,MAXU,MAXV,U2,V2,AUX1,AUX2

             REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150)

             COMMON /BLOCO1/N,M

             MAX=0.D0

             MAXU=0.D0

             MAXV=0.D0

             DO I=0,2*N-2,2

                DO J=0,2*M-2,2

                   AUX1=DABS(U(I+2,J+1))

                   AUX2=DABS(V(I+1,J+2))

                   U2=U(I+2,J+1)*U(I+2,J+1)

                   V2=V(I+1,J+2)*V(I+1,J+2)

                   IF (AUX1.GT.MAXU) MAXU=AUX1

                   IF (AUX2.GT.MAXV) MAXV=AUX2

                   IF (U2.GT.MAX) MAX=U2

                   IF (V2.GT.MAX) MAX=V2

                END DO
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             END DO

             RETURN

             END

C

C...ROTINA PARA O TAMANHO DO PASSO NO TEMPO

C

          SUBROUTINE TIMSTEP (RE,FATOR,MAX,MAXU,MAXV,DELTAT)

          REAL*8 DELTAX,DELTAY,DELTAT,AUX1,AUX2,AUX3,MIN,

     *           FATOR,MAXU,MAXV,MAX,RE,AUX4,AUX5,AUX6,AUX7

          COMMON /BLOCO2/DELTAX,DELTAY

             AUX1=1.D0/MAXU

             AUX2=1.D0/MAXV

             AUX3=MAX*RE

             AUX4=1.D0/AUX3

             AUX5=DELTAX*AUX1

             AUX6=DELTAY*AUX2

             AUX7=2.D0*AUX4

             MIN=AUX5

             IF (MIN.GT.AUX6) MIN=AUX6

             IF (MIN.GT.AUX7) MIN=AUX7

          DELTAT=MIN*FATOR

          RETURN

          END

C

C...ROTINA PARA AS CONDICOES DE FRONTEIRA (INFLOW,WALL,OUTFLOW)

C

        SUBROUTINE BC (U,V)

        INTEGER I,J,N,M,ALFA
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        REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150)

        COMMON /BLOCO0/ALFA

        COMMON /BLOCO1/N,M

C...ENTRADA DO FLUIDO (PERFIL RETO - U0)

        I=0

        DO 70 J=M,2*M,2

70          V(I-1,J)=(V(I+3,J)-6.D0*V(I+1,J))/3.D0

C...PAREDE SUPERIOR

        J=2*M

        DO 10 I=0,2*N,2

10         U(I,J+1)=-U(I,J-1)

C...SAIDA DO FLUIDO ESPECIFICADA NA ROTINA DOS MOMENTOS

C...PAREDES INFERIORES E DEGRAU

        J=M

        DO 50 I=0,2*ALFA-2,2

50         U(I,J-1)=-U(I,J+1)

        I=2*ALFA

        DO 60 J=0,M-2,2

60         V(I-1,J)=-V(I+1,J)

        J=0

        DO 61 I=2*ALFA,2*N,2

61         U(I,J-1)=-U(I,J+1)

        RETURN

        END

C

C...ROTINA QUE ESTIMA AS COMPONENTES DE VELOCIDADE EM PONTOS

C...DE  DISCRETIZACAO, USANDO AS EQUACOES  DO MOVIMENTO, SEM

C...GARANTIR A CONSERVACAO DA MASSA

C

        SUBROUTINE MOMENTOS (RE,DELTAT,U,V,P)
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        INTEGER I,J,N,M,ALFA

        REAL*8 DELTAT,RE

        REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),P(0:150,0:150)

        COMMON /BLOCO0/ALFA

        COMMON /BLOCO1/N,M

        EXTERNAL RHSU,RHSV

        U(2*ALFA,M-1)=-U(2*ALFA,M+1)

        DO I=0,2*ALFA-2,2

           DO J=M,2*M-2,2

              IF (J.LT.2*M-2) THEN

                 CALL RHSU (I,J,DELTAT,RE,U,V,P)

                 CALL RHSV (I,J,DELTAT,RE,U,V,P)

              ELSE

                 CALL RHSU (I,J,DELTAT,RE,U,V,P)

              ENDIF

          END DO

         END DO

         U(2*ALFA,M-1)=0.D0

         V(2*ALFA-1,M)=-V(2*ALFA+1,M)

         DO I=2*ALFA,2*N-2,2

            DO J=0,2*M-2,2

               IF (J.LT.2*M-2) THEN

                  CALL RHSU (I,J,DELTAT,RE,U,V,P)

                  CALL RHSV (I,J,DELTAT,RE,U,V,P)

               ELSE

                  CALL RHSU (I,J,DELTAT,RE,U,V,P)

               ENDIF

            END DO

          END DO

C...REGIAO DE SAIDA DO FLUIDO
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               DO 7 J=1,2*M-1,2

7                 U(2*N,J)=U(2*N-2,J)

               DO 11 J=2,2*M-2,2

11                V(2*N-1,J)=V(2*N-3,J)

       V(2*ALFA-1,M)=0.D0

       RETURN

       END

C

C...ROTINA PARA DEFINIR O RESIDUO

C

        SUBROUTINE SOMADIF (U,V,UAUX,VAUX,RESU,RESV)

        INTEGER I,J,N,M,ALFA

        REAL*8 RESU,RESV

        REAL*8 U(-1:150,-1:150),UAUX(150,150)

        REAL*8 V(-1:150,-1:150),VAUX(150,150)

        COMMON /BLOCO0/ALFA

        COMMON /BLOCO1/N,M

        RESU=0.D0

        RESV=0.D0

        DO I=0,2*N-2,2

           DO J=M,2*M-2,2

              RESU=RESU+DABS(U(I+2,J+1)-UAUX(I+2,J+1))

              RESV=RESV+DABS(V(I+1,J+2)-VAUX(I+1,J+2))

           END DO

        END DO

        DO I=2*ALFA,2*N-2,2

           DO J=0,M-2,2

              RESU=RESU+DABS(U(I+2,J+1)-UAUX(I+2,J+1))

              RESV=RESV+DABS(V(I+1,J+2)-VAUX(I+1,J+2))

           END DO

        END DO

        DO I=0,2*N-2,2

           DO J=M,2*M-2,2

            UAUX(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)

            VAUX(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)

           END DO



61

        END DO

        DO I=2*ALFA,2*N-2,2

           DO J=0,M-2,2

            UAUX(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)

            VAUX(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)

           END DO

        END DO

        RETURN

        END

C

C...ROTINA PARA EQUACAO DE MOMENTO-X

C

        SUBROUTINE RHSU (I,J,DELTAT,RE,U,V,P)

        INTEGER I,J

        REAL*8 DELTAT,DELTAX,DELTAY,RE,DX2,DY2,DX,DY,DXX,DYY,REE

        REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),P(0:150,0:150)

        COMMON /BLOCO2/DELTAX,DELTAY

        COMMON /BLOCO3/DX2,DY2

        DX=1.D0/DELTAX

        DY=1.D0/DELTAY

        DXX=1.D0/DX2

        DYY=1.D0/DY2

        REE=1.D0/RE

C...PONTOS INDETERMINADOS NA MALHA

             U(I+2,J)=0.5D0*(U(I+2,J+1)+U(I+2,J-1))

             V(I+2,J)=0.5D0*(V(I+3,J)+V(I+1,J))

             U(I+2,J+2)=0.5D0*(U(I+2,J+3)+U(I+2,J+1))

             V(I+2,J+2)=0.5D0*(V(I+3,J+2)+V(I+1,J+2))

C...MOMENTO-X

             U(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)+DELTAT*(DX*(U(I,J+1)*U(I+2,J+1)

     *                 -U(I+2,J+1)*U(I+4,J+1))+DY*(U(I+2,J)*V(I+2,J)

     *                 -U(I+2,J+2)*V(I+2,J+2))+DX*(P(I+1,J+1)

     *                 -P(I+3,J+1))+REE*(DXX*(U(I+4,J+1)-2.D0
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     *                 *U(I+2,J+1)+U(I,J+1))+DYY*(U(I+2,J+3)-2.D0

     *                 *U(I+2,J+1)+U(I+2,J-1))))

        RETURN

        END

C

C...ROTINA PARA A EQUACAO DE MOMENTO-Y

C

        SUBROUTINE RHSV(I,J,DELTAT,RE,U,V,P)

        INTEGER I,J

        REAL*8 DELTAT,DELTAX,DELTAY,RE,DX2,DY2,DX,DY,DXX,DYY,REE

        REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),P(0:150,0:150)

        COMMON /BLOCO2/DELTAX,DELTAY

        COMMON /BLOCO3/DX2,DY2

        DX=1.D0/DELTAX

        DY=1.D0/DELTAY

        DXX=1.D0/DX2

        DYY=1.D0/DY2

        REE=1.D0/RE

C...PONTOS INDETERMINADOS NA MALHA

             U(I,J+2)=0.5D0*(U(I,J+3)+U(I,J+1))

             V(I,J+2)=0.5D0*(V(I-1,J+2)+V(I+1,J+2))

             U(I+2,J+2)=0.5D0*(U(I+2,J+3)+U(I+2,J+1))

             V(I+2,J+2)=0.5D0*(V(I+3,J+2)+V(I+1,J+2))

C...MOMENTO-Y

             V(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)+DELTAT*(DY*(V(I+1,J)*V(I+1,J+2)

     *                 -V(I+1,J+2)*V(I+1,J+4))+DX*(U(I,J+2)*V(I,J+2)

     *                 -U(I+2,J+2)*V(I+2,J+2))+DY*(P(I+1,J+1)

     *                 -P(I+1,J+3))+REE*(DXX*(V(I+3,J+2)-2.D0

     *                 *V(I+1,J+2)+V(I-1,J+2))+DYY*(V(I+1,J+4)-2.D0

     *                 *V(I+1,J+2)+V(I+1,J))))
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        RETURN

        END

C

C...ROTINA PARA CALCULAR A DILATACAO NA CELULA

C

        SUBROUTINE DILATA (U,V,D,MAXD)

        INTEGER I,J,N,M,ALFA

        REAL*8 DELTAX,DELTAY,MAXD,DX,DY,AUX

        REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),D(150,150)

        COMMON /BLOCO0/ALFA

        COMMON /BLOCO1/N,M

        COMMON /BLOCO2/DELTAX,DELTAY

        MAXD=0.D0

        DX=1.D0/DELTAX

        DY=1.D0/DELTAY

        DO I=0,2*N-2,2

           DO J=M,2*M-2,2

              D(I+1,J+1)=DX*(U(I+2,J+1)-U(I,J+1))+

     *                   DY*(V(I+1,J+2)-V(I+1,J))

              AUX=DABS(D(I+1,J+1))

              IF(MAXD.LT.AUX) MAXD=AUX

END DO

        END DO

        DO I=2*ALFA,2*N-2,2

           DO J=0,M-2,2

              D(I+1,J+1)=DX*(U(I+2,J+1)-U(I,J+1))+

     *                   DY*(V(I+1,J+2)-V(I+1,J))

        AUX=DABS(D(I+1,J+1))

              IF(MAXD.LT.AUX) MAXD=AUX

           END DO

        END DO

        RETURN
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        END

C

C...ROTINA PARA ITERAR NA PRESSAO

C

        SUBROUTINE PRESITER (BETA0,DELTAT,D,U,V,P)

        INTEGER I,J,N,M,ALFA

        REAL*8 BETA0,DELTAT

        REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),P(0:150,0:150),

     *           D(150,150)

        COMMON /BLOCO0/ALFA

        COMMON /BLOCO1/N,M

        EXTERNAL ITERAP

        DO 400 I=0,2*ALFA-2,2

           DO 400 J=M,2*M-2,2

400           CALL ITERAP (I,J,BETA0,DELTAT,D,U,V,P)

        DO 402 I=2*ALFA,2*N-2,2

           DO 402 J=0,2*M-2,2

402           CALL ITERAP (I,J,BETA0,DELTAT,D,U,V,P)

        RETURN

        END

C

C...ROTINA PARA AJUSTAR AS VELOCIDADES NAS FACES DA CELULA E A

C...PRESSAO NO CENTRO

C

        SUBROUTINE ITERAP (I,J,BETA0,DELTAT,D,U,V,P)

        INTEGER I,J,N,M,ALFA

        REAL*8 DELTAX,DELTAY,DELTAT,BETA,BETA0,DELTAP,DX2,DY2,

     *         AUXX,AUXY,AUX1,AUX2,DX,DY

        REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),P(0:150,0:150),

     *         D(150,150)

        COMMON /BLOCO0/ALFA

        COMMON /BLOCO1/N,M

        COMMON /BLOCO2/DELTAX,DELTAY

        COMMON /BLOCO3/DX2,DY2

        DX=1.D0/DELTAX

        DY=1.D0/DELTAY
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        AUX1=1.D0/DX2

        AUX2=1.D0/DY2

        BETA=BETA0/((2.D0*DELTAT)*(AUX1+AUX2))

        DELTAP=-BETA*D(I+1,J+1)

        P(I+1,J+1)=P(I+1,J+1)+DELTAP

        AUXX=DELTAT*DELTAP*DX

        AUXY=DELTAT*DELTAP*DY

        IF (I.EQ.0) THEN

           IF (J.EQ.M) THEN

              U(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)+AUXX

              V(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)+AUXY

           ELSEIF (J.LT.2*M-2) THEN

              U(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)+AUXX

              V(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)+AUXY

              V(I+1,J)=V(I+1,J)-AUXY

           ELSE

              U(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)+AUXX

              V(I+1,J)=V(I+1,J)-AUXY

           ENDIF

        ELSEIF (I.GT.0.AND.I.LT.2*ALFA) THEN

           IF (J.EQ.M) THEN

              U(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)+AUXX

              V(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)+AUXY

              U(I,J+1)=U(I,J+1)-AUXX

           ELSEIF (J.GT.M.AND.J.LT.2*M-2) THEN

              U(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)+AUXX

              V(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)+AUXY

              U(I,J+1)=U(I,J+1)-AUXX

              V(I+1,J)=V(I+1,J)-AUXY

           ELSE

              U(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)+AUXX

              U(I,J+1)=U(I,J+1)-AUXX

              V(I+1,J)=V(I+1,J)-AUXY

           ENDIF

        ELSEIF (I.EQ.2*ALFA) THEN

              IF (J.EQ.0) THEN

                 U(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)+AUXX

                 V(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)+AUXY
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              ELSEIF (J.GT.0.AND.J.LT.M) THEN

                     U(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)+AUXX

                     V(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)+AUXY

                     V(I+1,J)=V(I+1,J)-AUXY

              ELSEIF (J.GE.M.AND.J.LT.2*M-2) THEN

                     U(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)+AUXX

                     V(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)+AUXY

                     U(I,J+1)=U(I,J+1)-AUXX

                     V(I+1,J)=V(I+1,J)-AUXY

              ELSE

                     U(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)+AUXX

                     U(I,J+1)=U(I,J+1)-AUXX

                     V(I+1,J)=V(I+1,J)-AUXY

              ENDIF

         ELSEIF (I.GT.2*ALFA.AND.I.LT.2*N-2) THEN

              IF (J.EQ.0) THEN

                     U(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)+AUXX

                     U(I,J+1)=U(I,J+1)-AUXX

                     V(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)+AUXY

              ELSEIF (J.GT.0.AND.J.LT.2*M-2) THEN

                     U(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)+AUXX

                     V(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)+AUXY

                     U(I,J+1)=U(I,J+1)-AUXX

                     V(I+1,J)=V(I+1,J)-AUXY

              ELSE

                     U(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)+AUXX

                     U(I,J+1)=U(I,J+1)-AUXX

                     V(I+1,J)=V(I+1,J)-AUXY

              ENDIF

         ELSE

              IF (J.EQ.0) THEN

                     U(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)+AUXX

                     U(I,J+1)=U(I,J+1)-AUXX

                     V(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)+AUXY

              ELSEIF (J.GT.0.AND.J.LT.2*M-2) THEN

                     U(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)+AUXX

                     U(I,J+1)=U(I,J+1)-AUXX

                     V(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)+AUXY
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                     V(I+1,J)=V(I+1,J)-AUXY

              ELSE

                     U(I+2,J+1)=U(I+2,J+1)+AUXX

                     U(I,J+1)=U(I,J+1)-AUXX

                     V(I+1,J)=V(I+1,J)-AUXY

              ENDIF

         ENDIF

         RETURN

         END
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