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1- INTRODUCAO

A dindmica dos fluidos descreve o movimento de gases e liquidos e
seus efeitos sobre as fronteiras. Qualquer escoamento de um fluido €
governado pelas equacdes de Navier-Stokes, as quais constituem um sistema
de Equacdes Diferenciais Parciais (EDP), ndo lineares, e derivadas dos trés
principios béasicos da fisica: o principio da conservacdo da massa, o
principio da conserva¢do da quantidade de movimento e o principio da
conservagao de energia.

O conjunto de EDP resultante dos trés principios fundamentais ndo
constitui um sistema fechado, no sentido de que hd mais incégnitas que
equacdes. O fechamento dessa equagdes tornou-se possivel quando
pesquisadores de visdo abrangente tais como Navier, Stokes, Von Karman,
Reynolds, Prandtl e muitos outros desenvolveram hip6teses simplificadoras
segundo uma associacdo tedrico-pratica, onde a experimentacdo € O
formalismo matemadtico se complementaram.

De maneira geral, os escoamentos dos fluidos podem ser classificados
em dois grandes grupos: os compressiveis € os incompressiveis. No primeiro
grupo as variagdes na densidade do fluido sdo importantes durante a
evolu¢cdao do movimento e, nos fluidos incompressiveis estas variacdoes sao
despreziveis. Formalmente, nos escoamentos incompressiveis, diferente dos
compressiveis, a equacdo que descreve a conservacdo de massa possui a
derivada temporal explicita.

Atualmente uma das principais dreas de pesquisa em Matematica
Aplicada e Computacional € a simulacdo de modelos matemaéticos descritos
por EDP. Em situacdes praticas, freqlientemente as equacdes governantes
sdo complexas e em geral, ndo é possivel encontrar solu¢des analiticas.

Surge entdo a necessidade do tratamento numérico das equacdes do modelo.



Tanto do ponto de vista tedrico como pratico, o estudo de métodos
numéricos para a solucdo de EDP teve um intenso periodo de atividade
durante os ultimos quarenta anos. Isso se deveu ao aperfeicoamento de
técnicas numéricas juntamente com o rapido avancgo tecnoldgico dos
computadores. Muitas equacOes presentes em engenharia e aplicacoes
industriais, anteriormente intratdveis, sdo agora resolvidas de maneira
eficiente.

O método de diferencas finitas, largamente utilizado hoje em dia,
reduz sistemas continuos em discretos em uma regido preestabelecida. A
técnica consiste em cobrir a regido de interesse por uma malha, onde as
derivadas sdo aproximadas localmente por quocientes de diferencas e a
solugdo do esquema resultante aproxima-se do valor tedrico.
Historicamente, aproximagdes por diferencas finitas foram usadas
provavelmente pela primeira vez em meados de 1770. Euler prop6s um

esquema simples para resolver o problema do valor inicial x = f(x,7), x(0)

conhecido.

Para sistemas bidimensionais, a primeira aplicagdo computacional de
esquemas de diferencas foi realizada por Runge em 1908, estudando a
equacgdo de Poisson. Paralelamente Richardson desenvolveu pesquisas nesta
area e, em 1910 publicou trabalhos sobre a aplicacdo de métodos iterativos
para a solucdo de problemas de equilibrio. Em 1918 Liebmann,
considerando a aproximagado por diferencas finitas resolveu numericamente
a equacdo de Laplace e aperfeicoou métodos iterativos para a solucdo de
sistemas lineares provenientes de suas discretizacoes.

Os propositos dessas notas sdo descrever de modo geral os
fundamentos da dindmica dos fluidos e apresentar uma simulagdo de um

escoamento em regime laminar, usando a metodologia de diferengas finitas



2 - VETORES, TENSORES E NOTACOES

O proposito desta secdo € apresentar resultados do calculo diferencial
e integral e a notacdo usualmente empregada em mecénica dos fluidos. Os
resultados mais importantes sdao os teoremas de Gauss e de Stokes. As
notagdes usuais sao as simbolica e indicial. A notagdo simbdlica €
essencialmente a do cdlculo vetorial. Os detalhes desta apresentacdo podem

ser encontrados em [17].

2.1 - Definicoes

Trés quantidades escalares v, (i=1,2,3) sdo as componentes de um

vetor v se, sob uma rotacdo de eixos coordenados, as componentes de v

transformam-se segundo a expressao

Ly ,i=1,2,3,

onde ¢, =cos(x,x;) sdo os cossenos diretores dos eixos x € x,.

J

Empregamos a notacdo v, (i =1, 2, 3) para representar, além das componentes

do vetor, o proprio vetor v.

Um tensor pode ser interpretado como uma generalizacdo de um
vetor. Um tensor de segunda ordem € definido através de nove componentes
escalares as quais variam, sob a rotacdo dos eixos coordenados, segundo a

féormula



T..=c.c.T,, i,j=1273.

R e
A quantidade

3
zl.ui =lu, +Lu, +Lu,

i
i=1

na notacao de Einstein é simplesmente /u,.

Freqiientemente em mecanica dos fluidos aparecem tensores de
segunda ordem que sdo representados por uma matriz de ordem trés. Por

exemplo, o delta de Kronecker 6, pode ser visto como um tensor de

segunda ordem e representado pela matriz identidade. Uma excecdo € o

tensor alternante ¢ de terceira ordem definido por

O se ijk =123, 231, 312
Ej = %) para qualquer repeti¢do de indices
H-1 se ijk =321, 213,132.

Algumas propriedades de € sdo fundamentais para obter certos resultados

importantes e alguns exemplos sdo:

i =€ = Ejs
i
Ej = ~E€uj>
Euwim = 6j16km _6jm5kl .



Um tensor T € simétrico se T, =T, e anti-simétrico se T, =-T,. Dado
um tensor 7, podemos escrever

(T, +T,)+5(T,; =T,).

1 1 1 1 1
ij2ij+2ij 2 i 24 T2\

Os tensores definidos por 7, =3(T,

LT i =5(T, —T,) s@0 simétricos e

anti-simétricos, respectivamente.

2.2 - Algebra com Tensores

Em um sistema com n eixos ortogonais, o produto escalar » de dois

vetores u e v é denotado por u.ve definido como

O produto vetorial w de dois vetores u e v € denotado por u xv(ou

uv) e definido como

W, =& UV, .

E importante lembrar que em notacio simbélica a ordem dos termos do
produto vetorial € importante, uma vez que uxv =-v Xu.
O produto escalar a de dois tensores T e S € denotado por T:S e

definido como



a=T.S

jegit

O produto tensorial T de dois vetores u e v é denotado por uv e

definido como
g - WV =Vl

Vale salientar que a ordem uv, em notagdo simbdlica, € importante.

O processo chamado contragdo em i e j € simplesmente o traco do

tensor 7, isto €,
T;'i :T'Il +T22 +T33'

Por exemplo, a contragdo de J§; € 3 e a contragdo de ¢, , sobre quaisquer

dois indices, é sempre nula.

2.3 - Operacoes com Derivadas

Operacoes envolvendo derivadas aparecem freqiientemente em

mecanica de fluidos. Sejam ¢@=@(x,) =@(x,x,,x;) uma funcdo escalar,

v, =v,(x;) =v,(x,,x,,x;) uma fungdo vetorial e T, =T,(x,) =T;(x,,x,,x;) uma

)

funcao tensorial. Do célculo diferencial, a diferencial de ¢ é

do= g—dxi =0,¢dx,,

X,

l



ou em notacdo simbdlica

dp=0@dx.

Lembrando que as componentes de vetores e tensores sdo funcdes escalares,

e tomando ¢=v, ou T, teremos

dv, =0 v, dx,,

T, = aszj dx,,

ou em notacdo simbdlica

dv =v.dx = gradv.dx ,

dT =UT.dx = gradT .dx .

As derivadas presentes nas relacdes anteriores sdo chamadas gradientes. Se
o processo de contracdo € feito sobre um gradiente, o resultado € chamado

divergéncia. Por exemplo, a divergéncia de um vetor € d,v, (ou O.v) e a
divergéncia de um tensor € 9.7, (ou O.T). No gradiente de um vetor v,

podemos selecionar termos para formar uma func¢ido vetorial chamada de

curl ou rot definida por

s=curlv=rotv=0xvyp

e em notag¢do indicial, onde 1 € o indice livre, temos



s, = 51;;ka_;"k .

E comum em leis fisicas aparecerem derivadas de segunda ordem. Por

exemplo, a divergéncia do gradiente de uma fun¢do escalar é

0.0,, 0.(0@), div(gradp) ou O°g.

A representacio anterior é chamada de Laplaciano de ¢. E comum

também usar o simbolo O° para representar [1.(0v), onde v é um vetor.

2.4 - Identidades Vetoriais e os Teoremas de Gauss e Stokes

Existem uma variedade de identidades vetoriais que sdo
freqlientemente utilizadas em mecanica dos fluidos para derivar resultados
importantes. Essas identidades podem facilmente ser comprovadas usando a

notac¢do indicial. As mais importantes sao:

DPF=0(0.F)-0Ox(O%xF) (a)

(O.0)F =0£ -Fx(OxF) (b)

OxO@=0 (c)

O(OxF)=0 (d)

0.(¢F) = (0.F)+ F.O@ (e)
Equacdes 1

onde F é uma funcdo vetorial € ¢ uma fungao escalar.



Existem também dois teoremas fundamentais do cdalculo integral
largamente utilizados em mecanica dos fluidos: o teorema de Gauss ou
divergéncia e o teorema de Stokes. O teorema de Gauss afirma que se

T,---(x,) for uma fungéo escalar, vetorial ou tensorial, vale que

Iva,, (T - )y :J;niTjkl ..ds,

onde v € uma regido e S € a superficie limitando v. O teorema de Stokes

afirma que

J;nisijkajvkds =J'Ltivids .

Quando v, representa a velocidade do fluido, a integral de linha € a

circulagdo I e o vetor w, =¢,0,v, € chamado de vorticidade.



3 - TENSOES NOS FLUIDOS

O conceito de tensdo € a maneira pela qual a mecanica do continuo
especifica as interacdes entre as varias partes contidas num volume material.
Entretanto, em um continuo mesmo o menor volume contém um grande
nimero de particulas e torna-se dificil tratar as interacdes através do
conceito de particula material. Assim, consideramos um corpo ocupando

uma regido espacial Q num dado tempo .

3.1 - O Tensor das Tensoes

Consideramos S uma superficie fechada dentro do corpo Q, e as
interagdes das particulas fora de S com aquelas dentro de S. Essas
interacdes podem ser de duas espécies: uma devido a acdo de forgas que
agem a distancia, tais como as forgas gravitacionais e eletromagnéticas;
outra devido as forcas que atuam diretamente na fronteira de §. As forcas
que atuam a distancia sdao chamadas de forcas externas ou forcas
volumétricas e sao especificadas durante o movimento do fluido; ja as que
agem na fronteira de S sdo chamadas de forcas de superficie ou forcas de
contato. Para descrever as forgas de superficie, consideramos um elemento

de superficie de area oA sobre S. A Figura 1 ilustra essa situacao.

10



Qg n

oF

Figura 1: Tensor

Em qualquer ponto de 34 podemos especificar o vetor normal exterior
n a 8, e também distinguir os dois lados de o4 segundo a direcdao de n. O
lado em que n aponta € tomado como sendo o lado positivo de oA e
consideramos as particulas materiais que estdo sobre este lado. As particulas
de fluido exercem uma for¢a oF sobre o lado negativo de dA que depende da
posi¢do, do tamanho de o4 e da orientacdo da normal. Se dF/dA tende a um
valor finito quando A - 0, entdo o vetor tensdo ou vetor tragdo € definido

como

l':lim—.
aAa-0 M

Equacio 2

O vetor ¢ representa a for¢a por unidade de area atuante sobre a superficie
S.
Considerando agora um ponto o no corpo Q e o elemento da area 0A

normal a dire¢do x;, como indica a Figura 2.

11
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X

A o A

X143 XX
Figura 2: Decomposicio da tracao

A forga 10A pode ser decomposta em componentes ao longo das direcoes x,,
x, € x,. Assim, as componentes da for¢ca por unidade de area sdo chamadas

de tensoes diretas o, , e tensoes de cizalhamento o,, e o, . No caso de

xpx; 2
tensoes de cizalhamento o primeiro sufixo denota a dire¢do da normal a area
oA e o segundo representa a dire¢do de resolugdo. Neste ponto fazemos a

hipotese de que o tensor das tensdes € simétrico, isto € o, =g, , etc. Os

detalhes dessa hipdtese podem ser encontrados em [3]. Se as componentes

do tensor das tensdes sobre a face normal a n sdo 0, (i, j =1,2,3) entdo, as
componentes 7, de ¢ estdo relacionadas as componentes de o através da

decomposi¢ao

Equacio 3

onde n, sdo as componentes do vetor normal exterior.

12



3.2 - A Pressao e o Tensor das Tensoes Viscosas

A pressao termodinamica tem, conceitualmente, uma origem diferente
das forcas de superficie dadas na Equacdo 3. As forgas de superficie sdo
forcas mecanicas enquanto que a pressdo termodinamica € uma func¢io do

estado termodinamico, isto €

P =P(e p),

onde ¢ € a energia interna ¢ p a densidade. Devido a esta ambigiiidade é

necessdario relacionar as tensdes diretas a pressao termodinamica.
Para tratar esta questdo € comum separar o tensor das tensdes em duas

partes:

0, =-Fo; +T1;,

Equaciao 4

onde o tensor 7, € chamado tensor das tensdes viscosas. Quando o fluido

ndo estd em movimento devemos ter que a tensdo direta € a mesma da
pressdo termodindmica e, isto acarreta que o tensor das tensdes viscosas
deve ser nulo. Em geral a tensdo direta, ao contrario da pressdo, pode

assumir diferentes valores para diferentes direcdes do vetor n, e € comum

tomar a média das tensdes diretas para definir a pressao mecanica:

Equacio 5

13



Em um fluido incompressivel ndo ha pressao termodinamica, mas sim
a pressao mecanica. Portanto, quando tratamos os fluidos incompressiveis, a
variavel pressdo é sempre interpretada como pressdo mecanica. Esta € a

chamada hipétese de Stokes, isto é

14



4 - A CINEMATICA DO MOVIMENTO DE UM FLUIDO

A cinemdtica € caracterizada pelo proprio movimento do fluido e sem

levar em conta as forcas envolvidas.

4.1 - Descricoes Lagrangeana e Euleriana

Formalmente, o movimento de um fluido pode ser descrito através de
uma transformac¢do. Suponhamos que em um dado instante de tempo
olhamos para o fluido e observamos que uma determinada particula esta

numa posicdo ¢, € num tempo posterior a mesma particula estd numa
posicdo x,. Sem perda de generalidade, podemos tomar o primeiro instante
como sendo ¢ =0 e, se o tempo posterior for ¢ dizemos que x, € uma fungdo

de r e da posic¢do inicial ¢, isto é

x, =x,(&.,1).

Equacio 6

As coordenadas iniciais & da particula sio chamadas de coordenadas
materiais ou coordenadas Lagrangeanas, e as coordenadas x, sdo as

coordenadas espaciais ou coordenadas Eulerianas. Assumimos que o
movimento € uma funcdo continua e que a Equacdo 6 possa ser invertida
para recuperar as coordenadas materiais da particula material que no tempo

¢ estd na posicao x,, isto €,

15



Ei :Ei(xi,t) .

Equacao 7

Fisicamente, o movimento continuo significa que as particulas que estdao nas
vizinhangas de uma dada particula material continuardo em suas vizinhangas
no transcorrer do movimento.

A Equagdo 6 pode ser vista como uma equacgdo paramétrica de uma
curva no espago, tendo ¢ como parametro, € € chamada de caminho da
particula material. Qualquer propriedade do fluido pode ser acompanhada ao
longo do caminho da particula. Por exemplo, a densidade (massa por
unidade de volume de uma substincia), nas vizinhancas de uma particula é

uma funcdo p=p(,, 1), e € esta a densidade que um observador veria se
estivesse "colado" a particula material. A descri¢cdo material da variacao de
alguma propriedade F(¢,,t) pode ser vista na descri¢do espacial F(x,1)

usando a Equacdo 7, isto &,

F(x;,t) = F[§,(x,,1),1].

Equacio 8

Fisicamente, a Equagdo 8 diz que o valor da propriedade no tempo ¢ e na

posicao x,, € o valor apropriado para a particula material que se encontra em
x; € no tempo ¢.

Associados as descri¢des anteriores, existem duas derivadas a
considerar: a derivada com respeito ao tempo mantendo x, constante

L

3 @g% ; € a derivada com respeito ao tempo mantendo & constante (a
t an!

i

16



derivada total) — B—H Assim, — ¢ a taxa de variacdo de F quando

. dF S

observada em um ponto x, fixado, enquanto o ¢ a taxa de variagdo
t

observada quando seguimos o movimento do fluido. Na literatura a derivada

total € conhecida como derivada material ou substantiva, sendo denotada por

% .- Em particular, se F =x, € a posi¢do da particula teremos

Dx. 0
— =y L) =
Dt 0Ot % (E' )=V,

Equacio 9

A Equacdo 9 permite estabelecer a conexd@o entre as duas derivadas

anteriores. De fato,

(5,,t)-—F[x & 00.1]= aFBa—H PFR -—+ oF,

Oorp Oor[, o

ou em notacao simbodlica,

d(F) _ D(F) _0(F)
ot

0 .
dt Dt +(V-ONE)

Equacao 10

O primeiro termo do lado direito da Equacao 10 € a variacdo local de F e o
segundo termo € a variagdo convectivaem F .
A partir da descricdo material x,(¢,,r) do movimento, temos um

campo de vetores definido pela Equacdo 9, isto €,

17



dx.
v. =—Lt=v.(x.,1).
dt (% 0)

O escoamento é chamado estaciondrio se as componentes do campo de
velocidades ndo dependem do tempo. As trajetérias do campo serdo as
linhas de corrente e sdo solugdes do sistema de equagdes diferenciais

ordinarias

dx,
—=v.(x,,1).
dt (50)

A descrig¢ao Lagrangeana do movimento do fluido é usualmente muito
dificil e é raramente empregada em mecanica dos fluidos. Entretanto, se
empregarmos a velocidade como a principal varidvel dependente, ao invés
da posi¢do, podemos em geral determinar o escoamento. A descri¢dao
Euleriana é muito mais util, pois as leis fisicas escritas nesta forma ndo
contém o vetor posi¢do, e a velocidade aparece naturalmente como a

principal varidvel dependente.
4.2 - A Decomposicao do Movimento

Nesta secao vamos descrever a decomposi¢ao do movimento local do
fluido em modos elementares. Seja uma particula material principal

denotada por um ponto P. Seja P uma outra particula material e

suficientemente proxima de P como mostra a Figura 3.

18



X3

Figura 3: Movimento relativo de particulas vizinhas.

O vetor posicdo de P relativo a P € dr, e pode ser representado por um
vetor unitdrio a, e uma distincia ds . Apés um tempo infinitesimal, P e P
estardo em novas posi¢des: P experimentou uma velocidade local v,; P
experimentou uma velocidade v, +dv,. Apds a particula P mover-se com

velocidade de translagdo, P pode ser considerada como a particula material
principal. A descri¢do anterior sO € valida no limite quando a distancia entre
P e P ¢ suficientemente pequena.

Os movimentos de P e¢ P podem ser decompostos em trés
movimentos distintos: uma translacdo de corpo sélido, uma rotagao de corpo
s6lido e uma deformagdo. O movimento de translacdo é simplesmente a

velocidade do proprio P e os outros movimentos estdo contidos em dv,, a

velocidade de P relativa a P. O incremento de velocidade é dado por

dv, =0,v,dr,

onde d,v;, € o tensor gradiente de velocidade e que pode ser decomposto

numa parte simétrica € numa anti-simétrica

19



dv, =0, +0,v,)dr.

(gD [i" ]

Equacio 11

A parte simétrica indica o movimento de deformacido de P em relagdo a P

e ¢ dada por

@ —
dv;" =0,v,dr,

Equacio 12

¢ a parte anti-simétrica estd associada ao movimento de rotacdo de P em

torno de P e € dada por

(N =
dv," = a[ivj] dr, .

Equacio 13

Os tensores presentes na Equacdo 12 e na Equacdo 13 sdo de
fundamental importancia em mecanica dos fluidos. A velocidade total de
deformacdo dada na Equacdo 12 € proporcional a parte simétrica do

gradiente de velocidade; e o tensor 0 ¢ conhecido na literatura como

@Y
tensor taxa de deformacdo e ¢é wusualmente denotado por
0,v;, =s;, =€, =y, =defv. A parte anti-simétrica 0d,v, € responsavel pelo
movimento de rotagdo e as componentes de 9,v, podem ser expressas em
forma de um vetor w=0xV chamado vorticidade. Em cada ponto do
escoamento existe uma vorticidade e algumas vezes a solu¢cdo das equacoes
de campo € formulada usando a vorticidade como principal varidvel

dependente. Neste ponto € importante distinguir os termos vorticidade e
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vortice: vorticidade € uma propriedade do escoamento, enquanto a palavra

vortice € empregada para descrever algum tipo de redemoinho ou turbilhdo.

4.3 - A Dilatacao

Quando uma particula material estd em movimento com o fluido, seu
tamanho e sua forma podem variar e, € importante saber quando o seu
volume estd variando. Por exemplo, se uma particula estd expandindo ou
contraindo ela realiza trabalho sobre as outras particulas ou vice-versa.

Quando o sistema de coordenada é mudado das coordenadas materiais

¢, para as coordenadas x,, o elemento de volume varia de acordo com

_0(x)

dv =
0(&;)

dé,dé,dé, =Jdv,,

Equacio 14

onde J € o Jacobiano da transformacao.

Se imaginarmos & como coordenadas cartesianas em ¢ =0 entdo,
dédé,d&, € o volume dV, de um paralelepipedo elementar. Quando este

paralelepipedo estd em movimento com o fluido ele pode distorcer e variar o
seu volume tal que, em algum tempo 7, ele encontra-se em alguma

vizinhanga do ponto x, = x,({,,7). A Figura 4 ilustra esta situacao.
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3 X, =x;(§;,0)
av

X1

Figura 4: Variacao de um paralelepipedo elementar.

Pela Equagdo 14 o volume do paralelepipedo € 4V =JdV,, e, portanto

J :d_V
av,

¢ chamado de dilatacdo ou expansdo. Admitindo que a Equagdo 6 seja
invertida para obter a Equagdo 7, e vice-versa, isto € equivalente a exigir que
nem J e nem J ' sejam nulos. E interessante saber como a dilatacdo varia

quando seguimos o movimento do fluido. Para tratar esta questdo devemos

calcular a derivada material DJ/Dt' Pode-se demonstrar que vale a

1identidade de Euler

D(nJ)
Dt

=4V,

Equacao 15

onde fica evidente que para um escoamento incompressivel 0.V =0.
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5 - PRINCIPIOS DE CONSERVACAO DE MASSA, MOMENTO E
ENERGIA

Em mecanica do continuo existem principalmente trés principios
dindmicos independentes: a conservacdo de massa, a conservacdo de
momento € a conservacdo de energia. O principio de conservagcdo de massa
afirma que em um volume material a massa € constante, ou
equivalentemente, a taxa de variacdo da massa € nula no volume. O
principio da conservacdo do momento afirma que a taxa de variagdo do
momento linear de um volume material € igual a forca resultante atuando
sobre o volume. Finalmente, o principio de conservacdo de energia €
fundamentalmente a primeira lei da termodinamica; ele afirma que a taxa de
variacdo da energia num volume material € igual aos trabalhos realizados

por forgas externas sobre o volume, menos a taxa de perda de calor.

5.1 - O teorema de transporte de Reynolds

As leis fisicas sdao formuladas na descricdo Lagrangeana e nds
precisamos dessas leis na descricdo Euleriana. Essa transformacgdo é feita
através de um importante teorema cinematico, derivado da identidade de
Euler (Equacgdo 15) chamado teorema de Reynolds. O teorema nao trata da
variacdo de um volume material infinitesimal mas sim de um volume
material variando no tempo.

Seja F =F(x,,r) uma funcdo qualquer (escalar, vetorial ou tensorial),
representando alguma propriedade fisica do fluido. Se V =V (r) € um volume

material movendo-se com o fluido entdo, a funcao

23



G=G(t)= IF(x,.,t)dV
Vi)

¢ uma funcao do tempo e sua derivada material pode ser calculada. De fato,

usando a transformagdo dada na Equacgdo 6, o fato de que dvV =JdV, e a

identidade de Euler (Equagdo 15) obtemos:

Dg(t) _d .[ F(x,,H)dV == .[ Flx;(&,,1),t1JdV,
V(t)
470 d(InJ)[
_I%J+thgiv IHEJFF . Y

DZ'F

0
= H_+F(DV) dv +F(D.V) v,
J. E’ V(I) %i

Portanto, o teorema de transporte de Reynolds €

dF 0
— [F(x,,0)dV +F(OV)HV .
i J =] G r e
Equacio 16

Lembrando da derivada material (Equacdo 10) e da identidade vetorial

(Equacao 1(e)), a Equacao 16 pode ser escrita na forma

4 J'F(x,,z)dv Ié’;—ljw.mwmméjv:

V(t) V(t)

+ O.(FV )%W
Equacao 17
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Aplicando o teorema de Gauss na Equacdo 17 obtemos também

d _ . OF
E IF(xi’t)dV_I a—dV+ IFv.nds,

Vi(t) Vi(t) ? S(t)

Equacio 18

onde S(r) € a superficie movel envolvendo o volume V(7).

Fisicamente, este teorema diz que a taxa de variacdo da integral de F
num volume material mével € a integral da variacdo local de F mais o fluxo

da propriedade F através da superficie S envolvendo V(z).

5.2 - Equacao da Continuidade

Seja p=p(x,,r) a massa por unidade de volume de uma particula de fluido
na posi¢do x, (i=123) e no tempo ¢. A massa total num volume material

qualquer V € dada por

m= 'V[p(xi ,0)dV

Equacio 19

Tomando F= p na Equacdo 16 teremos

dm [dp 0
—= V)4V =0.
a8 TPV

Equacao 20

Sendo V arbitrario segue que
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ap . p(OV) = a_+D(pV) 0.

dt
Equacio 21
Esta equacdo € chamada equacdo da continuidade. Em particular ,
quando o escoamento € incompressivel (p constante) a equacdo da

continuidade se reduz a

v =0

Equacio 22

ou em nota¢do de Einstein 0,v, =0 e neste caso o movimento € chamado de

1socorico e o campo de velocidade v € dito solenoidal.

5.3 - A equacao do movimento do fluido

O momento linear de um fluido dv € por definicdo pvdv. Fazendo na

Equacgdo 18 F = pv e usando o teorema da divergéncia obtemos

a(pV)
I =l

1703 Vi(t) S(t)

J,a(pv V+I6 (pvy)dv

V(t) V(1)

——dV + Ipvv n.ds=

Equacio 23

Pelo principio da conservacdao do momento, a forca resultante atuando

sobre um volume material € igual a Equacao 23,
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[P(pv,) Dy =

V(1) S(1)
Equacio 24
onde F, sdo as forcas volumétricas e ¢, as forcas de superficie. Usando a

Equacido 3 e o teorema da divergéncia, a Equacgdo 24 fica:

D(pv,) P O, _
V-[)ET+aj(pViVj) pF, a,.a,.j%tv_o

Desde que V(¢) € arbitrério, segue que

0
E(f)vi)'l'aj(pvjvi):pFi +aio-ij

Equacio 25

Usando a Equacdo 4, a Equacdo 25 fica

d
E(pvi) +a_,~(pV_,-V,-) = pE _aiP +a.iT.ii

Equacao 26

ou em nota¢do simbdlica

%(pV) +0.(pVV) =-p + 0.1 + pF

Equacio 27
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A Equacdao 27 € a equagdo do movimento (ou momento) na forma
diferencial e conservativa, € em conjunto com a equacdo da continuidade
sdo as principais equacgoes diferenciais parciais da mecanica dos fluidos.
Podemos também interpretar a equacao do movimento do ponto de vista de
Lagrange, simplesmente efetuando as diferenciagdes do lado esquerdo da
Equacao 27 e identificando a derivada material. O resultado final € a forma

nao conservativa.

Dv,
pE__aiP-l-ajTji +pFi

Equacio 28

A Equacdo 28 € andloga a segunda lei de Newton para uma particula

do continuo. Fla afirma que a massa por unidade de volume p vezes a
aceleracdo (Dv,/Dr) da particula material € a forca resultante aplicada sobre

a particula do fluido.

5.4 - Equacao da energia

Aplicando o principio da conservacdo de energia, o teorema do
transporte de Reynolds também pode ser usado para derivar a equacao da
energia. Os detalhes podem ser vistos em [20], sendo que o resultado final e

na forma conservativa €
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v2%+aigpvi@+
0 0

Equacio 29

v’ %Z _aiqi + ai (O'U.Vj)+ PV, F,

N | =

ou a notacdo simbolica e na forma nao conservativa €

1
p %+5v2 E: ~O.g+0.(0v)+ pv.F

S

A Equacdo 29 pode ser separada em duas equacgdes: a equacdo da
energia cinética e a equacdo da energia térmica. A equacdo da energia

cinética é obtida a partir da equacdo do momento e sua forma final é

Joi

VZH+6,BOV,, lVZBZ—Viaip+Vi6 T.+pV,F,
o o 2 0O
Equacio 30

A equacdo da energia térmica € obtida subtraindo a Equacao 30 da Equacgao

29 e o resultado final €

0
E(pe)"' 9, (pvie): —poyv, + Tjiajvi -0,q;

Equacio 31

Nas Equacoes 29, 30 e 31, p(e+ V%) ¢ a energia total da particula material e

g, € o fluxo de calor.
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A equacdo da energia tendo a temperatura como varidvel dependente,

também pode ser derivada facilmente; o resultado (ver [31] para detalhes) é

pc E:IcD2T+<1>,
Dt

v

Equacio 32

onde ¢, é o calor especifico, k € a condutividade térmica e ¢ € chamada

funcao de dissipacao.
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6 - FLUIDOS NEWTONIANOS E AS EQUACOES DE NAVIER-
STOKES

Todo os processos continuos que ocorrem num fluido sdo governados
pelas equacgOes, derivadas dos trés principios basicos, 29, 21 e 26. Essas
equacgdes nao constituem um sistema fechado de equagdes, no sentido que
existem mais incognitas que equacdes. Para fechar o conjunto devemos
fornecer informacoes adicionais sobre a natureza do fluido. A lei de
viscosidade de Newton que relaciona o tensor das tensdes viscosas com a
deformacao e a lei de Fourier que relaciona o fluxo de calor com o gradiente
de temperatura, fornecem as equacgdes adicionais (constitutivas) para o

fechamento.

6.1 - Lei de viscosidade de Newton e Lei de Fourier

O ponto de partida € assumir que o tensor g, € uma funcdo do estado

termodinamico local e do gradiente de velocidade

0,=0,(p,e,0,V,)

A forma mais simples para a relacdo acima € uma funcao linear do gradiente

de velocidade, cujos coeficientes dependem do estado termodinamico

0;,=a0;+a,0,V,0,+a;0,v,

Equacio 33
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Podemos fixar a, argumentando que quando nao ha movimento do fluido, a
Equacao 33 deve reproduzir a pressdo termodindmica. Assim, a, =P, € 0S
coeficientes a, € a, sdo usualmente denotados como A e 2u,
respectivamente. Esses coeficientes sdo chamados de segundo e primeiro
coeficientes de viscosidade, respectivamente.

Usando a Equacgdo 8 e a equacdo da continuidade podemos escrever a

Equacdo 33 como

R -P :B\ +glj%kvk :—§1\+%u51%

"0 30 3" 0o Dt

Desde que o segundo termo da Equacdo 33 € nulo em escoamentos
incompressiveis, o segundo coeficiente de viscosidade A desempenha um
papel secundario nesses escoamentos. Entretanto, em escoamentos

compressiveis A tem muita importancia. Pela hipétese de Stokes devemos

ter P, =P, e portanto, A :_2% . Assim, a hipétese de Stokes € tomada

como uma das caracteristicas dos fluidos Newtonianos. Com essas 1déias em

mente, a Equacgdo 33 fica
_ 2
o, =-p9, —guakvkéij +200 v,

Equacio 34

onde p é usualmente conhecido como coeficiente de viscosidade dinamica

ou molecular. Esta € a esséncia da lei de viscosidade de Newton.
Comparando a Equacgdo 34 com a Equacdo 4, o tensor das tensdes viscosas

fica
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2
T, = —guakvkc‘iij +200 ;v

e para escoamentos incompressiveis teremos
T; =2H0 v,

Resumindo, a lei da viscosidade de Newton para escoamentos

incompressiveis €

0y ==p0,; 210V,

Equacio 35

Fisicamente, a Equacdo 35 nos diz que o tensor das tensdes ¢é
proporcional a deformacdo, onde a constante de proporcionalidade contém o
coeficiente de viscosidade molecular. E interessante observar que a Equagio
35 ndo € uma lei fisica e sim uma mera aproximagao para 0 comportamento
de muitos fluidos.

Em resumo, a lei de viscosidade de Newton implica que um fluido

tem as seguintes propriedades:

1) as tensoes sdo proporcionais as deformagdes;
i1) o tensor das tensoes € simétrico e
ii1)  vale a hipotese de Stokes. Fluidos que satisfazem estas propriedades

sao chamados de fluidos Newtonianos.

33



A formulagao de lei de Fourier para a conducao de calor € semelhante
a viscosidade de Newton. O fluxo de calor € uma funcdo do gradiente de

temperatura

q; =aq, +bij6jT

Quando o gradiente de temperatura € nulo, ¢, também deve ser nulo e

portanto a, =0. A lei de Fourier assume que b, =-k5, € um tensor de

condutividade. Assim teremos

q;, = —kajT

Equacio 36

6.2 - As equacoes de Navier-Stokes

A equacdo da continuidade, a equagdo do movimento como a lei da
viscosidade de Newton e a equacdo da energia com lei de Fourier para o
fluxo de calor s@o conhecidas na literatura como as equagdes de Navier-
Stokes. Em coordenadas cartesianas estas equagdes sao encontradas pela
substituicio do tensor das tensdes, na Equacdo 26 e a substituicdo da
Equacao36 na equacdo da energia, tendo a temperatura como varidvel
dependente. Essas equagdes para um fluido newtoniano e incompressivel

Sao:
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DV

p——=-Up+ul’V +pF (a)
Dt
pc, DT v+ o0 (b)
Dt
OV =0 (c)
Equacoes 37

s

E comum aparecer na literatura o termo equacdo de Navier-Stokes com
propriedades constantes, para enfatizar que nas Equacgdes 37(a) e 37(b) os

coeficientes de transporte p, u e ¢, sdo aproximadamente constantes. Neste

caso as Equacgdes 37(a) e 37(c) podem ser desacopladas da equacdo de
temperatura (Equacdo 37(b)). Existem situagdes em que a temperatura é
sempre constante durante o movimento, nestes casos a Equagdo 37(b) nao €
considerada e tais escoamentos sdo chamados de isotérmicos.

As equacdes de Navier-Stokes modelam qualquer escoamento

viscoso, € matematicamente elas constituem um sistema de equacdes

diferenciais a derivadas parciais ndo lineares, nas variaveis v,, P € T como

variaveis dependentes. Os termos de mais alta ordem nestas equagdes, que
aparecem devido aos efeitos viscosos sdo lineares e de segunda ordem,
enquanto os termos convectivos sdo nao lineares e de primeira ordem. Por
estas razoes estas equacoes sao também chamadas quase lineares.

Qualquer conjunto de equagdes diferenciais parciais de segunda
ordem pode ser classificado como eliptico, parabdlico ou hiperbdlico, sendo
que as equacdes de Navier-Stokes exibem todos os trés tipos de
comportamento. Até hoje ndo se conhece solucdes analiticas para um
escoamento viscoso e arbitrario, assim costuma-se adotar o tratamento

numérico que se mostra muito promissor. O termo “dindmica dos fluidos
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computacional” é usado para resolver escoamentos governados por estas
equacdes via métodos numéricos e em um computador.
Para finalizar esta secdo, exibiremos as equac¢des governantes de um

escoamento incompressivel e isotérmico, em coordenadas cartesianas € na

forma conservativa. Seja p=F % e v= A o coeficiente de viscosidade

cinemadtica. As equacdes de Navier-Stokes em 3D e em notac¢ao usual sao :

2 2 2 2
Oou N Oou N Ouv auw GP |:p u 6 th N 0 ? F. ()
ot Ox ay 0z be ay 0z

2 2 2

v auv N o’ avw GP FP % 6 \21 N 0 \2/ F (b)
at Ox ay be Oy 0z !
ow  Owu  Owv  Ow” _ _opP w o 0'w 0w
—+ + + = +v + + F. (c)
0t o0x dy 0z oz ox> oy’ 07 :
a_u + a_V + a_W =0 (d)
Ox 0dy 0z

Equacoes 38

As equacgdes de Navier-Stokes em coordenadas cilindricas e esféricas podem
ser encontradas facilmente na literatura, por exemplo em [1].

36



7 - CONDICOES DE FRONTEIRA E NUMERO DE REYNOLDS

As equagdes do movimento discutidas anteriormente requerem
condicoes subsidiarias para definir problemas especificos. Essas condi¢des
sdo chamadas condi¢des de fronteira e sdo fundamentais para se obter uma
solu¢do que tenha sentido fisico num problema real. Existem basicamente
cinco tipos de condicdo de fronteira apropriadas e largamente utilizadas: a)
condicdo sobre uma superficie sélida sem deslizamento do fluido; b)
condi¢cdo sobre uma superficie com deslizamento; c¢) condicdo sobre uma
superficie livre; d) uma condi¢do de entrada de fluido; ) uma condicdo de a

saida de fluido. A Figura 5 ilustra algumas dessas condicoes.

Atmosfera Superficie

/ livre

Fluido

Entrada

de fluido Saida de

fluido

Parede sélida

Figura 5: Condicao de fronteira.

A condicdo de fronteira tipo a) significa que o fluido deve ser "colado" a
superficie sélida; a condi¢do b) permite que o fluido deslize sobre a
superficie e muitas vezes esta condicdo de fronteira € interpretada como uma
superficie de simetria; a condi¢ao c¢) representa uma interface entre o fluido
e uma atmosfera; a condi¢do d) requer o conhecimento do escoamento na

entrada e a condicdo e) requer o conhecimento na saida do fluido. E
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importante salientar que estas condi¢des de fronteira podem especificar
varidveis na fronteira ou especificar as varidveis através de uma equagao.
Exemplos sdo as condi¢des de Dirichet, Neumann e Robin. Como exemplo
realistico, consideremos a regido bidimensional de escoamento como

ilustrada na Figura 6.

Parede sélida __ Superficie livre

& /

y

Entrada

X

Saida

linha de simetria

U our

Figura 6: Condicoes de fronteira para uma regiao 2D.

Sobre AB conhecemos um perfil de velocidade isto €, » conhecido e
v=0; sobre BC devemos ter u=v=0; sobre CD devemos conhecer as
tensoes na superficie; sobre DE devemos dar as condicdes de saida do fluido

e informar u e v; sobre AE devemos ter v=0¢e u, =u

out *

Quando admensionalizamos as equagdes de Navier-Stokes aparece
naturalmente uma grandeza admensional chamada de numero de Reynolds.
As equacoes admensionais mostram com clareza os efeitos fisicos contidos
nestas equagdes, e ainda mais ficam livres de qualquer escolha de unidades.
Como exemplo vamos tomar as Equagdes 38 para o caso bidimensional e
sem forgas externas. Suponhamos que o escoamento € caracterizado por uma
dimensao L, uma velocidade U e uma viscosidade cinematica v. Definimos

as variaveis admensionais pela transformacao

38



u=uU;v=vU; x=xL;y=y'L; f=t*%; P=pU’

Substituindo estas mudancas nas Equacdes 38 obtemos as formas

admensionais das equacoes

ou Ou> Ouv _ OP 1 [P’u 0°u
+— ==+ —t+— (a)
ot Ox Oy Ox Re[px~ 0y

2 2 2
a_v+a(uv)+aL:—a_P+L V+a_v (b)
ot Ox dy dy RefpPx’ 0y’

Ou , Ov

4+ =0 C

Ox Ody ©
Equacoes 39

onde Re=LU/v é o nimero de Reynolds. E evidente que o nimero de
Reynolds mede a importancia dos termos devido a viscosidade. Assim, se
Re € muito grande podemos desprezar os termos viscosos, obtendo a
chamada Equacdo de Euler. E importante salientar que a natureza das

equacdes para Re — o € fundamentalmente diferente do caso (1/Re) — .
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8 - TRATAMENTO NUMERICO DE ESCOAMENTOS
INCOMPRESSIVEIS

A introducdo dos computadores na ci€ncia resultou numa nova drea
de atuagdo dentro da mecéanica dos fluidos, chamada dindmica dos fluidos
computacional. Dentro dessa nova linha de trabalho, muitos pesquisadores
desenvolveram métodos numéricos para resolver as equagdes de Navier-
Stokes. A continua melhoria desses métodos, associada a evolugcdo dos
computadores, tanto em capacidade de armazenamento quanto em
velocidade de processamento, muitos problemas complexos em dindmica
dos fluidos sdo simulados computacionalmente com razodvel precisio. A
idéia central dos métodos numéricos € substituir as equacgdes diferenciais
parciais da continuidade, momento e energia por aproximacdes algébricas
relacionando um numero finito de pontos discretos e sujeitos a certas
restricoes sobre o espacamento da malha computacional, o incremento de
tempo e nimero de Reynolds.

A simulagdo algébrica das equagdes governantes da dinamica dos
fluidos segue principalmente duas metodologias: diferencas finitas e
elementos finitos. A técnica de diferencas finitas (ver por exemplo [25])
aproxima as derivadas presentes nas equacdes por diferencas finitas sobre
pontos discretos, resultando em sistemas de equagdes algébricas esparsos;
enquanto a técnica de elementos finitos (ver por exemplo [19]) modela as
proprias fungdes sobre uma regido entre os pontos discretos, resultando num
sistema de equacOes geralmente de banda. Ambas as metodologias sao
aplicadas com sucesso em escoamentos viscosos, entretanto nos ultimos

anos a técnica de diferencgas finitas adquiriu muita popularidade.
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A escolha das varidveis dependentes, a constru¢dao da malha sobre o
dominio, a escolha do método de discretizacdo e a aplicacdo adequada das
condi¢coes de fronteira sdo requisitos fundamentais para se obter uma
simulacdo de boa qualidade. No caso bidimensional, tomar a fungao corrente
e a vorticidade como varidveis dependentes pode ser conveniente; mas em

trés dimensdes as varidveis u, v, w € psdo as mais utilizadas. A construg¢do

da malha sobre o dominio de cdlculo € crucial para a performance do
método numérico a ser utilizado. O método de discretizacdo empregado
pode ser explicito ou implicito, sendo que os explicitos sofrem severas
restricoes de estabilidade numérica; enquanto os implicitos, teoricamente,
incondicionalmente estdveis, sdo mais apropriados. A aplicacdo adequada
das condicdes de fronteira, fisicamente aceitaveis, € essencial em todos os
escoamentos ViScosos.

A principal dificuldade na resolugdo numérica das equacdes de
Navier-Stokes para o caso incompressivel é a imposi¢do rigorosa da
conservacdo de massa a cada nivel de tempo. Os esquemas numéricos em
varidveis primitivas, os quais sao preferidos pelas facilidades da imposi¢ao
das condi¢des de fronteira, apresentam dificuldades na determinacdo da
pressdo consistente com o campo de velocidades. Essas dificuldades sao
superadas pela introducdo da equacdo de Poisson para a pressao, porém
resulta em um esforco computacional. Em varidveis primitivas existem duas
técnicas amplamente utilizadas: a técnica da compressibilidade artificial de
Chorin [5]; e a técnica da equacdo de Poisson para a pressdo de Harlow e
Welch [11] e contida no método de MAC (Marker and Cell). Uma descri¢ao

detalhada desses métodos € apresentada em [8].
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8.1 - Um método de discretizacao

Com o objetivo de apresentar uma simulacdo numérica, para o caso
bidimensional, de um fluido incompressivel e viscoso, nesta sec¢do
apresentamos uma modificacdo do método MAC proposta por Hirt e Cook
[16]. O método utiliza a metodologia de diferencas finitas sobre malhas
diferenciadas.

As formas admensionais das equacgdes de Navier-Stokes sdo dadas

pelas Equagdes 39. A discretizacdo dessas equagOes € feita sobre malhas

diferenciadas, onde a Equagao 39(a) € discretizada no ponto (i +%, j.n), a
Equacao 39(b) é discretizada em (i, j +y,n) e a Equacdo 39(c) em (i, j,n).

Um campo de velocidades intermedidrio, ndo necessariamente satisfazendo

a equacao da continuidade, € calculado segundo o esquema explicito:

uin++11/2,j :uin+l/2,j +5f{(1/5xl(”i"j)2 +(uin+lj )? +(1/5YI(”V)?+1/2]’—1/2 _(”V)7+|/2,j+1/2]+
+(1/5X)( 'n 1211) (I/Rel(l/éx) ( Uivz/o,j 2”z+1/2, +”zn1/2]) (a)

(1/5)’) ( Uivi/2,j+1 2u1n+1/2] +uzn+1/2] 1)]}

V,‘rf;il/z =v; j+1/2 +5t{(1/5x)[(uv)z 1/2,j+1/2 = (UV)in, jos2 ] (1/5.)’)[(‘/1‘"]')2 _(v:fjﬂ)z] +
( )(Pn _anﬂ) (I/Re)[(l/dx) ( Vil j+1/2 _2V:j+|/2 +vl |J+|/2) (b)
( ) (lj+3/2 2 1J+1/2 1] 1/2)]}
Equacdes 40

onde o € o espacamento da malha na direcio x, dy o espacamento na
direcdo y e & o tamanho do passo dado no tempo. Os valores das variaveis

em pontos indeterminados nas malhas sdo calculados como a média

aritmética dos valores nas faces das células. Em particular, os valores (u; j)z

e (v',)* sdo aproximados usando a forma ZIP de [11]. As aproximacdes para
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as derivadas temporais foram feitas utilizando diferengas avancadas de 1°
ordem, método de Euler. Os termos convectivos e os gradientes de pressao
foram aproximados usando-se diferencas centrais de segunda ordem de
precisdao e o Laplaciano foi aproximado por diferencas centrais sobre trés
pontos, também de segunda ordem. Assim, o esquema apresentado nas
Equacdes 40 é de O(dt,ox%,0y°).

n+l n+l

Desde que os valores de u},, € v'},,,, em geral, ndo satisfazem a

conservacdo da massa (Equacdo 39(c)), um procedimento iterativo para
ajustar essas velocidades € empregado: em cada célula a divergéncia do

campo de velocidades € calculada por:

DI =17 a7 &), —vitn)

Equacio 41

onde as derivadas na Equacdo 39(c) foram aproximadas por diferencas

n+l

centrais de segunda ordem. Se a magnitude de D/7 for menor que uma

tolerdncia ¢ preestabelecida o escoamento € localmente incompressivel
sendo, a pressao e as componentes da velocidade sdo atualizadas de acordo

com O processo iterativo:

o =-BD;}
n+l _ n
Pi,j - PI, +5p
un+l :un+l +(5t/dx)5p

i+1/2,j i+1/2,]

n+l

— . n+l _
Uiyrnj = Uisin,j (5”5’6)517
n+l — ..n+l
Vi = Vi T (&/5)’)@
n+l — ..n+l _
Vij-iz = Vij-12 (5t/5)/)5p

Equacio 42
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onde [3 é dado por
B =B, f2an(1/ &) +(1/&) 1}

e B, € um fator de relaxacdo, em geral 0<pf, <2, para acelerar a
convergéncia, sendo determinado por experimentos numéricos. Uma vez

que |Di'j]+.1 <&, para todas as células do dominio, 0 movimento do fluido €

avancado no tempo usando as Equacdes 40. Adotando um critério de parada
sobre as componentes u € v dadas nas Equacdes 40, obtemos a resposta das
equacdes de campo.

Vimos anteriormente que os métodos explicitos sao condicionalmente
estdveis e portanto, & € Re sdo restritos a certos valores. Pracht em [23]
demonstra que o método MAC € inapropriado para escoamentos de baixo
Reynolds (Re<1) e segundo uma andlise de estabilidade linear [13], o
tamanho do passo dado no tempo deve satisfazer:

u

5t<min{dx/ ,5y/|v|} e 5t<2/(Remd uz,vz}).

Portanto, para a estabilidade do esquema anterior devemos ter:

u

ot = fator * min{Z/Re md){uz,vz},dx/ ’5)’/|V|}

Equacio 43

onde O<fator<1 € um parametro escolhido para assegurar que o método

trabalhe numa regido estdvel.
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8.2 - Aplicacao: o problema do degrau

Uma corrente de ar isotérmica e em baixa velocidade, com perfil
constante u=U, v=0 Instantaneamente entra na regido de escoamento

mostrada na Figura 7.

Figura 7: Dominio do escoamento

Para simular o escoamento de ar dentro da regido mostrada na Figura
7 nés usamos o método apresentado na secdo 8.1. A simulacdo ¢é
caracterizada pelo nimero de Reynolds e em baixas velocidades. A regido
CDE é uma zona de recirculagdo das particulas do fluido e isto €

evidenciado nos resultados numéricos apresentados.

8.3 - Resultados numéricos

O escoamento de ar mostrado na Figura 7 foi simulado usando 2100
células (malha 70x30) computacionais e varios numeros de Reynolds. Um
procedimento para calcular o tamanho do passo no tempo foi implementado

usando a Equacgdo 43, onde o parametro fator foi escolhido como 0.9. As
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condi¢oes de fronteira utilizadas sdo aquelas discutidas na secdo 7, sendo
que na regido de saida utilizamos a sugestdo de Hirt e Cook [16]. No

processo iterativo para a conservagdo da massa utilizamos S, =1.0 e £=107.

Para finalizar os processos adotou-se o seguinte critério de convergéncia:
residuo<TOL, onde TOL € uma tolerancia prefixada e o residuo € definido

como:

Residuo =|RES U ~ RES V|
RES U = Z (uin++11/2,j _uin+1/2,j)

células

RESV = Z (V,-’f;lrl/z _Virfj+1/2)

células

Ap6s uma série de testes numéricos observamos que o residuo caiu em 8

ordens de magnitude. Assim adotamos TOL=10" em todos os processos.
Com o niimero de Reynolds 10, 100 e 200 conseguimos convergéncia

em 706, 9388 e 17741 iteragdes, respectivamente. A visualizacdo desses

resultados juntamente com seu cddigo computacional desenvolvido em

Fortran s3o mostrados no APENDICE.
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10 - APENDICE

a 0

ESTE PROGRAMA SIMULA O ESCOAMENTO DE AR NUM DEGRAU (BACKWARD-FACING-

STEP) BIDIMENSIONAL. O ESQUEMA NUMERICO UTILIZADO NESTE CODIGOE .

UMA MODIFICACAO DO METODO MAC (MARKER-AND-CELL), PARA AS EQUACOES DE .
NAVIER-STOKES INCOMPRESSIVEIS, PROPOSTA POR C. W. HIRT E J. L. COOK .

E EXTRAIDO DE JOURNAL OF COMPUTATIONAL PHYSICS, VOL. 10, PP. 324-340 .

(1972).

QO 0O a0 a0 a0 a0

C DEZEMBRO/97 .

PROGRAM BFS

INTEGER LJ,ALFAN,M,T
REAL*8 DELTAT,DELTAX,DELTAY,RE,L,U0,BETA0,RESIDUO,RESU,RESV
* ,DELTIN,TOL,VISC,FATOR,MAX,MAXU,MAXV,EPS,DX2,DY?2
REAL*8  U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),P(0:150,0:150)
* JUAUX(150,150),VAUX(150,150)

COMMON /BLOCOO/ALFA

COMMON /BLOCO1/N.M

COMMON /BLOCO2/DELTAX,DELTAY
COMMON /BLOCO3/DX2,DY2

OPEN (1,FILE ="INPUT.DAT',STATUS ='OLD")
OPEN (2,FILE ="'OUTPUT",STATUS = "UNKNOWN")
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...DEFINICAO DOS PARAMETROS:

EPS - TOLERANCIA PARA A CONSERVACAO DA MASSA;
BETAO - FATOR DE RELAXACAO;

TOL - TOLERANCIA PARA FINALIZAR O PROCESSO;
VISC - VISCOSIDADE DO FLUIDO;

O o 0 a0 an

DELTIN - TAMANHO DO TIME-STEP INICIAL.

(@!

DATA EPS,BETAO0,TOL,VISC,DELTIN/1.0E-07,1.0,1.0E-06,1.51E-05
* ,1.0E-01/

..DADOS DE ENTRADA:

L - COMPRIMENTO LONGITUDINAL DO DOMINIO;

N - NUMERO DE CELULAS NA DIRECAO X;

M - NUMERO DE CELULAS NA DIRECAO Y (PAR);

ALFA - PARAMETRO QUE CONTROLA A POSICAO DO DEGRAU (RES-
TRICAO: MAIOR QUE ZERO E MENOR QUE N);

RE - NUMERO DE REYNOLDS;

FATOR - VARIAVEL ESCOLHIDA ENTRE 0.0 E 1.0, PARA
ASSEGURAR QUE O METODO ESTA TRABALHANDO DENTRO
DE UMA REGIAO ESTAVEL.

O 0 00 a0 a0 a0anan

a 0

READ(1,*) L,N,M,ALFA ,RE,FATOR

DELTAX=L/N
DX2=DELTAX*DELTAX
DELTAY=2.D0O/M
DY2=DELTAY*DELTAY
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C...U0 - VELOCIDADE DA CORRENTE DE AR QUE CHEGA NO DOMINIO

U0=5.DO*RE*VISC

C
C....CONDICOES INICIAIS
C
T=0
DELTAT=DELTIN
CALL CONDINIC (U,V,P,UAUX,VAUX)
C
C...LOOP PRINCIPAL
C

RESIDUO=10.0D0
DO WHILE (RESIDUO.GE. TOL.OR.T.EQ.50000)

CALL CONTINU (EPS,BETAO0,DELTAT,U,V.P)

CALL MAXUVT (U,V.MAX,MAXU,MAXV)
CALL TIMSTEP (RE,FATOR,MAX, MAXU MAXV,DELTAT)

CALL BC (U,V)

T=T+l

CALL MOMENTOS (RE,DELTAT,U,V,P)

CALL SOMADIF (U,V,UAUX,VAUX,RESU,RESV)

RESIDUO=DABS(RESU-RESV)
WRITE(*,*) T,RESIDUO,DELTAT

END DO
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C
C...VARIAVEIS EM POSICOES NAO DISCRETIZADAS
C

C...VARIAVEIS U,V NO CENTRO DA CELULA

DO 55 1=0,2#N-2,2
IF (LLT.2*ALFA) THEN
DO 56 J=M,2*M-2,2
U(I+1,J+1)=0.5D0*(U(I+2,J+ +U(LJ+1))
56 V(I+1,J+1)=0.5D0*(V(I+1,J+2)+V(I+1,]))
ELSE
DO 57 J=0,2*M-2,2
U(I+1,J+1)=0.5D0*(U(I+2,J+ )+U(LJ+1))
57 V(I+1,J+1)=0.5D0*(V(I+1,J42)+V(I+1,]))
ENDIF
55  CONTINUE

C...VARIAVEIS U,V,P EM PONTOS DE DISCRETIZACAO (U,V TROCADOS)

DO 507 I=0,2#N-2,2
IF (LLT.2*ALFA) THEN
DO 58 J=M,2*M-2,2
IF (J.LT.2*M-2) THEN
V(I+2,J+1)=0.5D0*(V(I+3 J+1)+V(I+1,J+1))
U(I+1,J42)=0.5D0*(U(I+1,J+3)+U(I+1,J+1))
P(1+2,J+1)=0.5D0*(P(I+3,J+1)+P(I+1,J+1))
P(I+1,J+2)=0.5D0*(P(I+1,J+3)+P(I+1,J+1))
ELSE
V(I+2,J+1)=0.5D0*(V(I+3 J+1)+V(I+1,J+1))
P(1+2,J+1)=0.5D0*(P(I+3,J+1)+P(I+1,J+1))
ENDIF
58 CONTINUE
ELSEIF (I.GE.2*ALFA.AND.LLT.2*N-2) THEN
DO 59 J=0,2%M-2,2
IF (J.LT.2*M-2) THEN
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V(I+2,J+1)=0.5D0*(V(I+3 J+1)+V(I+1,J+1))
U(I+1,J42)=0.5D0*(U(I+1,J+3)+U(I+1,J+1))
P(I+2,J+1)=0.5D0*(P(I+3,J+1)+P(I+1,J+1))
P(I+1,J+2)=0.5D0*(P(I+1,J+3)+P(I+1,J+1))
ELSE
V(I+2,J+1)=0.5D0*(V(I+3,J+ )+ V(I+1,J+1))
P(1+2,J+1)=0.5D0*(P(I+3,J+1)+P(I+1,J+1))
ENDIF
59 CONTINUE
ELSE
DO 60 J=0,2*M-2,2
IF (J.LT.2*M-2) THEN
U(I+1,J+2)=0.5D0*(U(I+1,J+3)+U(I+1,J+1))
V(I+2,J+1D)=V(I+1,J+1)
P(I+1,J+2)=0.5D0*(P(I+1,J+3)+P(I+1,J+1))
ELSE
V(I+2,J+1)=V(I+1,J+1)
ENDIF
60 CONTINUE
ENDIF
507  CONTINUE

C...VARIAVEIS NO CANTO SUPERIOR DIREITO DA CELULA

DO 61 1=0,2*N-2,2
IF (LLT.2*ALFA) THEN
DO 62 J=M,2*M-4,2
V(1+2,J+2)=0.5D0*(V(I+3,J+2)+V(I+1,]+2))
U(1+2,J+2)=0.5D0*(U(I+2,J+3)+U(I+2,J+1))
P(I+2,J+2)=0.25D0*(P(I+3,J+2)+P(I+1,J+2)+P(I+2,J+3)
* +P(I+2,J+1))
62 CONTINUE
ELSEIF (I.GE.2*ALFA.AND.L.LT.2*N-2) THEN
DO 63 J=0,2*M-4,2
V(1+2,J+2)=0.5D0*(V(I+3,J+2)+V(I+1,]+2))
U1+2,J+2)=0.5D0*(U(I+2,J+3)+U(1+2,J+1))
P(I+2,J+2)=0.25D0*(P(I+3,J4+2)+P(I+1,J+2)+P(I+2,J+3)
* +P(I+2,J+1))
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63 CONTINUE
ELSE
DO 64 J=0,2*M-4,2
V(I+2,J42)=0.5D0*(V(I+2,J+3)+V(I+2,J+1))
64 UI+2,J+2)=U(I+1,J+2)
ENDIF
61  CONTINUE

C
C..MONTAGEM DE SAIDA PARA A VISUALIZACAO DO ESCOAMENTO
C
WRITE(2,*) T,RESIDUO,DELTAT
WRITE(2,*) TITLE = "BFG" '
WRITE(2,*)'VARIABLES = "I","J","U","V","P"'
WRITE(2,*)'ZONE T="INTERNO" I='2*M-1,'J=',2*N-1, ,F=POINT'
DO 41 1=0,2*ALFA-1
DO 41 J=0,M-1
U(L])=0.D0
41 V(LJ)=0.D0
DO 44 1=1,2*N-1
DO 44 J=1,2*M-1
44 WRITE(2,100) LJ,U(LJ),V(LJ),P(L])
100 FORMAT(1X,13,1X.13,1X,F10.5,1X,F10.5,1X,F15.5)

STOP
END

C

C..ROTINA PARA AS CONDICOES INICIAIS

C
SUBROUTINE CONDINIC (U,V,P,UAUX,VAUX)
INTEGER LJ,N,M,ALFA
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REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),P(0:150,0:150)
REAL*8 UAUX(150,150),VAUX(150,150)
COMMON /BLOCOO0/ALFA
COMMON /BLOCO1/N.M
DO J=M,2*M
U(0,)=1.D0
V(0,])=0.D0
END DO
DO I=1,2*N
DO J=0,2*M
U(L1)=0.D0
V(LJ)=0.D0
P(1,])=0.D0
END DO
END DO

DO 1=0,2*N-2,2
DO J=M,2#M-2,2
UAUX(1+2,J+1)=U(1+2,J+1)
VAUX(I+1,J42)=V(I+1,J+2)
END DO
END DO
DO I=2*ALFA,2*N-2,2
DO J=0,M-2,2
UAUX(1+2,J+1)=U(1+2,J+1)
VAUX(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)

END DO
END DO
RETURN
END
C
C...CONSERVACAO DA MASSA
C

SUBROUTINE CONTINU (EPS,BETAO,DELTAT,U,V,P)
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C

REAL*8 BETAO,DELTAT,MAXD,EPS

REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),D(150,150),
P(0:150,0:150)

EXTERNAL DILATA,PRESITER

MAXD=10.D0
DO WHILE (MAXD.GT.EPS)

CALL DILATA (U,V,.D.MAXD)

CALL PRESITER (BETAO,DELTAT,D,U,V,P)
END DO

RETURN
END

C....ROTINA PARA AVALIAR OS MAXIMOS DAS QUANTIDADES U, V ,U*U E V*V

C

SUBROUTINE MAXUVT (U,V.MAX,MAXU,MAXYV)
INTEGER LJ,M,N

REAL*8 MAX,MAXUMAXYV,U2,V2,AUX1,AUX2
REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150)

COMMON /BLOCO1/N.M

MAX=0.D0

MAXU=0.D0

MAXV=0.D0

DO 1=0,2*N-2,2

DO J=0,2%M-2,2
AUX1=DABS(U(I+2,J+1))
AUX2=DABS(V(I+1,J+2))
U2=U1+2,J+1)*UI1+2,J+1)
V2=V(I+1,J42)*V(I+1,J+2)

IF (AUX1.GT.MAXU) MAXU=AUX1
IF (AUX2.GT.MAXV) MAXV=AUX2
IF (U2.GT.MAX) MAX=U2
IF (V2.GT.MAX) MAX=V2

END DO
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END DO

RETURN

END
C
C...ROTINA PARA O TAMANHO DO PASSO NO TEMPO
C

SUBROUTINE TIMSTEP (RE,FATORMAX,MAXU,MAXV,DELTAT)

REAL*8 DELTAX,DELTAY,DELTAT,AUX1,AUX2,AUX3,MIN,
* FATOR,MAXUMAXV MAX,RE,AUX4,AUXS5,AUX6,AUX7

COMMON /BLOCO2/DELTAX,DELTAY

AUX1=1.DO/MAXU

AUX2=1.D0/MAXV

AUX3=MAX*RE

AUX4=1.D0/AUX3

AUX5=DELTAX*AUXI1

AUX6=DELTAY*AUX2

AUX7=2.D0*AUX4

MIN=AUXS5

IF (MIN.GT.AUX6) MIN=AUX6
IF (MIN.GT.AUX7) MIN=AUX7

DELTAT=MIN*FATOR
RETURN
END

C
C..ROTINA PARA AS CONDICOES DE FRONTEIRA (INFLOW,WALL,OUTFLOW)
C

SUBROUTINE BC (U,V)

INTEGER LJ,N.M,ALFA
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REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150)
COMMON /BLOCO0/ALFA
COMMON /BLOCO1/N.M

C..ENTRADA DO FLUIDO (PERFIL RETO - U0)
1=0
DO 70 J=M,2*M,2

70 V{-1,)=(V(I+3,])-6.D0*V(I+1,1))/3.D0

C...PAREDE SUPERIOR
J=2*M
DO 10 1=0,2*N,2

10 U@J+1)=-01J-1)

C...SAIDA DO FLUIDO ESPECIFICADA NA ROTINA DOS MOMENTOS

C...PAREDES INFERIORES E DEGRAU

=M
DO 50 I=0,2*ALFA-2,2
50 UJ-1)=-UlLJ+1)

[=2*ALFA
DO 60 J=0,M-2,2
60  V(I-1,)=-V(I+1.])

J=0

DO 61 I=2*ALFA,2*N,2
61 U@J-1)=-ULJ+1)

RETURN

END

..ROTINA QUE ESTIMA AS COMPONENTES DE VELOCIDADE EM PONTOS
..DE DISCRETIZACAO, USANDO AS EQUACOES DO MOVIMENTO, SEM
...GARANTIR A CONSERVACAO DA MASSA

O 0 0 0 0

SUBROUTINE MOMENTOS (RE,DELTAT,U,V,P)
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INTEGER LJ,N,M,ALFA

REAL*8 DELTAT,RE

REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),P(0:150,0:150)
COMMON /BLOCOO0/ALFA

COMMON /BLOCO1/N.M

EXTERNAL RHSU,RHSV
U(2*ALFA,M-1)=-U(2*ALFA,M+1)

DO 1=0,2*ALFA-2,2

DO J=M,2*¥*M-2,2
IF J.LT.2*M-2) THEN
CALL RHSU (IJ,DELTAT,RE,U,V,P)
CALL RHSV (IJ,DELTAT,RE,U,V.P)
ELSE
CALL RHSU (IJ,DELTAT,RE,U,V.P)
ENDIF

END DO
END DO
U2*ALFA ,M-1)=0.D0

V(2*ALFA-1,M)=-V(2*ALFA+1,M)
DO [=2*ALFA,2*N-2,2

DO J=0,2*M-2,2
IF J.LT.2*M-2) THEN
CALL RHSU (I,J,DELTAT,RE,U,V.P)
CALL RHSV (IJ,DELTAT,RE,U,V.P)
ELSE
CALL RHSU (LJ,.DELTAT.RE,U,V,P)
ENDIF
END DO
END DO

C...REGIAO DE SAIDA DO FLUIDO
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11

C

DO 7 J=1,2%M-1,2
U@Q*N,1)=U(2*N-2.7)

DO 11 J=2,2%M-2,2
V(2#N-1,7)=V(2*N-3,7)

V(2*ALFA-1,M)=0.D0
RETURN
END

C...ROTINA PARA DEFINIR O RESIDUO

C

SUBROUTINE SOMADIF (U,V,UAUX,VAUX,RESU,RESV)
INTEGER LJ,N,M,ALFA
REAL*8 RESU,RESV
REAL*8 U(-1:150,-1:150),UAUX(150,150)
REAL*8 V(-1:150,-1:150), VAUX(150,150)
COMMON /BLOCOO0/ALFA
COMMON /BLOCO1/N.M
RESU=0.D0
RESV=0.D0
DO 1=0,2%N-2,2
DO J=M,2#M-2,2
RESU=RESU+DABS(U(I+2,J+1)-UAUX(I+2,J+1))
RESV=RESV+DABS(V(I+1,J+2)-VAUX(I+1,J+2))
END DO
END DO
DO I=2*ALFA,2*N-2,2
DO J=0,M-2,2
RESU=RESU+DABS(U(I+2,J+1)-UAUX(I+2,J+1))
RESV=RESV+DABS(V(I+1,J+2)-VAUX(I+1,J+2))
END DO
END DO
DO 1=0,2*N-2,2
DO J=M,2#M-2,2
UAUX(1+2,J+1)=U(+2,J+1)
VAUX(I+1,J42)=V(I+1,J+2)
END DO
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END DO
DO I=2*ALFA,2*N-2,2
DO J=0,M-2,2
UAUX(1+2,J+1)=U(I+2,J+1)
VAUX(I+1,J42)=V(I+1,J+2)
END DO
END DO
RETURN
END
C
C..ROTINA PARA EQUACAO DE MOMENTO-X
C
SUBROUTINE RHSU (I,J,DELTAT,RE,U,V,P)
INTEGER L]
REAL*8 DELTAT,DELTAX,DELTAY,RE,DX2,DY2,DX,DY,DXX,DYY,REE
REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),P(0:150,0:150)
COMMON /BLOCO2/DELTAX,DELTAY
COMMON /BLOCO3/DX2,DY2
DX=1.DO/DELTAX
DY=1.DO/DELTAY
DXX=1.D0/DX2
DYY=1.D0O/DY2
REE=1.DO/RE

C...PONTOS INDETERMINADOS NA MALHA
UI1+2,1)=0.5D0*(U(I+2,J+1)+U(I+2,J-1))
V(1+2,)=0.5D0*(V(I+3,))+V(I+1,]))
U(1+2,J+2)=0.5D0*(U(1+2,J+3)+U(I+2,J+1))
V(I+2,J4+2)=0.5D0*(V(I+3,J+2)+V(I+1,J+2))

C..MOMENTO-X

UI+2,J+1)=U(1+2,J+ )+DELTAT*(DX*(U(LJ+1)*U(I+2,J+1)

* UI+2,J+1)*UI+4,J+1))+DY*(U(I+2,7)*V(1+2,])
* SU(I+2,J+2)¥V(I+2,J+2))+DX*(P(I+1,J+1)
* P(I+3,J+1))+REE*(DXX*(U(I+4,J+1)-2.D0
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* FUI+2,J+D+ULI+1)+DYY*(U(I+2,J+3)-2.D0
* FUI+2,J+D+UI+2,J-1)))

RETURN
END

C
C...ROTINA PARA A EQUACAO DE MOMENTO-Y
C
SUBROUTINE RHSV(IL,J,DELTAT,RE,U,V,P)
INTEGER L.J
REAL*8 DELTAT,DELTAX,DELTAY,RE,.DX2,DY2,DX,DY,DXX,DYY ,REE
REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),P(0:150,0:150)
COMMON /BLOCO2/DELTAX,DELTAY
COMMON /BLOCO3/DX2,DY?2
DX=1.DO/DELTAX
DY=1.DO/DELTAY
DXX=1.D0/DX2
DYY=1.D0/DY2
REE=1.DO/RE

C...PONTOS INDETERMINADOS NA MALHA

U(L,J+2)=0.5D0*(U(LJ+3)+U(LJ+1))

V(I,J+2)=0.5D0*(V(I-1,J4+2)+V(I+1,J+2))

U1+2,J+2)=0.5D0*(U(1+2,J+3)+U(1+2,J+1))

VJI+2,J+2)=0.5D0*(V(I+3,J+2)+V(1+1,]+2))

C..MOMENTO-Y

V(I+1,J+2)=V(I+1,J+2)+DELTAT*(DY*(V(I+1,1)*V(I+1,J+2)

* V(I+1,J42)5V(I+1,J+4)+DX*(U(1,J+2)*V(I,J+2)
* U(I4+2,J42)5V(I+2,J+2)+DY *(P(I1+1,J+1)

* -P(I+1,J+3))+REE*(DXX*(V(I+3,J+2)-2.D0

* #V(14+1,J42)+V(I-1,J+2))+DYY*(V(I+1,J+4)-2.D0
* *V(1+1,J42)+V(I+1,7))))
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RETURN
END

C
C..ROTINA PARA CALCULAR A DILATACAO NA CELULA
C
SUBROUTINE DILATA (U,V,D,MAXD)
INTEGER LJ,N,M,ALFA
REAL*8 DELTAX,DELTAY,MAXD,DX,DY,AUX
REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),D(150,150)
COMMON /BLOCOO/ALFA
COMMON /BLOCO1/N.M
COMMON /BLOCO2/DELTAX,DELTAY
MAXD=0.D0
DX=1.DO/DELTAX
DY=1.DO/DELTAY
DO 1=0,2*N-2,2

DO J=M,2*M-2,2
D(I+1,J+1)=DX*(U(I+2,J+1)-ULJ+1))+
* DY*(V(I+1,J+2)-V(+1,]))
AUX=DABS(D(I+1,J+1))
IF(MAXD.LT.AUX) MAXD=AUX

END DO
END DO

DO I=2*ALFA,2*N-2,2
DO J=0,M-2,2
D(I+1,J+1)=DX*(UI+2,J+1)-UIJ+1))+
* DY*(V(I+1,J+2)-V(I+1,7))

AUX=DABS(D(I+1,J+1))
IF(IMAXD.LT.AUX) MAXD=AUX
END DO
END DO
RETURN
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END

C
C..ROTINA PARA ITERAR NA PRESSAO
C
SUBROUTINE PRESITER (BETAO,DELTAT,D,U,V.P)
INTEGER LJ,N,M,ALFA
REAL*8 BETAO,DELTAT
REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),P(0:150,0:150),
* D(150,150)
COMMON /BLOCOO0/ALFA
COMMON /BLOCO1/N.M
EXTERNAL ITERAP
DO 400 I=0,2*ALFA-2,2
DO 400 J=M,2*M-2,2
400 CALL ITERAP (IJ,BETA0,DELTAT,D,U,V.P)
DO 402 [=2*ALFA,2*N-2,2
DO 402 J=0,2*M-2,2
402 CALL ITERAP (IJ,BETA0,DELTAT,D,U,V.P)
RETURN
END

..ROTINA PARA AJUSTAR AS VELOCIDADES NAS FACES DA CELULA E A
...PRESSAO NO CENTRO

aQ Q0 0 0

SUBROUTINE ITERAP (I,J,BETA0,DELTAT,D,U,V,P)

INTEGER LJ,N,M,ALFA

REAL*8 DELTAX,DELTAY,DELTAT,BETA,BETA0,DELTAP,DX2,DY2,
*  AUXX,AUXY,AUX1,AUX2,DX,DY

REAL*8 U(-1:150,-1:150),V(-1:150,-1:150),P(0:150,0:150),
£ D(150,150)

COMMON /BLOCO0/ALFA

COMMON /BLOCO1/N.M

COMMON /BLOCO2/DELTAX,DELTAY

COMMON /BLOCO3/DX2,DY2

DX=1.DO/DELTAX

DY=1.DO/DELTAY

64



AUX1=1.D0/DX2
AUX2=1.D0/DY?2
BETA=BETA0/((2.DO*DELTAT)*(AUX1+AUX2))
DELTAP=-BETA*D(I+1,J+1)
P(I+1,J+1)=P(I+1,J+1)+DELTAP
AUXX=DELTAT*DELTAP*DX
AUXY=DELTAT*DELTAP*DY
IF (LEQ.0) THEN
IF (J.EQ.M) THEN
U+2,J+1)=U1+2,J+1)+AUXX
V(I+1,J42)=V(I+1 J+2)+AUXY
ELSEIF (J.LT.2*M-2) THEN
UI+2,J+1)=U1+2,J+ 1 )+AUXX
V(I+1,J42)=V(I+1,J+2)+AUXY
V(I+1,))=V(I+1,])-AUXY
ELSE
UI+2,J+1)=U1+2,J+1)+AUXX
V(I+1,7)=V(I+1,J)-AUXY
ENDIF
ELSEIF (I.GT.0.AND.ILT.2*ALFA) THEN
IF (J.EQ.M) THEN
UI+2,J+1)=U1+2,J+1)+AUXX
V(I+1,J42)=V(I+1,J+2)+AUXY
ULJ+1)=U1J+1)-AUXX
ELSEIF (J.GT.M.AND.J.LT.2*M-2) THEN
UI+2,J+1)=U+2,J+1)+AUXX
V(I+1,J42)=V(I+1,J+2)+AUXY
ULJ+1)=U(J+1)-AUXX
V(I+1,))=V(I+1,])-AUXY
ELSE
UI+2,J+1)=U1+2,J+1)+AUXX
ULJ+1)=U(1J+1)-AUXX
V(I+1,7)=V(I+1,])-AUXY
ENDIF
ELSEIF (1.EQ.2*ALFA) THEN
IF (J.EQ.0) THEN
UI+2,J+1)=U(I+2,J+1)+AUXX
V(I+1,J42)=V(I+1,J+2)+AUXY
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ELSEIF (J.GT.0.AND.J.LT.M) THEN
UI+2,J+1)=U+2,J+1)+AUXX
V(I+1,J42)=V(I+1,J+2)+AUXY
V(I+1,7)=V(I+1,])-AUXY

ELSEIF (J.GE.M.AND.J.LT.2*M-2) THEN
UI+2,J+1)=U1+2,J+ 1 )+AUXX
V(I+1,J42)=V(I+1,J+2)+AUXY
ULJ+1)=U1J+1)-AUXX
V(I+1,7)=V(I+1,J)-AUXY

ELSE
UI+2,J+1)=U1+2,J+1)+AUXX
ULJ+1)=U(J+1)-AUXX
V(I+1,))=V(I+1,])-AUXY

ENDIF

ELSEIF (I.GT.2*ALFA.AND.LLT.2*N-2) THEN

IF (J.EQ.0) THEN
UI+2,J+1)=U1+2,J+1)+AUXX
ULJ+1)=U(1J+1)-AUXX
V(I+1,J42)=V(I+1,J+2)+AUXY

ELSEIF (J.GT.0.AND.J.LT.2#*M-2) THEN
UI+2,J+1)=U(1+2,J+ 1 )+AUXX
V(I+1,J42)=V(I+1,J+2)+AUXY
ULJ+1)=U(J+1)-AUXX
V(I+1,7)=V(I+1,J)-AUXY

ELSE
UI+2,J+1)=U1+2,J+1)+AUXX
ULJ+1)=U1J+1)-AUXX
V(I+1,)=V(I+1,])-AUXY

ENDIF

ELSE

IF (J.EQ.0) THEN
UI+2,J+1)=U1+2,J+1)+AUXX
ULJ+1)=U(1J+1)-AUXX
V(I+1,J42)=V(I+1,J+2)+AUXY

ELSEIF (J.GT.0.AND.J.LT.2#*M-2) THEN
UI+2,J+1)=U1+2,J+ 1 )+AUXX
ULJ+1)=U(J+1)-AUXX
V(I+1,J42)=V(I+1,J+2)+AUXY
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V(I+1,7)=V(I+1,J)-AUXY
ELSE
U+2,J+1)=U1+2,J+1)+AUXX
ULJ+1)=U(1J+1)-AUXX
V(I+1,)=V(I+1,])-AUXY
ENDIF
ENDIF
RETURN
END
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