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SOBRE EXISTENCIA DE SOLUGOES
PERIODICAS DA EQUACAO

z + az2n+li + z4n+3 =0
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Universidade de Sao Paulo

Resumo

Provamos, neste artigo, que se |a| < 24/2(n + 1) entdo todas as solugdes da equagdo
z + a22"+l§,' 4 .1:4"+3 =0

serdo periddicas. Se |a| > 24/2(n +1) toda solugdo diferente da trivial serd nao-periédica.
(e real e n natural sdo dados).

1. Preliminares

No plano de fase, a equagéo
1) F4ar™tiz 44" =0
é equivalente ao sistema

z=
2) { § = —az?ntly — gintd
Seja V:R? = R a fungio definida positiva dada por

z4n+4 vz
4n+4+-2_'

V(z,y) =

=273~
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A derivada de V em relagiio ao sistema (2) é
3) V(z,y) = —az?™1y2.

Suponhamos & >0 eseja 7(t) = (z(t),y(t)) a solugdo de (2) que parte do ponto

(0,9,), com y, > 0. Tendo em vista (3), segue que 4(t) ndo pode deixar o conjunto
{(z.,y) eR? |2 20e V(z,y) <V(O,1)} (1 >1.)

através do arco

>0 e V(z,y)=V(0,n)

Observando que § < 0 quando (%) permanece no quat.irante z>0 e y>0,segue
que ou 7(t) tenderd para a origem quando t — 400 ou 7(t) interceptard o eixo Oy
em algum ponto (0,y2) com yz < 0. Se ocorrer o segundo caso, 7 sera periédica. (Isto
decorre do fato das fungdes az?™*! e z*"*? serem impares.) ’

O caso a <0 recai no caso acima descrito, fazendo em (1) a mudanca de varidvel

u(t) = z(—t).

2. Condigdes sobre a para nao existéncia de solugdes periédicas
Consideremos a equagao
z4n+3

y

4) Z—% - —az®t —
Vejamos que condigdes a deve satisfazer para que (4) admita solugéo da forma
y=PBz"*?, 40 (Breal)

Substituindo (5) em (4) vem

ZIntl

B

(2n + 2)ﬂ:2n+1 - _a=2n+l .
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e, portanto,

2n+2)8*+af+1=0.

Logo, (4) admitird solugao da forma (5) se, e somente se,
o> -8(n+1)>0.
E de imediata verificagio que se (5) for solugio de (4) entdo o conjunto
A= {(z,y) eR*ty = f=""*?}

serd invariante para o sistema (2); além disso, se y(t) for solugéio de (2) com 7(0) € A4,
entdo, y(t) tenderd a (0,0) quando ¢ — +oc0. Observando, ainda, que (0,0) é o inico
ponto de equilibrio de (2) resulta o seguinte

Teorema. Seja |a| > 24/2(n + 1). Entdo toda solugio z =z(t) da equagio
5+ az?™Hi 4 g4n+3 _

com z = z(l) diferente da solugdo trivial, serd nio-periddica.

3. Condigées sobre a para existéncia de solugdes periédicas

Suponbamos |a} < 24/2(n + 1). Segue que
(2n+20v* +av+1>0

para todo v.

A mudanca de varidvel

transforma a equagao
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na de varidveis separaveis

2 + = dv =0.
z (2n+20?+av+1
Supondo z >0 e integrando obtemos
i s
lnz+/° (2n +2)s?2 + as + ld’ g
Seja .
W(z,y) = tnz + ‘l (2n + 2).9: +as+ lds

onde v=xiqz ¢ 2>0.

Supoﬂhmm que (%) = (z(t),y(2)), t € I, seja solugdo do sistema (2) e tal que, para
todo ¢ no intervalo I, z(t) > 0. E de imediata verificagdo que existe uma constante &
tal que

W)=k, tel

Vamos, agora, estudar a curva de nivel de W(z,y) que passa pelo ponto (0,z,), Z, >

0. Temos
W(z,y) = fnz,.
Dai
z= z,c-ro' [Trreyn Frerv iy
Temos
lm z=0.
|o}—+c0

Vamos, agora, calcular lim|y|—40y. Temos

v 2n42)s
y =vz2"tie” .L Gy itarmi

Por outro lado,

/u (2n +2)s ds—E/v (4"+4)3+a_0ds—
o 2n+2)s2+as+1 2y (2n+2)s2+as+1

1 1 /f° a
= —fn[(2n + 2W? 1] - = ;
2 n[(2n + 2W° + av + 1] 2/0 (2n+2)82+a3+1ds
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Portanto,
vz2nt? 1 e
= 2 e? Jo GrinetTartl .
V(2n +2)v2 4 av +1
Dai
2n+2 400
lim y=—o ¢! . roman
v—+4co N /2n +2
e

2n+2 , [-oo
lim P _zo—e’ .fo (2n+?)35+nn+l"_

v——00 v Vin+2
Temos, entdo, o seguinte

Teorema. Se |a| < 24/2n+2, entdo todas as solugdes da equacio
F+az?tli 42t o
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