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Dentre as vdrias frases célebres de Vinicius de Moraes, uma chama aten-
¢o de modo especial: “A vida é a arte do encontro, embora haja tanto de-
sencontro pela vida”. O leitor poderd se espantar diante deste inicio de
Prefdcio e questionar algo como: mas ndo se trata de escritos dedicados a
educagiio matemdtica? Vinicius? Poesia? A questdes desta natureza é
que cumpre frisar: a obra ndo trata de educag@o matemdtica, mas sim de
propostas de vivéncia da educag@io matemdtica em forte didlogo com as
artes. Dito isso, hd de se reconhecer que essa coletdnea é expressdo do en-
contro entre matemdticas e artes, em sentido amplo. A partir deste eixo
central, entretanto, notam-se ainda outros encontros: pesquisadores de
diferentes Instituicdes de Ensino Superior; pesquisadores de diferentes
geracoes e nacionalidades; além de pesquisadores com temas e bases ted-
ricas variadas. Conhecimento cientifico dos mais antigos, puderam os
pesquisadores dedicados @ matemdtica construir um campo especifico de
pesquisa e de formagio docente. Os autores reunidos nesta obra confir-
mam esse fato e o traduzem ao seu modo, quando indicam que assuntos
proprios desse campo podem (e devem) ser construidos a partir da
musica, pintura, jogo, literatura, cinema, arquitetura, video, fotografia e
teatro. Resta, entdo, convidar o leitor a atravessar os capitulos e promo-
ver, ele proprio, 0 encontro com os autores e suas reflexdes.
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Capitulo 2

Composicao de razoes em matematica e misica: uma
abordagem histoérico/educacional

Oscar Joao Abdounur *

Neste capitulo, serd considerado o potencial educacional de
um operador matematico semanticamente e estruturalmente
proximo a procedimentos presentes na musica teorica ao longo da
histéria. Trata-se da ideia de composigao de razoes, que a rigor nao
possui historicamente o status de um conceito matematico, mas
ocorre tacitamemente em tratados de matematica e de musica
tedrica ao longo da histéria desde Os Elementos de Euclides, em
que as evidéncias apontam ser o primeiro momento que se tem
registro desta ideia.

A ideia de composicdo de razdes apresenta-se como uma
operagao peculiar presente na estrutura dos conceitos matematicos
de razao e proporcao desde o periodo classico. Tal operagdo possui
semelhanca  estrutural com a operacdo multiplicagdo,
transformando-se ao longo de sua histéria de forma irregular até
aproximar-se deste Ultimo conceito, o que é representativo do
papel do contexto tedrico-musical na aritmetizacdao de razdes. O
caso considerado possui ainda potencial didatico a servico de
evidenciar diferencas entre identidade e proporcao, na medida em
que a abordagem mateméatico-musical neste caso distancia
semanticamente tais conceitos, tornando suas demarcagdes mais
nitidas.

' Instituto de Matematica e FEstatistica da Universidade de Sao Paulo, IME-USP -
abdounur@ime.usp.br
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O contexto matematico-musical permite elucidar diferencas
semanticas existentes entre conceitos de composicao e de
multiplicacdo, assim como entre conceitos de propor¢ao e de
identidade, que praticamente desaparecem quando consideradas
sob uma perspectiva puramente aritmética. Para tal, um
pressuposto necessario € a correspondéncia entre razdo
matematica e intervalo musical, cujo fundamento histérico é
determinante para a compreensao da abordagem aqui
considerada.

A pratica grega classica de lidar com razoes, realizada
predominantemente até o periodo moderno, inseriu-se em uma
importante tradi¢cdo no tratamento de razdes, passivel de estimular
o estabelecimento de analogias estruturais subjacentes a tais
conceitos pertencentes a principio, sob uma perspectiva
classificativa atual, a diferentes campos do conhecimento. Tal
abordagem promove uma compreensao de estruturas segundo as
quais conceitos matematicos foram tratados e, reciprocamente,
uma compreensao da maneira aparentemente sem sentido -- se
desconsiderada tal abordagem -- em que tais conceitos
mateméticos foram manipulados por um longo periodo de tempo
antes de atingir a estrutura atual.

A consciéncia dessas praticas possibilita a aquisi¢do de uma
atitude flexivel em relacdo as estruturas existentes anteriormente
ao enfrentar problemas em geral, bem como de uma ferramenta a
servico da resolugao de problemas e de modo geral da heuristica
matematica. A abordagem considerada também auxilia na
revelacdo, por meio de conceitos simples tais como razoes
matematicas e proporgdes, processos epistemologicos envolvidos
na construcdo de novas teorias matematicas, como por exemplo o
de tomar emprestadas estruturas de teorias andlogas pré-
existentes para entdo se desenvolverem de maneira autbnoma em
seu novo contexto, adaptando-se aos problemas praticos os quais
essas novas teorias passam a enfrentar ao longo do seu
desenvolvimento.
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Para melhor compreender tais reflexdes, considera-se
primeiramente a introducdo de alguns aspectos histéricos dos
conceitos de razdao e de proporcao matematicas, bem como do
operador que chamaremos de composicao de razdes matematicas
em contextos matematico-musicais, assim como de estruturas
correspondentes em que a composi¢ao faz sentido, para entdo
considerar exemplos da préatica de composicio no monocérdio,
assim como aspectos didatico-epistemoldgicos subjacentes a tal
prética.

Composicao de razodes/composicio de intervalos musicais:
consideracoes historicas

Matematica e musica possuem vinculos desde a Antiguidade.
No conhecido experimento de Pitdgoras com o monocérdio, que
estabelece correspondéncia entre intervalos musicais e razdes
matematicas de uma corda, relacionou-se, sob uma perspectiva
aritmética, consonancias musicais a razdes matematicas simples,
de modo que aos intervalos musicais de oitava, de quinta e de
quarta, subjaziam razdes matematicas 1:2, 2:3 e 34,
respectivamente. A descoberta de Pitagoras com o experimento do
monocordio lanca luz sobre inimeras discussdes no ambito da
musica tedrica tendo por fundamento os conceitos mateméticos de
razao e de proporcao.

E plausivel que, por razoes culturais, matematicos gregos
juntamente com seus contemporaneos e predecessores, tenham
concebido razdes matematicas como generalizacdao de intervalos
musicais e de maneira mais ampla, teorias da razdes e proporgoes
matematicas como generalizacdo da musica, na medida em que
propriedades de cordas e comparagdes entre tons, assim como
calculos relacionados a tais magnitudes através dos conceitos de
razdo e proporgao, consistiam em uma importante parte da
matematica desde os pitagéricos até Euclides (ABDOUNUR, 2012;
GRATTAN-GUINNESS, 1996).
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O estabelecimento de tal vinculo levanta ainda questoes
referentes a teorias matematicas subjacentes as manipulagdes com
razdes matematicas desde a Antiguidade até o final da Idade Média,
tanto em contextos matematicos como em contextos tedrico-
musicais. A influéncia tanto de problemas tedricos quanto praticos
confrontados pela musica ao longo de sua histéria possibilita a
historiografia da matematica, bem como a educacdo matematica,
uma consciéncia epistemolédgica mais ampla do desenvolvimento
dos conceitos de razao e de propor¢ao matematica.

Tal consciéncia da subsidios, por exemplo, a criagdo de
contextos que esclarecam diferencas entre conceitos relacionados
e/ou resultantes de razdes e proporcoes, tais como as que existem
entre composi¢ao e multiplicacdo, identidade e proporgao dentre
outros pares, diferencas estas mais dificeis a percepgao, quando
tais conceitos sdao abordados, por exemplo, apenas em contextos
aritméticos.

Ha diversos temas acerca da relagdo entre matemaética e
musica, e em particular, entre razdes matematicas e intervalos
musicais, passiveis de ser explorados em educacdo matemaética.
Aqui concentra-se nesta caracteristica intrigante da estrutura
originalmente associada a razdes e propor¢des matemaéticas, a
saber, o conceito de composi¢do de razao, embora este nunca tenha
tido o status de um termo técnico em matematica (SYLLA, 1984).
Tal operador manifestou-se tacitamente em contextos envolvendo
razoes e proporcdes matematicas desde o periodo classico até o
século XVII, aproximando-se finalmente do conceito aritmético de
multiplicacdo.

A mudanca estrutural ocorre de teorias envolvendo
concepgoes de operagdes semanticamente vinculadas a intervalos
musicais contiguos para teorias admitindo a composicao de razoes
de forma irrestrita - multiplicacdo - com um carater
essencialmente aritmético, que inclui por exemplo, a aproximagao
semantica entre razao e nimero. Uma questdo desafiadora neste
contexto seria como abordar, do ponto de vista didatico, tal
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mudanga epistemoldgica no desenvolvimento histérico do conceito
de razao matematica, de tal forma a criar-se um dominio em que
tal diferenca se manifeste mais claramente do que em dominios
puramente aritméticos.

Quando se observa que tal estrutura transitéria, com a qual
razdes matematicas foram parcial e irreversivelmente munidas
durante um longo periodo, deriva de contextos musicais e que a
composicao nao faz sentido fora de tais contextos, é razoavel
considerar a musica como cenario para abordar tais diferencas,
uma vez que em tal cendrio se destaca a estrutura original
vinculada ao conceito de razdo. Antes de introduzir aspectos
educacionais de tal tema, considera-se aqui alguns antecedentes
histéricos da composicao de razdes.

Indicadores de diferentes teorias ligadas ao conceito de razao
sao encontrados associados a questdes como a restricao de Euclides
na operagao de composi¢ao com razdes presentes nas defini¢oes 9
e 10 do Livro V, bem como na proposicao 23 do Livro VI (HEATH,
1956). Tais operagdes consistiam na composicao de razdes do tipo
a: b com b: ¢ para produzir a: ¢, o que permite a repeticao
recursiva deste processo com c:d e assim por diante (ABDOUNUR,
2012).

Com fortes afinidades musicais, esta operagao exigia, em
geral, que, dada uma seqiiéncia de razdes matematicas a serem
compostas, o segundo termo de uma razao fosse igual ao primeiro
termo da razdo subsequente. Matematicamente falando, nao ha
razdo para operar-se desta maneira e provavelmente isto nao
ocorreria desta forma sem uma remissao ao seu significado
musical, a saber, a composi¢do (agrupamento) de intervalos
musicais contiguos.

Por exemplo, (2:3)(3:4)::(1:2) é estruturalmente equivalente
a composicao musical do intervalo musical de quinta com o de
quarta para gerar um intervalo musical de oitava. Sob tal
perspectiva, o experimento de Pitdgoras parece fornecer a
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principio dois resultados importantes, cujas implicacdes didatico-
epistemoldgicas tentaremos apontar em seguida.

O primeiro resultado e mais geral é que razdes matematicas
subjazem a intervalos musicais. Além disso, tal experimento
também significa, mais especificamente, que a composicio de
razdes matematicas explica a composicdao de intervalos musicais
contiguos, e talvez, devido a este vinculo, a composicao de razoes
matematicas em contexto euclidiano € tratada desta maneira. Tal
diferenca possui potencial para despertar interesse merecendo
ainda atencdo em contextos educacionais.

A partir de tais consideragdes, propoe-se explorar em
contextos  didatico-pedagdgicos estes dois entendimentos
diferentes e complementares do conceito de razao, um geométrico-
musical em que razdo consiste em uma comparacdo entre
grandezas homogéneas (dois comprimentos, duas notas, etc) e nao
possui proximidade semantica com niimero e outro, em que razao
se identifica semanticamente com o conceito de nimero, passivel
de ser multiplicado da mesma forma com que os nimeros sao
multiplicados. Para tornar clara tal mudanga epistemolégica
presente no desenvolvimento histérico do conceito de razao, faz-se
uso de contextos musicais.

A composicao de razoes matematicas e de intervalos musicais
no monocérdio

Em seguida, sdo descritos alguns problemas envolvendo
razdes e proporcdoes matematicas no monocédrdio, a partir dos
quais se estabelece reflexdes acerca das implicagdes educacionais
de atividades envolvendo matemaética e musica. De modo geral, ao
reproduzir uma situacdo historica, tais atividades reproduzem
direta ou indiretamente estruturas presentes simultaneamente em
matematica e em musica, criando circunstancias que propiciem
experiéncias de similaridade entre esquemas por tras das situagdes
originais e reconstruidas.



Ricardo Scucuglia Rodrigues da Silva | 37

As situagOes apresentadas a seguir consistem basicamente de
compor intervalos/razdes por meio do monocérdio, onde a
composicdo no sentido euclidiano ndao se coloca na mesma
categoria da multiplicacio, embora o primeiro apresente
semelhancas estruturais com o segundo. Tanto diferengas quanto
semelhancas entre composicado e multiplicagdo em contextos
musical e aritmético, respectivamente, tornam-se evidentes e
melhor compreendidas com auxilio de uma reconstrucao
enriquecida do experimento do monocérdio.

Tal reconstrucgdo pode ocasionar o interesse pela matematica
por meio da musica e vice-versa, capacidade esta que ndo apenas
estimula a relacdo entre duas areas e as habilidades relacionadas,
mas também exige habilidades mateméticas em contextos musicais
e habilidades musicais em contextos matematicos por meio de um
arranjo simples envolvendo conceitos elementares.

Estas atividades exigem inicialmente, no caso de alunos nao
familiarizados com musica, a experiéncia com a percepcao musical
especialmente de intervalos tais como oitava, quinta e quarta - as
consonancias perfeitas --, pressuposto para as atividades com o
monocordio. Apo6s tal familiarizacio, é importante a reproducgao do
experimento de Pitdgoras, identificando tais consonancias perfeitas
no monocordio, cujas razdes matematicas correspondentes sao 1:
2,2:3€3: 4.

Envolvendo conceitos matematicos e musicais, pode-se
considerar alguns problemas no monocérdio, tais como:

- Seja L o comprimento que produz uma determinada nota no
monocdérdio. Qual é o comprimento de corda necessério para
produzir uma altura, que resulta da elevacdo do tom original por
uma oitava e uma quinta, seguindo-se da descida de dois intervalos
de quarta? Ouga o tom resultante no monocordado e compare com o
tom obtido no piano. Comente.

- Seja do a nota correspondente ao comprimento L. Qual é a nota
obtida pelo comprimento 32L/27? Indique, em termos de
superposicdo de quartas, quintas e oitavas, 0s sucessivos passos para
obter esta nota. Ao subir uma quarta a partir de uma nota dada,
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quais sdo a nota e o comprimento obtidos? Ouca a nota resultante no
monocoérdio comparando-a com a nota obtida no piano.

Tais problemas em particular, talvez por exigirem
simultaneamente aptiddes musicais e matematicas, podem
despertar a curiosidade de estudantes que, a principio, se
interessem exclusivamente por matematica ou por musica.
Dependendo do potencial de cada aluno, pode-se resolver esse tipo
de problema encontrando o intervalo musical e verificando a
composicao de razdes que o produz ou encontrando a combinacdo
de razdes mateméticas que, quando combinadas, fornecem tal
intervalo, verificando-o em seguida.

Estes problemas oferecem ainda a oportunidade ndo apenas
de vivenciar, talvez inconscientemente, a composi¢do de razdes
matematicas, mas também de simular operagdes com razdes em
contextos musicais gregos e medievais, tendo como elementos
operacionais basicos as consonancias perfeitas, cujas razoes
discretas subjacentes 1: 2, 2: 3 e 3: 4 ndo possuem relacao
categérica com ndmeros, mas sdo meros instrumentos de
comparagao.

Para ilustrar esses pontos, comenta-se questdes relacionadas
a solucdo desses problemas. Limita-se ainda a discussao a algumas
abordagens do primeiro problema, bem como questdes levantadas
como consequéncia. Neste caso, as solugdes passaram basicamente
de uma abordagem geométrica para uma aritmética.

Na abordagem de problemas desta natureza, familiariza-se o
aluno inicialmente, com intervalos e composicdao de intervalos
musicais/razdes matematicas no monocordio. Tal experiéncia
permite  compor intervalos  musicais  contiguos/razoes
matematicas, em que a segunda magnitude da primeira razio
matematica coincide com a primeira magnitude da segunda razao -
razdes do tipo a:b com b:c - que é o que se observa no monocérdio
durante a familiarizacdo. Pode-se neste caso trabalhar com grupos
de diferentes tendéncias, a fim de nio somente obter diferentes
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tipos de interpretagdes dos problemas, mas também de avaliar o
potencial diversificado de cada grupo, uma vez que os problemas
tratados exigem pelo menos, habilidades matematico e musicais.

Pode-se solicitar inicialmente, que se resolva o problema
utilizando uma régua com apenas quatro divisdes e um compasso.
Depois de visualizar como as composi¢des ocorrem no
monocérdio, ha basicamente duas tendéncias na resolugdo do
problema: uma tendéncia é fazer o calculo transferindo sempre as
razdes matematicas para a corda e dividindo a corda em tantas
partes quanto o denominador da razao em questdo, levando-se
depois o nimero de partes presentes no numerador - no caso de 2:
3, duas partes da corda previamente dividida em 3 partes - que
corresponde a composicao no sentido classico. Uma outra
tendéncia possivel é encontrar a nota resultante - no caso a nota la
- tentando verificar tal resultado ao compor as razdes matematicas
1: 2, 2: 3 e decompondo as razdes 3: 4 duas vezes, como no
primeiro caso.

Em geral, pode-se ainda encontrar por percepcao musical a
parte da corda que, quando tocada, resulta na nota la sem saber
precisamente a que razao matematica ou nota tal ponto ou nota
corresponda. Entdo, pode-se resolver o procedimento como na
obtencdo das consonancias, compondo-se adequadamente as
razdes correspondentes para obter a nota em questdo, utilizando-
se no caso de régua e compasso para construir triangulos
semelhantes, a fim de dividir um segmento em 2, 3 e 4 partes, o
que resultaria em diferentes solugdes. Aqui caberiam, por exemplo,
perguntas relacionadas a alteracdes no resultado ao mudar a
ordem do procedimento, o que nao é dificil descobrir do ponto de
vista musical, uma vez que a composicao nao € senao a "adicao" e a
"subtracdo" de intervalos musicais.

Tal interpretacdo torna a comutatividade dessa operagao
intuitiva, assim como mostra também, até certo ponto, como o
contexto musical pode elucidar o significado de tal propriedade na
estrutura da razdo. Estes problemas também fornecem um
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contexto adequado para refletir sobre como se pode compor
intervalos musicais, quando se sabe apenas os comprimentos das
cordas, cuja razao fornece cada intervalo, ainda sem régua métrica.

Neste caso, cabe-se tentar adaptar por tentativa e erro o
primeiro termo da segunda razdo ao segundo termo do primeiro,
tomando razdes equivalentes ao segundo termo expressas como
multiplos de suas duas grandezas originais. Uma solucdo musical
também caberia aqui, por exemplo, tentando ouvir os intervalos
definidos por cada par de cordas cantando suas composicoes e, as
vezes, mantendo o resultado parcial em um teclado para manter a
afinacao.

E possivel neste caso, confirmar o resultado musicalmente,
as vezes, passo a passo, outras vezes no final da operagdo, com
base na experiéncia musical inicial com intervalos e consonancias.
Pode-se fazer isso quase automaticamente, verificando
subsequentemente o comprimento da corda que corresponde a
altura descoberta. Para realizar tal operagao, é sempre possivel
encontrar a quarta propor¢ao "musical", na medida em que em
cada passo tem-se uma razao de referéncia e o primeiro termo de
uma segunda razao que fornece a nota mais grave sobre a qual o
intervalo de referéncia deve ser transladado.

Tal situagao também fornece um contexto adequado para
questionar como se pode compor intervalos musicais, quando se
sabe apenas os comprimentos das cordas cuja razdo fornece cada
intervalo. Novamente sem régua métrica. Aqui também caberiam
solugdes mistas para encontrar por meio da audi¢do a razdo
provavel, a partir da qual se pode inferir acerca do fator pelo qual é
necessario multiplicar ambos os fatores da segunda razao. Em
todos os casos, pode-se fazer uso de um par proporcional de
cordas, que nao sao iguais, mas que possuem alguma propriedade
que as torna similares de alguma forma ao primeiro par.

Esta percepcdo de similaridade realizavel pela audi¢ao é um
ponto que eventualmente pode evidenciar a diferenciagdo entre
proporcionalidade e igualdade, uma diferenca que desaparece
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quando se enfrentra o problema com uma abordagem puramente
aritmética fazendo uso por exemplo de uma régua métrica. A
vantagem da abordagem musical em comparacdo com a aritmética
consiste no fato de que a primeira fornece a intuicdo, baseada em
uma habilidade perceptiva, de que ambos os pares de magnitudes
nao sao iguais, mas que possuem um atributo comum, que é
musicalmente o intervalo definido por eles, percepgdes estas que
desaparecem em uma abordagem puramente aritmética.

O contexto mencionado possibilita ainda comentarios que
evidenciam a sentido do conceito de razido no sentido classico, tais
como o fato de que tais intervalos ndo sao iguais, mas de que um ¢é
como se fosse o outro, linguagem condizente com aquela presente
nos Elementos de Euclides. A racionalizacdo de tal ideia pode ser
refinada, quando nao apenas as versdes harmonicas, mas também
meloddicas de uma mesma razao sao fornecidas, na medida em que a
consciéncia logaritmica de intervalo musical pode ser traduzida por
meio do conceito de proporcao entre razdes no fato de que as notas
caminham uma mesma distancia, o que também endossa o conceito
de razao no sentido euclidiano diferenciando-o daquele de fracao.

Uma outra questao decorrente consistiria em como proceder
para compor a:b com c:d, quando nao ha inteiro m tal que mc = a.
Quando se lida apenas com grandezas geométricas, tal questdao nao
ocorre, ja que se pode sempre adaptar diretamente uma magnitude a
outra, mas isso ndo ocorreria com numeros inteiros a serem
adaptados um ao outro fazendo uso de multiplos inteiros. Neste caso,
deve-se multiplicar o numerador e o denominador de ambas as
razoes, resultando como fatores c e b, respectivamente, que ao fazer a
composicao original proporcional a (ac: bc).(bc: bd) :: ac: bd, a
conforma ao sentido classico pressuposto para a composicao.
Baseando-se, até certo ponto, em tentativa e erro feita antes com
grandezas geométricas, tenta-se agora fazer algo analogo com o uso
do Multiplo Minimo Comum entre b e c. Neste caso, a composicao
das razoes pode ser realizada com intervalos, isto é, a partir de um
intervalo determinado com uma nota mais grave, pode-se construir o
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intervalo correspondente equivalente - razao proporcional - pelo
ouvido e sentindo o0 mesmo 'crescimento’ de intervalo.

Os comentarios e questdes mencionados acima sobre a
solucao do primeiro problema refletem parcialmente como se pode
fornecer um ambiente adequado para vivenciar o sentido
geométrico-musical de razdes, introduzindo essa abordagem antes
de recorrer a régua métrica.

Tais problemas podem ser repetidos permitindo o uso da
regra métrica e gradualmente razdes matematicas e composigao de
razdes equiparam-se a ndmeros decimais e multiplicacao de
numeros decimais respectivamente, diminuindo assim a énfase na
diferenciacao entre identidade e proporcionalidade.

Assim, possiveis restricbes aos problemas por exemplo nos
instrumentos fornecidos para suas solucdes -- compasso, régua nao
métrica, régua métrica, instrumentos -- tornam-se mais
interessantes, na medida em que induzem a reproduzir a maneira
com que distintas tradi¢des lidaram com razoes ao longo da histdria.
Estas restrigdes proporcionam significados diferentes a razao e
proporcao, podendo-se levar a operar por vezes com a composicao e
outras vezes com multiplicacdo. Tal arranjo enriquecido prova ser
atil ndo apenas para ilustrar a importancia da razao como um meio
de comparagao, mas também e mais importante para fornecer um
contexto para praticar a diferenciacio entre composicio e
multiplicacio, bem como entre proporcionalmente e identidade
dentro de uma situagao pratica significativa.

Aspectos didatico-epistemologicos

Além da diferenca entre composicio e multiplicacdo, ha
outras diferencas no contexto da aritmetizacdo de razdes, que se
tornam transparentes pelo uso do arranjo mencionado
anteriormente, como aquela entre identidade e proporcdo. Em
Euclides, a ideia de igualdade de proporcoes ndo ¢ natural quanto a
dos nimeros ou de grandezas. Tal maneira de estabelecer relagoes
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entre razoes ganha maior significado quando se considera, que no
monocordio, por exemplo, do-sol e la-mi sdo os mesmos intervalos
- neste caso, de quinta - mas que eles nao sao iguais, na medida em
que este ultimo é uma sexta acima do primeiro, ou até mesmo, que
do - sol 'é como' la - mi. Neste caso, a identidade pode ser
abordada na dinamica de ensino/aprendizagem, enfatizando a
distincdo entre identidade e proporcio em contextos
matematicos/musicais, onde tais diferencas se tornam mais claras
quando visiveis e "audiveis".

Os problemas e o contexto mencionado também encorajam a
percepcao de tal diferenga, na medida em que se pode pode ouvir
os intervalos fornecidos por razoes como 9:12 e 12:16 - ambos sdo
intervalos de quarta, isto é, os mesmos intervalos, mas suas
respectivas razdes ndo sdo iguais - que sdo proporcionais, mas que
ndo sao idénticos. Isso elucida, pelo uso da matematica e da
musica, as diferencas e semelhangas entre os dois conceitos, o que
aborda o entendimento das identificagdes de razdo e fracao e de
proporcao e igualdade. Isto abre ainda outras possibilidades para a
exploracdo de tais conceitos em ambos os contextos. Por exemplo,
pode-se encontrar a quarta proporcional e deduzir qual é a nota
associada ou reciprocamente, dado um intervalo, pode-se descobrir
a nota que produzirda o mesmo intervalo dado uma determinado
nota mais grave: ambas as situagdes lidam com magnitudes
proporcionais em  matemdtica e  contextos  musicais
simultaneamente. A consciéncia do procedimento epistemoldgico
subjacente a essa dinamica ndo é um pressuposto ou um fim, o
que é realmente importante é que se vivencie tal situagao e, assim,
se estabeleca uma referéncia com a qual se possa vincular a
compreensao de outras situagdes envolvendo tais conceitos. Da
mesma forma, a experiéncia permitird desapegar-se de conceitos
associados em principio a areas fixas.

O contexto de ensino/aprendizagem mencionado acima, bem
como a longa histéria de razdes e propor¢des mostram que, dentro
do amplo campo semantico associado a tais conceitos, o conceito de
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razao teve um papel importante como veiculo para se comparar
diferentes contextos por meio de proporgoes, isto é, analogias. Neste
sentido, a proposicao de que 3:2 corresponde a um intervalo de
quinta, bem como a de que os intervalos de quartas sdo
proporcionais, significam que esses dois conceitos pertencentes a
campos matematicos e/ou musicais podem ser comparados entre si
por meios da razao de ntimeros e intervalo entre notas por meio de
proporcdes. Nesse sentido, é possivel vivenciar que a proposicao
geométrica/musical A: B :: C: D é semanticamente distinta, mas
estruturalmente similar a proposi¢ao aritmética A/B = C/D, assim
como o0s casos correspondentes em que as razdes nNao Sao
proporcionais e fragdes nao sao iguais.

Reciprocamente, fazendo uso do monocérdio, razoes e
propor¢des podem ser vistas como instrumentos para avaliar o
grau de similaridade entre diferentes contextos. Tal dispositivo
também possibilita a compreensdo da distingdo categorica entre
razao e proporgao - as vezes mal interpretada -, na medida em que
a razao se torna claramente vista como uma comparagao
envolvendo duas magnitudes do mesmo tipo, enquanto que a
propor¢dao ocorre nas situagdes mencionadas como uma
proposicgao logica, a qual se pode atribuir um valor ou como uma
ferramenta para tornar uma proposicao verdadeira. No caso, tal
diferenca pode ser vivenciada por meio da questdo acerca da
plausibilidade da igualdade entre dois intervalos ou da proporg¢ao
entre duas razoes. As diferencas entre estes dois conceitos
matematicos tornam-se melhor demarcadas, quando entendidas
no ambito geométrico-musical, do que quando vistas em contextos
puramente aritméticos.

Conclusoes
A presente abordagem musical amplia a compreensdao de

razdes e propor¢des em matematica, ndo apenas devido a sua
contextualizagdo  histérico-cultural e sua  caracteristica
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interdisciplinar, mas também pelo papel que o pensamento
analégico desempenha neste caso para a construgao dos conceitos
de razdo e propor¢ao matemaéticas. Neste contexto, é razoavel
considerar que o entendimento da ideia de razdo matematica se
amplia na medida em que se vicencia suas diversas interpretagoes.

Ao longo da histéria da matemética e da mdsica tedrica,
razdoes e propor¢des assumiram diferentes significados com
naturezas discretas ou continuas com respeitio a geometria, a
musica e/ou a aritmética. Dentre tais significados, a razdo pode ser
vista como uma ferramenta de comparacio por meio de
proporcoes, um intervalo musical, uma fracdo, um ntimero, um
invariante com relagao a propor¢ao, um fio comum entre contextos
distintos com respeito a proporcdes, ao passo que propor¢oes pode
ser vista como um veiculo para comparar razdes, uma igualdade,
uma relacdo, uma funcado, etc. Os contextos mencionados acima
nao somente fornecem um terreno fértil para a compreensao das
diferencas sutis e semelhancas estruturais subjacentes a
diversidade de interpretagdes associadas a razdes e proporgoes,
como também contribuem para construir e vivenciar de maneira
mais ampla seus significados associados.

A percepcao de esquemas comuns é uma maneira de
construir conceitos que dizem respeito, em principio, a diferentes
areas. Uma analogia ou metafora pode reconfigurar uma situagao
de aprendizagem, possibilitando a compreensao de assuntos que
escapam a intuicdo imediata, ou que possam parecer muito
abstratos, como as interpretacoes associadas a razoes e proporgoes,
bem como a variedade de estruturas historicamente associadas a
elas.
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