O PRODUTO DE MATRIZES
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H4 pouco tempo um aluno, o Bruno, me perguntou o porqué
da multiplicagio de matrizes ser efetuada do modo como é usual.
Este artigo é uma tentativa de responder a esta pergunta.

Vamos ver quando e como o produto matricial foi “criado”
(“descoberto” ?; “inventado” ?). Se alguém, em algum momento
da Histdria, comegou a multiplicar matrizes fazendo o produto das
linhas pelas colunas, esta pessoa deve ter tido um bom motivo para
fazé-lo.

Tradicionalmente ensinamos Matrizes, Determinantes e Siste-
mas Lineares nesta ordem, o que é razoavel do ponto de vista logico,
mas é bom observar que historicamente as coisas nao se passaram
assim. Creio ndo ser exagero dizer que o estudo de Sistemas de
Equacgbes, lineares ou nio, se perde na Histdria e € impossivel esta-
belecer um “inicio” para a teoria. Determinantes foram aparecendo
aqui e acold, inicialmente associados & resolugdo de sistemas (ja na
China antiga!).

Cramer publicou um trabalho em 1750 no qual aparece a regra
que hoje tem seu nome, embora esta regra ja fosse conhecida.

O nome “determinante” foi utilizado pela primeira vez por
Cauchy em 1812, e por essa ocasido determinantes também
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apareciam na Geometria.
As matrizes aparecem mais tarde! Até entdo nao se falava em

. . b
determinante da matriz (Z d)

mas em
az+by=e

cct+dy=f

O conceito de matriz aparece em 1858 num trabalho de Cayley
sobre transformagdes do plano, e a operagio matricial envolvida é
justamente o produto. Cayley considerava transformagoes (linea-
res) do plano IR? em si préprio do tipo

determinante do sistema {

T(z;y) = (az + by; cz + dy)

Se nio quisermos pensar em transformagoes, podemos considerar
mudancgas de varidveis.

. u=az+ by
T: {v:ca:+dy

Suponhamos duas mudangas de varidveis:

T, - u=az + by T, : {r:A’u+Bv

L v=cz+dy e s=Cu+ Dv

Como podemos expressar ©r e s em termosde = e y?
Substituindo as expressoes de T; em T, obtemos:

{r = A(az + by) + B(cz + dy) = (Aa + Bc)z + (Ab + Bd)y
s = C(az + by) + D(cz + dy) = (Ca+ Dc)z + (Cb + Dd)y

Cayley chamou de “matriz de T,” a tabela (‘: 3) e ob-

servou que para obtermos a matriz que fornece r e s em termos
de z e y bastava colocar as matrizes de T e T lado alado e
“multiplicd-las” da maneira como fazemos até hoje:

A B a b\ _ (Aa+Bc Ab+ Bd
C D c d) " \Ce+De Cb+ Dd
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Em linguagem de transformagdes, a matriz da direita é a matriz
da transformacio composta Tp07;. Lembrando que a composicao
de duas fungdes ndao é comutativa, isto €, em geral fog # go f,
vemos como é natural que o produto matricial nio comute.

As operagdes de adigdo matricial e multiplicacdo por escalar
vieram depois!" A segunda metade do século XIX foi um periodo
muito rico para o desenvolvimento da Algebra, e a idéia de se es-
tudarem estruturas algébricas abstratas ganhava forga nessa época.
O préprio Cayley (além de B. Peierce e C. S. Peierce), considerando
estas operagdes e o produto matricial, criou o que hoje chamamos
de “Algebra das Matrizes”, que fornece um dos primeiros exemplos
de estrutura algébrica com uma operagao nao comutativa.

A partir dai a Teoria de Matrizes ndo parou de ganhar im-
portancia dentro e fora da Matemadtica; vejamos duas aplicagoes
simples do produto matricial:

Exemplo 1

Um sistema m X n de equagoes lineares

a1121 + @1222 + -+ G1nZn = by

am1ZT1 + amaZ2 + + + AGmnTn = by,

pode ser escrito, de maneira concisa, como

A-X=18B
onde:
11 ... Q1p Iy b]_
aAmi cee amn Ty bm

Se m = n o sistema serd determinado se, e somente se, A for
inversivel ( <= det A # 0) e sua solugao pode ser obtida como:

X=A"1.B
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Exemplo 2

Imaginemos a seguinte situagdo: uma empresa compra “ma-
téria-prima” (pecas, componentes, etc.) e os utiliza para fabricar
“produtos”. Vamos indicar numa matriz P (Produgdo) a quanti-
dade de matéria-prima utilizada na produgao de cada produto.

P M My, M; My ... M,

P | an a2 a3 ayg ... am

(P): P, | ann a2 a3 az ... Gm
' Py vEw wase - oW oaw www G9m

P, R Joy

Nesta matriz a;; € a quantidade de matéria-prima M; uti-
lizada na produgdo do produto P;.

Vamos representar numa matriz de “custos” C o prego de
cada matéria em condicdes diferentes de compra (prego a vista, a
prazo, para pequenas ou grandes compras, etc.):

M € (71 (72 (73 e (jp

My | bin b2 bia ... by

©): My | ba1 ba2 b3 ... bap
: Mz | ba1 b3z baz ... b3p
Mm “ne cee “oe P bmp

Nesta matriz o elemento b;; € o prego da matéria-prima M;
comprada nas condigoes Cj.

O produto P-C é uma matriz (n X p) formada por elementos
¢i; que representam o custo de se produzir o produto P;, comprando
a matéria-prima nas condi¢des Cj, ja que

m
cij = Zaikbkj = @i bij+ ...+ Gim bmjn
k=1

Para finalizar, duas observagdes: em primeiro lugar, gostaria de
destacar a importancia de se entender o contexto em que as idéias e
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teorias matematicas sao desenvolvidas. Q produto matricial, que a
primeira vista é um tanto artificial, fica natural quando percebemos
qual é seu significado geométrico e qual foi a motivacio de quem
o criou. Acredito que sempre que estudamos ou ensinamos um
determinado tépico, deveriamos ter esta preocupagao em mente.

Em segundo lugar, a Teoria das Matrizes é um 6timo exemplo
de como uma teoria cientifica vai adquirindo importincia e tendo
aplicagbes que transcendem o objetivo inicial com que foi criada.
E muito dificil julgar o valor de uma idéia no momento em que
ela nasce. O tempo é o grande juiz, que decide quais descobertas
cientificas sido, de fato, relevantes.
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A RPM recebeu, desde o langamento da RPM 20, cerca de 10.000 con-
firmagoes de interesse de seus leitores. A estes foi enviada a RPM 21. Os
demais leitores receberam uma carta pedindo que confirmassem o interesse,
para nio terem seu nome retirado do cadastro. Dado o volume de respostas
recebidas, é bem possivel que um ou outro engano tenha sido cometido. As-
sim que um leitor, prejudicado por algum engano, nos escrever, receberd a
RPM 21 e, de antemio, nosso pedido de desculpas.

O que dissemos acima vale também para os Amigos da RPM que em
1992 mandaram a sua contribuigio para o grupo. A eles serd remetido,
em setembro, o Caderno 3 da RPM, contendo cerca de 50 problemas, com
resolugdes, todos enviados por leitores. Se algum AMIGO-92 nao receber
o Caderno 3, por favor, escreva-nos, mencionando, se possivel, o nimero do
cheque, banco, data e se o cheque foi descontado.
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