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1 - Introdugfo

Na fila que consideramos neste estudo as chegadas s3o
governadas por um Processo de Poisson com taxa A, hd um dnico servidor,
e os tempos de servigo tém distribuigido exponencial com parimetro “Lj
que depende do tipo do fregués anterior () e do tipo de fregués atual
(. E feita a suposigio de que imediatamente antes de um cliente
entrar em servico,. seu tipo ¢ escolhido através de uma Cadeia de
Markov, suposta irredutivel, aperiédica e finita, com matriz de
transicio R. Isto ¢é, se o fregqués anterior ¢ do tipo 1, o préxdmo
fregués sera do tipo J com probabilidade rdd,j> =
i,j « E = ¢, 2,., m¥y, m < © . Cada fregqués, apds ter sido atendiLcho,
é instantaneamente readmitido no sistema com probabilidade
p O £ p < 1) ou abandona o sistema com probabilidade q = 1 - p.
Além disso, estamos considerando que o sistema tem a capacidade para
N C_lient.es e o= freggeges.que chegam quando o sistema esti chelo s%o
recusados. A disciplina & definida pelo servigo seguir a ordem de
chegada. No desenvolvimento deste trabalho assumiremos que N € finito.

Na nossa modelagem da fila WMLj/i/N com ‘"feedback" definimos as

seguintes variiveis:

XD = numero de fregueses no sistema no instante t.

2 = tipo do ultimo cliente cujo servigo foi
completado antes ou exatamente no instante t.

T’ m tempo de ocorréncia da n-ésima chegada ao
sistema.

TA Y = tempo de ocorréncia da n-¢ésima partida do
sistema.

T = tempo de ocorréncia do n-ésimo 'feedback" no
sistema.

i

Tn "’ a tempo de ocorréncia da n-ésima entrada

sistema.
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T a tempo de ocorréncia da n-ésima safda do sister
n .
(o) ¢d) «(f)
{ro}={rpo {7}
¢’ a tempo de ocorréncia da n-ésima transigéo exter”

no sistema: -
{Tco)} - {Tca)} U {Tuh}

!

T = tempo de ocorréncia da n-ésima transigio
n sistema:
(a) «d) £
{ro} = {mpo o i)
X = XCT D = numero de clientes no sistema imediatamente 2P
n n a n-ésima transicio.
¢
x(e) m X(CT b = nuimero de clientes no sistema imediatamente &P
n n a n-ésima transi¢fo do tipo &, © m a,d,f,i,o"
‘ a
Z m ZCT D = tipo do dltimo cliente cujo servigo f
n n completado antes de Tn ou exatamente em Tn
. |
z(e) o zq'r(e)) m tipe de dltimo cliente 8u_jo servigo f:
n n completad?e) antes de T ou exatamen
em T > Q = a..d,f,i.,o,o.

2 - Processos de Renovagio Markovianos em  Filas M/M'3/1/N e

"Feedback"

De acordo com a caracterizagfio do sistema e das v.«g;r:lﬁ"’1
envolvidas apresentada na se¢%o anterior, temos que {(xn, zn, Tn)} é v
Processo de Renovagio Markoviano com nidcleo QtD, auJ
4, wd, ¢jJ,z)>-ésimo elemento ¢ dado por:

Q i, wd, {J§, 20, tt D m
Pn+1 & §,2n+1 = z,Tn+t = Th =< t]Xo, X1,.0yXn = {,
20, Z24,..,2Zn = w, To,T1,..,Tn) =
POnet = J,Znet ™ 2, Tnet = Tn S L]Xn = 1,2n = w 2.4

Como estamos considerando que cada chegada corresponde & admiss
de um unico fregués no sistema e que no miximo um fregués pode sair ‘
sistema em qualquer instante de tempo, como uma partida ©OU L
"feedback”, os uUnicos elementos do nucleo diferentes de zero sio:

QCd,wd,(d#1,2),1.), 0<1=N1; w = z ¢ E;
Qd,wd,d,z),L),
Qd,w>,d~1,2>,1),

=<

=N w2z e E;

1 i
1<1i=N w=zekBE.
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Portanto, o nucleo do processo Xn,Zn,Tnd> €& uma- matriz

mN + 1> X mCN + 1> dada por:

.-

Q (o]4 A 0 0 0 0 0
DCLD FdLo GCLD 0 0 o (4}
0 DCtY  FCL)> GCL 0 0 0
QCt) m . . . . . . . . » €2.2

0 0 0 0 ... FCLY GCL> 0
0 0 0 0 .. DCLd FCL)  GCLd
0 0 0 0 0 KLY LCtd

- -

onde 0 é & matriz nula m X m e CCt), DC), FL), GO, K(Ld) e L(Ld) s%o
matrizes m X m definidas por:

CCLY) m ¢4 - e"M)I, sendo I a matriz identidade; 2.3>
DCLDY = [qrvzvvzﬂvz(t>], w, z € E; ' 2.4>
FCLd = [pr v _H <31, w, z € E; €2.5>

w2z WZ VI

GCtd> = Diag | T rvzuvzﬂvz<t> » W e E; €2.6>
z€E :
KCL) = [quzJVZCt)l» w,z € E; €2.7>
L¢t> = Cpr J (421, w,z € E; 2.8
sendov , u , H el ¢t) dados por:
v vz vz vz

v = Pvz ‘ .

vz T;_l:l-—.’ w, z € E} 2.9
\ & 1

! u - A .

‘ vz —TTP_,U——, w, z € Ej; 2.10D

vz

€ E; €2.11)

]

H Ct) = 1 - expl-Cx + p >tl, w,
z vz

W

ngt.) -1 - exp(-pvzt), w, z € E. 2.12>

E importante ressaltar que como N { ®, a Cadeia de Markov imersa

((Xn,Zn)} & irredutivel, aperiédica e recorrente positiva, o que

: garante automaticamente que «xn’zn’Tn» ¢ Iirredutivel e recorrente

i positivo. Analisando as expressd
d WX, Z , T > também & aperiddico.

Ve jamos em seguida os Proce
O ntcleo do processo ((Xn, Zn, Tad» é tal que QCU,wd,(§,z2,t> = 0 para

J = i-1, {1, i#1. Portanto, QCt) pode ser dividido em trés componentes

es para QL,vd,(j,z2,t.) concluimos que

ssos de Renovaglio Markovianos Imersos.
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QA(t.), QF(t,) e QD(L), que governam, respectivament,e,
"feedbacks"” e as partidas. Ent%o,

Qdtd = QA(L) + QF(t) + QD(L),

as chegadas, of

2.13>
onde

QC<Ci, v, (L+1,z),t), 5e j=i+q,
o, ‘

v=z € E,
QA((i.,v),(j,z),t) = {

Caso contririo 3 €2.14)

QF((i-,v>,(j,z),‘b) - { Q((L,V),(L,:),t), Se j = i, v,: e E,
o, Caso contriario; ¢2.15)

Q((i-,v),(i.",z),t), se j = L—’.

» v,z € B,
Qb((i.,v),(j,z),t)- { 0
»

€aso contririo. €2.16>

O teorema a seguir ¢ extensio do Teorema

2 em Hunter (3], Sko
utilizadas as convenc&es usuais para a representacXfq de convolugdes,
() () [£=)
Teorema 2.1 WX 7 2 7LT 7' ¢ um Processo de Renovagcfio  Markoviano
com nidcleo

© (93
ch> - [ L Qg J Q-Qy2»
k=0
onde '
QQ-QF-*Q.D’ Qd -QA+QF" Qf -QA+QD’
Q, = Q,, Q = Q, Q, = q.

Prova: Similar A& prova do Teorema 2 em Hunter (3.

Markoviano {(Xn, Zn, Tn)} ¢ dada por P =
Definido F’A m QA(oo), Pr o QF(oo) e Pn

P = P+ P + p
expressa como A b F

(QCCE,w,¢4,22,001 = Qcad.
= Q. (@ a matriz p pode ser

Esta decomposic;ﬁo Possibilita a
determinacio de expressdes para as matrizes de t.ransic&o das Cadeias de

Markov associadas aos Processos de Renovacio Markovianos imersos

3 - Processox Semi-Markovianos Imersos em Filas< M/M':j/i/n com
"Feedback"
Como zsup'l‘ﬁ = o temos, de acordo com Ginlar [2], que fazendo
X m X | T <= t<rT
n n n+y4
Z) = Z2 T =t<gr R
n n n+d

WXWD,Z20,t =2 0y ¢ o Processo Semi-Markoviano

Processo de Renovagio Markoviano WX, Z, T De modo similar temos
n n n
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com : ‘ :
Xce)(t.) - x(e)) : T(e) <t < T(e)
‘ n n n+1t
e
Z(e>(t.) o z<e>’ T(e) <t < T(e)
n n n+d
que ((x(e)(t),‘ Z(e)(t)),t 2 0 € o Processo Semi-Markoviano mfnimo
associado ao Processo de Renovagio Markoviano |

<cx:9>,z<9),'r:°>>}, o = a,d,fi,o0e.

Sagemos que O processo {(Xn, Zn, Tn)} ¢ irredutivel e recorrente |
positivo e QdU4,w),(},Zz),t.) nfo siZc funcdes escada. Portanto, podemos |
concluir, a partir de (2], que {(XCLD,ZCLID>» tem uma distribuic;:io
estacioniria <p_w}, ,w> € RZ/XE onde £ = <(0,1,..N, que também & af
distribuigio limite. Também & possivel concluir que (X ¢tz ¢35y
tem distribuicio lUmite <pff>>, vy e 2°9%E, onde 2% ¢ o
sub-espago irredutivel para o Processo de Renovacfio Markoviano |
{cx’(‘e)' z;m’ T:\e»

De acordo com Cinlar [2] podemos escrever:

Y e sua respectiva Cadeia de Markov, & = a,d,f,i,0,e |

ni.v ni.v
p, = , i € 8, wekE; 3.1>
L ¥ nn
. je® zeE *
onde {"i.v} é¢ a distribuigcfo estacioniria da Cadeia de Markov :lmers:a

((Xn, Zn>} e, ¢ o tempo médio de permanéncia no estado d,wd.

iz

Analogamente,
ed_d<od
o) nv'.v iw ced
pzv - (e) (e) » i € g » w € E’ O m a,d,f,i,O,e; (3.2)
L L m. "n.
jeq ze€E
e

onde <(n "> & a distribuicio estacioniria da Cadeia de Markov

LV
{(xCe), z:e))} e n,fSD ¢ o tempo médio de permanéncia no estado 4,wd

n
no Processo de Renovagio Markoviano ((X:e>, z:e>’ T:e))}.

A distribuicio estacioniria n = {rz,w}, i1 € 8 w € E, pode ser

calculada por meio de métodos numéricos a partir das equa¢des <2.37) a
c2.42) de Werkema [6], enquanto nce) - {nfs)}, i € 2(93’ ¥ e E,
o = a,d(f,io,e, pode ser obtida a partir de n através da aplicacfo dog
resultados do Teorema 2.7 apresentado em [6]. Portanto, para que as

equagdes (31> e (3.2) possam ser utilizadas ¢ necessirio que  sejam

ced
estabelecidas expressdes para nw e n.w .

Utilizando a igualdade
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n.= L L 4. t Qw2 dtd
Y zer jeR -

e as equagdes (2-4) a (2-8) obtemos as expressdes para LI

3
oy ™ X-,weE; . 3.3
r .
bl
ntv-ng—x—:z-;—-,isisN-i;weE; 34
wZ
T
M = L , w e E. (352

z€E Hyz

Estabeleceremos a seguir as express&es para n.CGD.
v

Teorema 3.1 Se N < o, n* = Ml S, . (n“.’ntz,...,ncm

ced? X . e’ e

para i L) 0,1,...,N, n - (770 » nfe),..., Ny ) :
e’ ced e Q=D ard
n; = (T)..L1 » M, 2o Mo > para { = 0,1,..., N entdo, P :

o= a,d,fr,i,0,e, 6)j
' - cod 3. 3
Cl Pe)T) = n, (
onde
Pa. - PF + PD’ Pd = PA + PF, Pf - PA + PD’ P_L = PD' po - PA’ Pr - PF .
Prova: A prova ¢ simples e pode ser encontrada em Werkema [6]. p
Através da aplicagio do Teorema 31 a cada um dos Proc¢355° |
5
Semi-Markovianos imersos s%0 obtidos o 1inear?

sistemas de equagde

cujas solugdes fornecem os valores de n(e)) © m ad,f,0,,e
i Lot otk At S8 A

O leitor deve observar que j& possuimos agora todos oOFf elemel
necessdrios a utilizacio das equagdes (31> o <3 2> para o calculo
distribui¢des estaciondrias dos Processos Semi-Markovianos

Lof
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