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Na :fila que consideramos nest.e est.udo as chegadas s~o 

governadas por um Processo de , Poisson com t.axa A, ha um trrii co servidor, 

e os t.empos de servic;o t.em dist.ribuic;ao e:xponencial com p ar-arne t.r-o µ. . 
\. J 

que depende do t.Ipo do :fregues ant.erior (i.) e do t.ipo de :f'regues at.ual 

(j). E :f'eita a suposic;~o de que imediat.ament.e ant.es de um client.e 

ent.rar em servic;o, seu t.ipo e escolhido at.raves de uma Cadeia de 

Markov, supost.a irredut.i vel, aperi6dica e :f'ini t,a, com mat.riz de 

t.r-anestc ao R. Ist.o e, se o :fregues ant.erior e do t.ipo i, o pr6ximo 

:f'regues sera do 

i,j e E • {1, 2, ... , m}, 

e inst.ant.anearnent.e 

t.ipo j com probabilidade 

m < co . Cada f'regues, ap6s t.e r- 

readmi t.ido no sist.ema com 

p (0 ~ p < 1) ou abandona o sist.ema com probabilidade 

r<i,j) • r .. , 
\.J 

sida atendida , 
probabilidade 

q • 1 - p. 

Alem disso, est.amos considerando que ·o sist.ema t.em a capacidade para 

N client.es e os f'regueses. que chegam quando o sist.ema est.a cheio ~o 

recusados. A disciplina e de:finida pelo servic;o seguir a ordem de 

chegada. No desenvolviment.o dest.e t.rabalho assumiremos que N e :f'init.o. 
Na nossa modelagem da :fila M/Mi.j/1/N com ":feedback" de:f'inimos as 

seguint.es variaveis: 

X<t.) • numero de f'regueses na sist.ema no inst.ant.e t.. 

Z<t.) - t.i po do ul t.imo c 1 ient.e cujo servi-<;:a :foi 
complet.ado ant.es ou exat.ament.e na inst.ant.e t.. 

T~ a.> • t.empo de ocorrencia da n-esima chegada ao 
sist.ema. 

T~ d > - t.empo de ocorrencia da n-esima part.ida da 
s:ist.ema. 

T~ f > - t.empo de ocorrencia do n-esimo ":f eedback" no 
s:ist.ema. 

T~ L > 1:11 t.empo de ocorrencia da n-esima ent.rada 
sist.ema. 

{r ~i.>} = {r~o.>} u {r~n} 
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a t.empo de o c or-r-errc La da n-esima saida do sistelll 

{r~0>} a {r~d>} u {r~f>}· 
a t.empo de o c or-r-eric ia da n-esima t.ransic;:~o extern 

no sist.ema: - 

{r~Q)} • {r~ci>} u {r~d>} 
T - n 

t.empo de ooor-r-errc ia da n-esi ma 
si st.ema: 

{r0} • {r~ci>} u {r;"} u {r~r>} . 
I t.ransic;:~o 

X• X<T) 
n n • mrme'r-o de cl ient.es no sist.ema imediat.ament.e 8P~ 

a n-esima t.rans:ic;:~o. 

z - n 
Z<T) 

n 

a 

- numer-o de cl ient.es no sist.ema imediat.ament.e apb 
..(_ i i . ,, a n-~s ma t.rans c;:~o do t.ipo a, a• a,d,r,~,0• 

- 
- 

t.ipo do ult.imo client.e cujo servic;:o 
complet.ado ant.es de Tn ou exa-t.ament.e em Tn · 

fol t.i po do ult..!mo client.e guJo servit;:o V 
complet.ado

8 
ant.es de T< > ou exat.amen 

( ) 
em T , a • ci,d, r, i., o,o. 

2 - Processos de 

"Feedback" 

Renovac;:~o Markovianos em Filas 

De acordo com a ca.ract.erizac;:!io do sist.ema e das variavel 

envolvidas apresent.ada na sec;:~o ant.erior, t.emos que {CX , z , T )} e ii 
n n n cuJ Processo de Renovac;:!io M.arkoviano com nucleo Q(t.), 

«i, w), <J,z))-esimo element..o e dado por: 
Q «i, w), <J, z), t. ) • 

P<Xn-ti a j,Zn-ti • z,Tn-t1 - Tn =:; t.. j Xo , X1, ... ,Xn • i, 

Zo, Z1, ... ,Zn • w, To,T.1, ... ,Tn> • 

P<Xn-H • J,Zn-ti • z,Tn-tt - Tn ~ t. I Xn • i,Zn • w) 
Como est.amos considerando que cada chegada corresponde 

de um unfco f'regues no sist.ema e que no maximo um f'regu~s pode 
sist.ema em qualquer inst.ant.e de t.empo, como uma part.ida 
"f'eedback", 

oU 

os unicos element-os do nucleo dif erent,es de zero s~o: 
Q< Ci, w), (i +1,z), t), 0 :$ i :$ N-1; W 111 z € E; 
Q«i, w),(i,z), t.), 1 :$ i :$ N· w,z € E· , 

' Q<<i, w) ,<i-1,z), t.), 1 :$ i < N; w,z € E 
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Port.ant.o, 0 nucleo do processo «Xn,Zn, Tn)) e urna - mat.riz 

m<N + 1) X m<N + 1) dada por: 

0 C(t.) 0 0 0 0 0 
D<t.) F<t.) G(t.) 0 0 0 0 
0 D<t.) F<t.) G(t.) 0 0 0 

Q(t.) - ' 
0 0 0 0 F(t.) G<t.> 0 
0 0 0 0 D(t.) F<t.> G(t.) 
0 0 0 0 0 K<t.) L(t.) 

onde O e a mat.riz nula m X m e C(t.), D(t.), F<t.>, G(t.), K(t.) e L<t.) 

mat.rizes m X m de:finidas por: 
->-.t C(t.) • <1 - e )I, sendo I a mat.riz ident.idade; 

D(t.) • Cqr v H (t.)], w, :i: e E; 
v::i: v::i: vz: 

F(t.) • Cpr v H <t.)l, w, :i: E E; 
v::i: v::i: v::i: 

GCt.) • Diag [ E z- u H <t.>], - w E E; 
::i:EE v::i: v::i: v::i: 

K(t.) - [qr v::i:Jv::i: (t.)], w' z: E E; 

L(t.) - Cpr J (t.)], w' z: E E; 
v::i: \1% 

sendo v v::i:, u v::i:' H (t.) e J.,..::i: (t.) dados por: 
\I :i: 

v - µ\1% E E; vz , w, :i: 

"A.+ µv::i: 

u - ;\. E; v::i: ' 
w, :i: E 

"A. + µ\1% 

H (t.) • i - exp[-(>-. + µ )t.l, w, :i: E E; 
V% \1% 

J (t.) • 1 - exp<-µ t.), w, z E E. 
V% V% 

(2.3) 

E import.ant.e ressalt.ar que como N < co, 

«x ,z )} e irredut.i vel, aperiodica e 
n n 

Qarant.e aut.omat.icament.e que «X ,Z ,T )) 
n n n 

a Cadeia de Markov imersa 

recorrent.e posit.iva, o que 
e irredut.i vel e recorrent.o 

posit.ivo. Analisando as express6es para Q«i,v),(J,::i:),t.) concluimos que 

<<X , Z , T )} t.ambem e aperiodico. 
n n n 

Vejarnos em seguida os Processos de Renovar;:~o Markovianos Imersos. 1 

0 micleo do processo «Xn, Zn, Tn)} e t.al que Q«i,w),(J,z),t.) • 0 para 

J ~ i-1, i, i+1. Portanto, Q(t) pode ser dividido em tres · component.es 
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QA (t.), QF (t.) e Q0 (t.), que governarn, respect.ivament.e, as: chegadas, os 
"t'eedbacks" e as par't..idas. En't..~a, 

Q(t.) • Q (t.) + Q (t.) + Q (t.), (2.13) A F D 

onde 

{ 

Q((i.,v), Ci.+1_,z),t.), s:e j=i.+1, v=z e E. 
Q ((i., v),< j, z), t.) - 0 t. i ) 
A , caso con rar o; <2.14 

Q «i., v), < L :z: ) , t.) • F 

~((i.,v),(j,z),t.) • 

{ Q((i. ,v),<l,z),t.), se j = i. , v,z e E, 
0, caso cont.r-ario; (2 .15) 

{ Q((i. ,v),(i.-1 ,:z:),t.), se j = l - 1, v, :z: e E. o, caso cont.rar i o . <2 .16) 

o t.eorema a seguir e ext.ens~o do Teorema 2 em Hunt.e:r C3l. S!o 
ut.illzadas as: convenc:;:6es: usuais para ~ repres:ent.ac;:~o de convol~6es:. 

(8) (8) (8) 1 

Teorema 2.1 «X , Z ,T )} t:: um Processo de Renovac;:~
0 

Markoviano n n ·n 
com nucleo 

onde 

a [ 

Qa. • QF + Q~, Qd • QA + QF, Q t • QA + QD, 

Qo • QA, Qi. • QD, Q• -• QF. 
Prova: Simi.lar a prova do Teorema 2 em Hunt.er [3]. 

As cadeias de Markov imersas saa o nosso pl"oximo passo. A mat.ri:Z: 
de t.ransic:;:~o da Cadeia de 

T )} 
n 

Markoviano «X , Z , 
n n 

Def"inido P • Q (co), 
A A 

expressa como P • 

det.erminac;:~o de 

a) 

E 
Jc=o 

p 
F 

p + p 
A D 

express6es para 

"Feedback" 

<<X(t.),Z(t.)),t. ~ 0} e 
Processo de Reriov.ac ao 

r:11 QF(co) e 

+ p 
F 

as matrizes 

Markov associadas aos Processos de Renovac:;:~o Markovianos: imersos 
apresent.ados ant.eriormente. Aos int.eressados re.Cerimos C6l p. 16--29. 

3 Processos Semi-Mark.ovianos Imersos em Fi.Ia5: M/Mi. j/1/N com 

de t.ransic:;:ao das Cadeias de 

Como s:upT • eo t.emos, de acol'do com c;inlar [2], que :fazendo n 
xo» • X 

n 

Z<t) • Z 
n 

Markov 

, 
, 

dada 
associada ao Processo de· Renovac;:!o 

por- P • CQ«i,w),<j,z),oo)l • Q(oo). 

a Q O <co) a mat.riz P pode ser 
p 
D 

Est.a decomposic; ao 

T ~t.<T 
n n+1 

T :5t.<T , 
n n+1 

possibUit.a a 

o Process:o Semi-Markoviano minimo associado ao 

Markoviano «X , Z , T )}. De modo similar t.emos n n n 
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x<e>ct.) • xce> T<e) < t. < T<e> n , n n-t 1 

z<e><t.> a z<e> T<e) !: t. < T(e) n , n n-t 1 

«x< e, Ct.), . z ( 8> (t.)),t. ~ 0} e a Proces:s:a Semi-Markoviano minimo 
que 

associado ao Processo 
«x<0>,z<e>,T<e>», e • a,d,:f,i,o,e. 

n n n 
Sabemos: que o processo «X , Z , T )} e irr-edut.i vel e recor-r-ent.e n n n 

posit.ivo e Q«i,w>,<J,z),t.) Mo s~o :f~6es escada. Por-t.ant.o, podemas 

de Renova,;~o 

concluir-, a part.ir de [2], que «X<t.),Z(t.))} t.em uma dist.r-ibuic;:~o 

(i.,v} E .(?.XE onde 2 • (0,1, ... ,N>, que t.ambem e a 
Tambem e possi vel concluir que «x<e) (t.),z<e) <t.>)> 

t.em dist.ribuic;:ao llmit,e <p~~>>, (i.,v) E 2 <e>XE, onde 2 < e,XE e 
0 

est.acionar-ia 

dist.ribuic;:~o 

<p. >, 
I.V 

limit.e. 

sub-espac;:o Ir-r-edut.I vel para o Process:o 
«X< 8>, z < e,, T < e,)} e sua res:pect.iva Cadeia 

n n n 
De acordo com <;:inlar [2] podemos escrever: 

n. 
I.V , i E 
E 

onde 

«x , 
n 

n. n. 
J:Z J:Z 

<n. > e 
I.V 

Z )} e Y} 8 0 t.empo medio de permanencia n Lv 
Analogament.e, 

est.acionaria da 

de Renovac;:~o 

de Markov, e 

.(?., w E E; 

Markoviano 

• a,d,:f ,l,o,e 

(3.1) 

Cadeia de Markov imer-sa 
no est.ado <i,w). 

<e) <e> n. r,. 
I.V I.V 

<e) <e) 
E E nJz nJ.% 
ja! :r:EE 

<e> , i e 2 , w e E, e • a,d,:f ,i,o,e; (3.2) 

<e> onde <n. > a a dist.ribuic;~o 
I.V ) ( ) 

X(e) z(e )} e r, 8 e o t.empo medio de permanen_cia na est.ado <i,w) (( n ' n i.v 

na Process:o de Reriov ac ao M.arkoviano «x~0>, z~e>, T~e))>. 
A dist.ribuic;:~o est.acionaria n • <n. >, i E j!, w E E, pode ser 

lV 

calculada por meio de met.odos numericos a part.ir das equac;:oos <2.37) a 

(2.42) de Werkema [61, enquant.o n <e) • <n~~'>, i e 2 <e>, w E E, 

8 • a,d,:f,i,o,e, pode s:er obt.ida a part.ir de n at.z-aves: da apllcac;:!i.o dos: 

es:t.acionaz-ia da Cadeia de 

result.ados do Teorema 2.7 apres:ent.ado em C6l. Pol't.ant.o, para que 

equ.ac;:6es (3.1) e (3.2) poss:am ser ut.illzadas: e necess:ario que 
<e> est.abelecidas express:6es: para n i. v e r, i. v . 

Ut.illzando a igualdade 

M.ax-koviano 

Max-kov 
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jE,S! 

t. Q«i,w),(j,z), dt.) 

e as equa9oes (2-4) a (2-8) obtemos as expressoes para nlv 
1 

n • ~, W E E; ''ov ,... 

E r 
17lv - v:z 1 ~ i ~ N - 1; w E E; :zEE A + µ v:z 

, 

E r 
T)Nv 

II v z w e E. , 
:zEE µv:z 

a seguir as express6es <e) Est.abeleceremos para nlv 

Teorema 3 .1 Se N < co, 

para 

<e)' n. a 
\. 

i - 
( (0) 
n l 1 ' 

0,1, ... ,N, 

n· • <n~,n;, ... ,r,~), nt • 
(8)' <0)' <0)• n • <n , n , .. ·, 0 1 

A 

(3.3) 

(3.4) 

,s.5> 

e 

e • a,d,!',i ,o,e, 

par-a i - 0,1, ... , 

r,. ) 
(n ·r,. , ... , 1,111 
,, l 1' \. 2 

(0>' r, ) 
N 

N ent.io, 

onde 

P • P + P P • P + P , P r • P + P , P. = P , P • P , P r • P F • a. F D' d A F A D \. D o A 
Prova: A prova e simples e pode ser encorrt.r-ada em Wex-kema (6]. 

At.x-aves da aplica9~0 do Teoz-ema 3.1 a cada um dos 

pars. 

(S,6) 

Semi-Maz-kovianos imex-sos slo obtidos: s:is:t.emas de equac;:6eS 
(8) 

cujas soluc;:6es !"ox-necem os valoz-es de nl , 0 • a,d,!",o,i,e. nt.o6 

o leit.or deve obs:ervar que ja pos:sui mos: agora t.odos as elerne dP 
o caJctJlO necessarios: a ut.iliza9!i.o das equac;:6es (3.1) e <3.2) para 

dist.z-ibuic;:6es est.acionax-ias dos: Pz-ocessos Semi-M.ar-kovianos. 
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