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Estas notas foram escritas pelo professor Wagner Vieira Leite Nunes com a colaboracdo de
varios professores e alunos do ICMSC-USP . O objetivo € introduzir o software MAPLE V
aos alunos de graduagdo. Ele pode ser de grande utilidade na motivacao, compreensio e expe-
rimentagao de diversos topicos da Matemdtica. Informacdes adicionais podem ser encontradas
em First Leaves: A Tutorial Introduction to Maple V, de B. W. Char e outros, Springer-Verlag.

outubro de 1996
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1. Introducao

MAPLE V é um programa que apresenta um conjunto de fungoes e pacotes voltados a
programagcao que envolve a Matematica e suas aplicagoes.

Podemos utilizar o MAPLE V para:

Fazer operagoes usuais com nimeros ou simbolos.
Expandir e/ou fatorar expressdes.

Encontrar zeros de fungdes.

Calcular limites.

Derivar fun¢oes de uma ou varias variaveis.

Encontrar primitivas ou integrais indefinidas de funcées.
Calcular integrais definidas.

Encontrar soma séries numéricas.

Encontrar séries de Taylor ou Fourier de fungoes.

10. Fazer operagbes com matrizes.

11. Encontrar autovalores e autovetores de matrizes.

12. Calcular integrais duplas ou triplas.

13. Resolver equagdes diferenciais ordinarias.

14. Plotar graficos de fungdes em duas ou trés dimensdes.
15. Plotar graficos de fungdes dadas por suas equagdes paramétricas ou implicitas.
16. outros.

PCPND W

Além dessas tarefas o MAPLE V pode ser utilizado em muitas outras situagdes e /ou con-
textos como por exemplo:

1. Criar programas especificos para nossos proprios fins.
2. Desenvolver programas que combinam texto, animagdes e sons.
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Para iniciar o MAPLE V entre no Windows, clique duas vezes no GRUPO MAPLE Ve
a seguir clique duas vezes no icone MAPLE V. Para sair do MAPLE V clique no file e em
seguida clique no exit.

Para, por exemplo, executar a
operagdo 2 + 3 digitamos
243

e teremos a janela ao lado:

;@' % 2 i v 7 BARE:
:

Em seguida teclamos < Enter > : R ] :
e surgira o resultado da operagao,

como vemos na janela ao lado:

Observacao. .
Ndio esqueca do ponto e virgula ( ;) no final da sentenga. Sem ele a operagdo e/ou rotina NAO

serd executada.

2. Help

Existem dois modos de se obter fead
. § Eile Edlt Fo;mat Yiew Qptions NN —

ajuda. Um deles é clicar no i iRy Browser..
4 B : d Search...
HELP e em seguida escolher en- : Beaes Het™ Sy

General Mapie Help Ctri+F1
About Mapie V...

tre as opcoes Browser, Key-
word Search, Interface Help,
General Maple Help, como
podemos ver na janela ao lado:




O outro modo € digitar 7nome
e em seguida tecle < Enter >,
onde nome é o nome do coman-
do que voce quer saber todas as
informagoes, inclusive com exem-
plos. Por exemplo, se digitarmos
?limit e teclarmos < FEnter >
aparecera a janela:

Se digitarmos ?n e teclarmos

< Enter > aparecera uma
relagio de todos os comandos ou
fungdes que comecam com a letra
n, isto é a janela ao lado:

Para obter informagoes sobre os
parametros do comando digite
??nome e tecle < Enter >.
No exemplo acima se digitarmos
?7limit e teclarmos < Enter > e
obteremos a janela ao lado:

MAPLE V

FEle Edi

:i}"‘“!l

- Magle'V Release 3 - Unttled)
Yiew Qptions = Help

R

Fu[mul
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Mapie-V Rolease 3 - [Untitied)

- I
e i '

Para obter exemplos que usam
o comando digite ???nome e
tecle < Enter >. Se digitarmos
?77limit e teclarmos < Enter >
obteremos a janela ao lado:

1ERe

?nome  nos d& todas as informagdes sobre o comando nome, com exemplos.
) P

??7nome nos da informacdes sobre o comando nome.

???nome nos da exemplos que usam o comando nome.

3. Tabela dos Simbolos

+ adigao.

— subtragao.

x  multiplicagao.
/ divisdo.

A exponenciagao.

4. Operagoes Aritméticas

4.1. Calculos Aritméticos.

Com o Maple V podemos fazer operacoes usuais com nimeros como numa calculadora
qualquer, como mostram os exemplos a seguir:
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Exemplos.
Operagao Digitagao e Resposta
1. Soma e/ou subtragdo nimeros > 2.5+ 3.458 — 4.21; < Enter >
1.748
2. Divisdo e Potenciagdo > 2.4/8.9% < Enter >
.03029920465
8. Multiplicagdo > 2.23 % 3.45 * 4.54; < Enter >
34.928490
4. Ezpressoes com parénteses > (3.1 4+2.4)% + 2 (45.3 — 34.87)%; < Enter >
, ' 383.9448
Observagao.

Para evitar erros na digitagdo de formulas e/ou comandos, sugere-se que tudo que for aberto
deva ser fechado e depois usa-se o retrocesso, <+ Backspace >, para escrevermos o que deve
ficar entre o que foi aberto e o que foi fechado. Por ezemplo:

Quefemos digitar Digita-se
(a+b) () <« Backspace > a-+b
[a+ (b+ )] [] <¢ Backspace > () < Backspace > b+c

Exercicios. Calcular:

a)6.3 +4.23.4 b)3.45%°+3 () (2 45.34/23.5)2%/234  {)(3.45 + 4.22 — 5.2)/(5.1  8.56)
4.2. Resultado Exato ou Aproximado.

Uma calculadora faz os seus calculos com uma certa aproximagio, digamos de 10 casas de-

cimais. Com o Maple V podemos obter, frequentemente, resultados ezatos, como mostram os
exemplos abaixo:

Exemplos.
1. Resultado ezato de 2'°° > 2*100; < Enter >
12675060022822940149603205376
2. Valor aprozimado > 2.0"100; < Enter >
.126750600 103!
8. Resultado em termos de fragées > 1[/3 + 2/T,; < Enter >
13
21
4. Valor numérico aprozimado > 1.0/3+2/7; < Enter >
6190476190
5. Valor aprozimado com 8 digitos > evalf(1/3 +2/7, 3); < Enter >
.619
6. Valor aprozimado com 7 digitos > evalf(1/3 +2/7,7); < Enter >
6190476
4.3. Célculo com Precisao Desejada.
Digits:= n nos da um valor aproximado com n digitos.

evalf( ezpr, n) nos dé o valor da expressdo expr com n digitos.
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Exemplos.
1. Valor de m com 25 digitos > evalf(Pr,25); < Enter >
3.141592653589793238462643
2. n% com § digitos > eval f(Pi"2,5); < Enter >
9.8697
3. sin(§) com 7 digitos > eval f(sin(Pi/8),7); < Enter >
( argumento dado em radianos) .3826833
4. Valor aprozimado de log,(256) > evalf(log[2](2697)); < Enter >
11.39713981
Exercicios.
Calcular a valor aprozimado das expressées abairo com 20 digitos:
a) V2 b)e c)3/8 +6/5+7/9 d)m + €
Observagao.

1. O nimero de digitos também pode ser fizado usando-se o comando Digits. Suponhamos
que queiramos fizar 3 (trés) digitos. Neste caso agimos como no exemplo abaizo:

> Digits:=3; e < Enter >
Digits := 3

> 1.0/3+2/7; e < Enter >
.619

- 2. O ponto decimal faz com que o Maple V dé o resultado numérico aprozimado da ezxpressdo
que estamos computando. Por exemplo:

> 452/62; e < Enter >
226

> 452?}62 e < Enter >
7.290322582

> 1. +452/62; e < Enter >
8.290322582

Exercicios. Calcular o valor aprozimado de cada um dos nimeros abaizo, com duas, cinco e
doze casas decimais:

51 1
el b)Y V2 -
“69 e )3
4.4. Nimeros Complexos.

z
7

5 1
d S+
)6+9

Podemos operar com nimeros complexos no Maple V usando a unidade imaginaria I que é

igual a /~1.

Exemplos.
1. Para calcular /—4 digitamos > sqrt(—4); < Enter >
e obtemos 21
2. Para 4—2'*;—3}1- digitamos > (4+43x1)/(2-1); < Enter >
e obtemos 1421

8. Para (34 + 51)(—5.4 + 3I) digitamos > (34+5*I)*(-54+3% 1) < Enter >
e obtemos —198.6 +75.01
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4. Um valor aprozimado de €**% digita-se > exp(2.0+9x I); < Enter >

e obleremos

Observagao.
A seguir temos algumas fungies compleras:

—6.732392619 + 3.0451666071

z+y *1 nimero complezo  + i y.

Re(z) parte real do nimero complezo z (Re(z)).

Im(z) parte imagindria do nimero complezo z (Im(z)).
abs(z) mddulo do nimero complezo z (|z|).

argument(z) argumento 6 do nimero complezo z (6 = arg(z)).
conjugate(z) conjugado do nimero complezo z (Z).

evalc(polar(r, )) passa um nimero complezo da forma polar para a forma

convert(z, polar)

usual (z = re*).
converte um nimero complezo na forma usual para a

polar (r,8) (onde r = |z| e 8 = arg(z)).

sin(x), cos(x), tan(x)
sec(x), csc(x), cot(x)

5. Funcgoes e Constantes Importantes

5.1. Funcgoes.
exp(x) exponencial (e%).
In(x) ou log(x) logaritmo natural ( In(z)).
log10(x) logaritmo na base 10 (log;o(z)).
log[b](x) logaritmo na base b (log,(z)).
sqrt(x) raiz quadrada de x ( /).
abs(x) valor absoluto de x ( |z}).
evalf(ezpr, n) dé o valor da expressdo ezpr com n digitos de precisio.
max(zy, T2, -+, Tn) maximo de z;, z3,- - , Tp.
min(zy, T2, "+ , Tn) minimo de z,;, z2," - , Zn.
round(x) inteiro mais préximo de x.
frac(x) parte fraciondria de x.

seno, cosseno, tangente de x ( X em radianos) .
secante, cossecante e cotangente de x ( x em radianos).

arcsin(x), arccos(x), arctan(x) arcos seno, cosseno e tangente de x.

arcsec(x), arcesc(x), arccot(x) arcos secante, cossecante e cotangente de x.
sinh(x), cosh(x), tanh(x) seno, cosseno e tangente hiperbdlicas de x.
sech(x), csch(x), coth(x) secante, cossecante e cotangente hiperbdlicas de x.

arcsinh(x), arccosh(x), arctanh(x) arcos seno, cosseno e tangente hiperbélicas de x.
arcsech(x), arccsch(x), arccoth(x) arcos secante, cossecante, cotangente hiperbdélicas de x.

n!

binomial(n,m)

n fatorial (n!).

coeficiente binomial (( ::z ))

Observacao.
As fungées no Maple V comegcam com letra miniscula. Os argumentos de todas estas
fungées ficam entre parénteses.
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5.2. Constantes Importantes.

Pi .
E numero de Euler.
I unidade imaginaria /—1.
infinity oo
Exemplos.
1. 2|sin(—=7%)| € simplificada automaticamente > 2 x abs(sin(—Pi/2)); < Enter >
2
2. V4 > sqrt(4); < Enter >
2
3. 20! > 20!; < Enter >
2432902008176640000

6. Ferramentas do Cdélculo

6.1. Utilizando Resultados Anteriores.

Durante os cdlculos que estamos fazendo, frequentemente precisamos fazer uso de resultados
obtidos anteriormente. No Maple V o comando ” utiliza o ultimo resultado obtido.

? o ultimo resultado obtido.

penultimo resultado obtido.
” ante-penultimo resultado obtido.

Exemplos.

1. Este € o dltimo resultado > 77% < Enter >
5029

2. Somando 1 ao ultimo resultado > "4 1; < Enter >
5030

3. Utilizando os dois dltimos resultados > 3 %7 4 ""24; < Enter >
35188619

4. Somando os dois ultimos resultados > "+; < Enter >
35194549

6.2. Definindo Variaveis.

Em muitas situagoes é conveniente definirmos variaveis que podem tornar nossos cdlculos
mais simples. Por exemplo em calculos muito extensos podemos dar nomes a resultados inter-
mediarios. Isto pode ser feito introduzindo varidveis, como nos seguintes exemplos:
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Exemplos.

1. Para fazer a varidvel z receber o valor 5 digitamos > z :=5; < Enter >
e obtemos z:=5
2. Logo a operagio > z?;
nos dd 25
3. Atribuindo um novo valor para z > =744

~ obtendo-se z:=11
4. Atribuindo a pt o valor de © com 10 digitos. > pi:= evalf(P1,10); < Enter >

7 := 3.141592654
5. Valor de m* com o mesmo nimero de digitos. > pi'2; < Enter >
nos dd 9.869604404
6. A 2.% lei de Newton > F:=m=xaq; < Enter >
F:=ma
7. Atribua 3000 a massa > m := 3000; < Enter >
obtendo m := 3000
8. Atribua 9.8 a aceleragdo > a:=9.8; < Enter >
que nos dd a:=9.8
9. Calculando o valor da forga > F; < Enter >
obtemos 29400.0
var:= valor atribui valor a var.
unassign(’ var ’) remove o valor atribuido a var.
Observagao.

As letras E e I ndo podem ser usadas para definir novas varidveis pois elas jd representam
nimeros pré-definidos.

6.3. Definindo Fungoes.

Podemos definir fun¢des com o MapleV, utilizando os comandos:

nome da fungao := var— > expr define uma fung¢do da varidvel var
segundo a expressdo expr.
nome da fungédo := (vary,-- - ,var,)— > ezp define uma fungdo de n varidveis
" wvary,--- ,var, segundo a expressio exrpr.
Exemplos. ,
1. Para definir f(z) = z* usamos > fi=2—>2"2; < Enter >
obtendo-se fi=z - z?

2. Para g(z,y,z) = z? + ysen(z)cos(z)
> g:=(z,y,2)— > z"2 + y * sin(z) * cos(z); < Enter >

obtendo-se g = (z,y,2) = z? + ysin(z) cos(z)
3. Se quizermos saber o valor de f(1) > f(1); < Enter >

obtendo-se 1

4. Para g(m/2,2,—m/4) > g(Pi/2,2,—Pi/4); < Enter >

obtendo-se i+ V2
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5. Podemos fazer a composta f(sen(z)) > f(sin(z)); < Enter >

obtendo-se sin(z)?

6. ou g(\/z,tan(z),1/(1 + z?%)) > g(sqrt(z),tan(z),1/(1 + z"2)); < Enter >
obtendo-se z + tan(z)sin(y/z) cos(ﬁ)

7. Podemos definir F = M X a > F:=(M,a)— > M xa; < Enter >
obtendo-se F:=(M,a) > M=*a

8. A forca correspondente a uma
massa de 10K g e aceleragio de 20m/s?

¢ obtida fazendo-se > F(10,20); < Enter >

e obtemos 200

9. Como trabalho, T, € igual a F x d

temos > T :=(F,d)— > F xd; < Enter >
e obtemos T:=(F,d)y—>Fd

10. Para o trabalho realizado pela forca
de um corpo de massa 10kg e aceleragio

20m/s? para se deslocar 30m tem-se > T(F(10,20),30); < Enter >
obtendo-se 6000
Exercicios.

1. Definir as seguintes fungdes :
&) f(z) = z cos(z)/ arctan(z) 8)g(z,y) = 1/(z* + ) cos(ey) <) h(z,9,2¢) = Pyat + syt

2. Encontrar o valor das fungdes acima nos seguintes valores, respectivamente:

a) f(1), f(r) 5) 9(0,0), ¢(1,0) ¢)h(1,1,1,1), h(v2,2,-1,4)
3. Encontrar as sequintes compostas:
a) f(sen(z) cos(z?)), f(f(=)) b) g(tan(zy), z cos(y)) , 9(f(z), f(=)?)

¢) h(z,2*, zyz, 2 /%), h(f(z), 9(z,y), h(z,y, 2,1, ), 2Y)

7. Operando com Expressoes Algébricas

Podemos escrever expressoes algébricas de diferentes modos. Por exemplo, a expressio (1+z)?
pode ser escrita como 1+2z+2z%. O Maple V fornece uma colecio de comandos para conversio
entre diferentes formas de se escrever uma mesma expressao algébrica usando-se os seguintes
comandos:

expand(ezpr) expande ezpr. No caso de ezpr ser uma expressao envolvendo
somente polinémios obtemos uma expansio em soma de
monomios.
Porém podemos usa-la para expandir expressdes envolvendo,
por exemplo fungdes trigonométricas.

factor(ezpr) escreve expr em um produto de fatores irredutiveis.
expr é uma expressdo envolvendo polinomios.

convert( ezpr, parfrac, var) faz a decomposi¢io de uma uma fungdo racional
em fragdes parciais.
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Exemplos.
1. Ezpandir (1 + z)? > expand((l + z)"2); < Enter >
« 142z + 22
2. Fator 1 + 2z + z° > factor(1+ 2%z + 2"2); < Enter >
(z+1)*

8. Ezpandir (1+z + 3y)* > ezpand((1 + z + 3 *y)*4); < Enter >
1 + 12y + 4z + 36zy + 54y? + 3622y + 108xy?
+122%y + 542%y? + 108zy® + 622 + 423 + 108y°® 4+ z* 4 81y*
4. Fatorar z'° — 1 > factor(z"10 —1); < Enter >
(-1)(z+1)(z*+ 23+ 22+ 2+ 1)(a' =2+ 22 -2 4+ 1)
5. Decompor em fragées > convert((zx — 1)"2* (¢ +2) — 1)/((z + 1) * (z — 3)*2)); < Enter:

. (z=1)2(z+2)-1 1 1 1 19 1
parciais N 5y It ittt a3

Exercicios.
1. Fatore as sequintes ezpressoes:

a)z*+z -2 b)z*+42’+z-6 )z —-82°+ 1822 —162+5 d)at —22%7 4+ 4!
2. Ezpandir as seguintes expressoes:
) (e-1)(e+2) b(E+1)(z-2+3) o)(z—1)%z—5) d)(z—2)*—3y)(z -y

3. Encontrar a decomposi¢do em fragdes parciais de cada uma das fungées racionais:

2 (22413 % (z +2) b) -zt 423+ 2x22 - -2
((z2 = 1) * (z — 3)?) 2t —2x23 4+ 2%22 - 2xz+1
2xxt —3%x23—2x22—z - 12 d 142z + z?
C)x7—5*:c6—.1:5+25*z4—20*:c3+72*:1:2—432 )(1—21—z2)(1—x)(1+:¢)3

8. Resolvendo EquagBeé

Frequentemente nos deparamos com o problema de resolver equagdes envolvendo uma ou
vérias varidveis. Para isto usaremos o comando solve:

solve(equ, var) resolve a equagio equ na variavel var .
solve({equy, -+ ,equ,}, {vary,--- ,var,}) resolve as equagdes equ,,- - - ,equy,
nas variaveis vary, -+ ,varn.
roots(pol, K) encontra as raizes do polindémio pol sobre o
corpo K.

A seguir daremos alguns exemplos que envolvem este comando:
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Exemplos.

1. Encontrar as raizes de
2 +2z-7=0 > solve(z"2+2%2 —T7=0); < Enter >

2. Obter um valor aprozimado

das raizes > evalf(”); < Enter >
1.828427124 , —3.828427124
3. Resolver equagdo que > solve(In(2"2 — 1) = a,z); < Enter >
depende de parametros —ver+1,+vVer+1
4. Outro ezemplo é > solve(¢"3 = k"2,q); < Enter >

(k2)1/3, _%(kZ)l/s + %Iﬁ(kz)l/s
_%(k2)1/3 - %Iﬁ(kz)l/a
5. ou > solve(¢"3 = k"2,k); < Enter >
—gl? P
6. Resolver sistemas lineares > solve({zx+2+y =2,z — 3.5y =1/2}); < Enter >
{z = 1.454545455 , y = 2727272728}
7. Ou ndo lineares solve({z"2+3*y"3=2,2"5 -~ 3.5%xy = 1}); < Enter >
{z = 1.236349755 , y = .5396367321}

Observagao. ,
1. Observe que nos ezemplos { e 5 acima podemos resolver as equagies em q ou em k depen-
dendo da nosse necessidade.
2. O MapleV resolve equagies polinomiais em uma varidvel quando o grau, em geral, ¢ menor
que cinco. As equagdes para os quais o MapleV ndo consegue obter as raizes explicitas ele usa
a fungio RootOf, como mostra o exemplo a seguir:

Raizes de p(z) = 2 — 4z + 2° < solve(2 -4 *z + 2% z); < Enter >

RootOf(2—4_7Z +_ Z5)

Usamos fsolve para obter uma aprozimagdo < fsolve(2 —4 *zx + 25 z); < Enter >

dos valores das raizes reais —1.518512153, .5084994847, 1.243596391

Para encontrar aprorimagoes < fsolve(2 — 4 * z 4 z°,z,complez); < Enter >
para todas as raizes, _ —1.518512153, —.1167918612 — 1.4384476951
inclusive as complezas. —.1167918612 + 1.4384476951,.5084994847, 1.2435

Para informagées adicionais use ?7solve.

Exercicios.
1) Encontre as solugdes, ou aprozimagdes destas, para as seguintes equagdes:

a)z®+32*+3z+1=0 bz -3z +3z+1=0 c)z® -3z + 228 = 1
d) €% = 4cos(2x) e) sen(3z) = log(4z) f) 2tan(z) = sec(3z)
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2) Encontre as solugées dos seguintes sistemas lineares:

_ Jr+2y—3z2= -2
a) z+2y —__3 b) A 2z -3y +T7z2=-1
dr — 4y = -1
—T+y—z=3

z—-2y+z-—w=_0

—z4+4y+z-2w=1
) T2+3y—9z+w=3

—“2x—y—z4+w=1

T+2y+3z=-2
dy{ —2r—4y—-62=4
—r+y—z=1

8) Encontrar valores aprozimados das solugdes, se existirem, dos seguintes sistemas ndo lin-
eares: '

22+ 2yz+ 32 = -2 sen(z) + 2yzz + 3zy = 2
a){ —zy—4y—6zz=1 b) { —2z —4cos(y) —6zz =4
_x+y—z=0 —$+y'—2=1

9. Vetores e Matrizes

Usando o MapleV podemos fazer todas as operagdes usuais com matrizes. Primeiramente
veremos como definir uma matriz. Para isto consideraremos alguns exemplos.

Exemplos.
1. Um ezemplo de matriz3 x 3 € > A:=array([[1,2,3],]z,z,5],[1/2,4, —1]]); < Enter >
1 2 3
obtendo-se A=z z 5
74 -1
2. Uma2x3¢€ > B :=array([[2, -2, P1],[0,—1,sin(z)]]); < Enter >
2 =2 T
obtendo-se A= 0 —1 sin(z)
Em geral temos:
array([[@11, - @1n)y 5 [@m1y 0y Amnl]) define uma matriz m X n
cujas entradas sdo a;5,1=1,--- ,ne
j — 1’ N
vetor := array(l..n) : v[l] ;= vy : ---v[n] ;= v, define um vetor com n coordenadas
vi,t=1,---,n, isto é, (vy, +* ,vn).

9.1. Operagoes com matrizes.

Podemos fazer as seguintes operagdes com matrizes (desde que as ordens destas permitam).
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+e - adicio e subtracao de matrizes ou vetores.

&ox multiplicacdo de matrizes.

A1) inverter matrizes.

n potenciacido de matrizes.

& () matriz identidade.

det * determinante de matrizes.

ir traco de matrizes.

adj adjunta de matrizes.

T transposta de matrizes.

linsolve(A,b) resolve o sistema linear ndo homogéneo Az = b.

gausslim(A) aplica o método de eliminacao de Gauss.

rref(A) ou gaussjor(A) aplica o método de Gauss-Jordan.

eigenvals(A) autovalores de A.

eigenvects(A) autovetores de A.

charpoly(A) * polindnio caracteristico de A.

minpoly(A) * polinénio minimal de A.

ezponential(A) exponenciagio de A.

jordan(A) forma de Jordan de A.

kernel(A) ou nullspace(A) o encontra uma base para o nicleo do
operador linear cuja matriz em relagio a uma base é A.

rowspace(A) (ou colspace(A)) ¢ encontra uma base para o espaco gerado pelos vetores
formados pelas colunas (ou linhas ) de A.

GramSchmidt(A) o computa um base ortogonal do espago gerado
pelos vetores formados pelas colunas de A.

basis(S) o encontra uma subcole¢do do conjunto S que é uma

" base para o espago gerado por S.
. produto interno de vetores.
X ou crossprod produto vetorial de vetores (s6 em R®).
Observagao.

1. As operacées acima sdo ezecutadas
exzemplos abaizo.

quando utilizamos o comando evalm, como mostram os

2. Os comandos marcados com o necessitam do pacote linalg. Para carregd-lo basta digitar

with(linalg) : jEnter;.

8. Outras informagdes podem ser obtidas digitando-se Tarray ou ?linalg.

Exemplos.

1. Computando a inversa de A =

= N =

obtemos

2 3
2 5 > Awnv := evalm(AN—1)); < Enter >
4 -1
_u 7 1
. 4 {
Ainv := % :§ ...gl
8 8 T4
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2. Para encontrar uma solugdo do sistema Az = b

1
onde A € a matriz acima e b= | 2 > b:=array([[1],(2],{-1]]) : < Enter >
-1 .
> linsolve(A,b); < Enter >
i
obtendo-se, assim -3
3

3. Para obtermos o produto vetorial de
=1, -1, 2] poru=[-5, 4, —2] temos > v:=array([l,-1,2]) : < Enter >
> u:= array([-5,4,-2]): < Enter >
> crossprod(v,u); < Enter >

obtendo-se [-6 —8 —1]
4. Para obter uma base para o espago
gerado pelas colunas de A fazemos > with(linalg) : < Enter >
e depois > rowspace(A); < Enter >
obtendo-se {[010],{001),[100]}
Exercicios.
1 1 -1
Fazer as operagdes abaizo com as seguintes matrizes: A= | 3 -2 7 |,
12 -4 13
—11 12 32 1
B = 2 0 1 eb=] 2
3 —4 1 4
o)A+ B; AB; det(A) b)BA; A™'; Ab ¢) encontre uma solu¢Go de Az = b
g) autovalores de A h) autovetores de A 1) exp(A)

10. Graficos de Fungoes e Curvas Bidimensional
A seguir trataremos de problemas relacionados com graficos de funcdes.

10.1. Comandos Basicos.

plot(func,z = Tmin..Tmaz) plota o grafico da fungdo fune, como
" fungdo de z, no intervalo [Zmin, Tmag)-
plot({funcy,- - , funca}, & = Tmin..Tmaez) plota o grifico das fungdes func,
-+, func, no intervalo [Tmin, Tmaz)]-

Exemplos.
0.51

1. Para plotar o grdfico de f(z) = sen(z) no in-
tervalo [0, 27|:

> plot(sin(z),z = 0..2 % Pi); < Enter > 72
e obtemos a figura ao lado.

.51

14
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Podemos plotar grificos de fungies que tenham singularidades, isto €, que ndo estio definidas
alguns pontos, como mostra o exemplo a segquir:

150
1004
[2;3P:lﬁt'ar o grdfico de f(z) = tan(z) no intervalo e ad 5:{} YA s
, 3]
> plot(tan(z),z = -3..3); < Enter > 8 o [
obtendo-se a grdfico ao lado. 100
-150

Podemos também plotar o grdfico de vdrias fungées simultaneamente, como mostra o exemplo
a abaizo:

sen({
>
=

FA!

Exercicios.
Plote o grdfico das sequintes fungdes:

a) cos(3z), € [—3m, 4] b) cotg(z), z € [—3m,4n]
c)z®+3z% — 3, z € [~4,4] d) z° + 32% + 20z% — 30z — 9, z € [~4,4]
&)1/(z 1), z € [-5,4]  f) sen(102) + 2log(2), = € [1/2,10]

10.2. Opgaoes.

O comando plot possui uma série de recursos a fim de melhor apresentar o grifico de uma,
ou virias, fungdes.

plot(fune,z = Tpin..Tmaz,0ps) plota o grafico da funcdo func,
como funcdo de z, no intervalo [Zmin, Zmaz),
com 0S Tecursos ops.

A seguir daremos uma lista das vdrios recursos que podemos utilizar com o comando plot.
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opgao valor inicial tipo de recurso

possibilidades

scaling UNCONSTRAINED controla a escala do grafico

CONSTRAINED ou

UNCONSTRAINED.
axes NORMAL tipo de eixos FRAMED, NORMAL,
BOXED, NONE.
numpoints 49 numero de pontos né€N.
a ser gerado
resolution 220 resolucio na horizontal n € N.
color BLACK cor do grafico BLUE, GREEN, etc..
a ser plotado
xtickmarks 5 ou 6 nimero de pontos que n€N.
devem ser indicados no eixo dos z's
ytickmarks 4 ou 5 ndmero de pontos que né€N.
devem ser indicados no eixo dos y’s
style LINE tipo de trago LINE, POINT, .
a ser utilizado no gréfico PATCH
title sem titulo coloca titulo no grafico se for um a frase
colocar esta entre '/ .
thickness 0 grossura do trago 0,1, 2 ou 3.
utilizado no grafico
linestyle 0 tipo de trago pontilhado n € N.
a ser utilizado no grafico
symbol POINT tipo de ponto a ser utilizado BOX, CROSS, etc..
no gréfico
titlefont tipo de caracter a ser utilizado [f,s,t], onde f pode
no titulo ser TIMES, etc.,
s ¢ BOLD, etc..
t = tamanho da letra.
axesfont tipo de caracter a ser utilizado TIMES, etc..
nos eixos
view curva inteira minimo e 0 maximo T = Tin.-Lmazs
a ser mostrado nos eixos Y = Ymin--Ymaz
Outras opgdes podem ser obtidas com ?plot[options].
p
Exemplos. o
1. Ao lado temos o grdfico de f(z)sen(z?) com as
opgies com o valor inicial (default). N T T E TR
> plot(sin(z2),z = 0..2 * P1); < Enter >
0.5
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2. Podemos colocar o grdfico dentro de um

retangulo.

> plot(sin(z"2),z = 0.2 * Piazes =

BOXED); < Enter >

8. O titulo sen(z"2) pode ser colocado de seguinte

modo:

> plot(sin(z"2),z = 0 2% Pi,title = ‘sen(z"2)‘);

< Enter >

4. Podemos usar a mesma escala nos eizos dos =’s

¢ dos y’s da seguinte maneira:

> plot(sin(z"2),z = 0.2 x Pi,scaling =

. CONSTRAINED); < Enter >

5. Para fazer o grdfico pontilhado temos:

> plot(sin(z"2),z = 0..2 x Pi,linestyle = 3);

< Enter >

6. Podemos plotar o grdfico em um intervalo da

imagem fizado:

> plot(sin(z"2),z = 0..2 % Pi,y = 0..1);

< Enter >

1
0.5
O
0.5
-
0 1 2 3’? 4 § 6
sin (x"2)
14
0.5

0p 1 2 4 5 3
0.5¢
14

AW
1 VY

0.5
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Observacao.
1. O MapleV sempre tenta plotar grdficos de

fungées como curvas suaves. Assim em inter-
valos onde a fungdo oscila muito a tendéncia €
termos mais pontos plotados. Por exemplo, a
fungdo f(z) = sen(1/z) oscila muito quando x estd
prozimo da origem, como vemos na figura ao lado
> plot(sin(1/z),z = —1..1); < Enter >

2. Podemos plotar o grdfico das fungdes f(z)
sen(z) e g(z) = cos(z), para z € [—m, 7]
sequinte modo:

> plot({sin(z),cos(z)},z = — Pi..Pt);

< Enter >

3. Algumas das opgdes acima podem ser uli-
lizadas sem precisarmos usar os respectivos co-
Por ezemplo, plotando o grdfico de
f(z) = zsen(z), z € [0,20] obtemos a figura ao

mandos.

lado:
> plot(z *sin(z),z = 0..20); < Enter >

21
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Podemos mudar, por exemplo, o tipo de linha utilizando a barra de ferrementas, como

mostram as figuras abaizo:

4. Podemos utilizar o comando display para
mostrar vdrios grdficos, que haviam sido plotados
separadamente, de uma so vez, como mostra o ez-
emplo abaizo:

- aan -—

153 /\ !;'
12 /N / \\ f,
oh X 3 // ﬁ\m / 15“‘ l! -y
® hi L \\ /

10} \\,/ (I

_151 \\ /I

-

P
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5. O comando with(plots) carrega o pacote plots e sempre deve ser carregado antes de
utilizarmos o comando display. O : apds os comandos acima servem para ndo mostrar os
resultados obtidos em cada passagem intermedidria.

6. Outras opgdes podem ser encontradas utilizando-se 7plot[optons],

Exercicios.
Utilize as vdrias opgdes de comandos para plotar os grdficos das fungées do exercicio anterior.

10.3. Graficos de curvas dadas por equagées paramétricas.

Podemos, usando o MapleV, plotar curvas dadas através de suas equagdes paramétricas.

plot([z(t),y(t),t = tmin--tmaz]) plota o gréfico da curva dada pelas
equagdes paramétricas z = z(t) e y = y(¢),
te [tminatma:c]-
plot({[z1(t),y1(t),t1 = timin--timaz], <+, plota os grificos das n curvas dadas
: por suas equagdes paramétricas.

[xn(t), yn(t),tn = tnmin--tnmaa:]})

Exemplos.
05

1. Para plotar o grdfico da curva (z(t),y(t)), t €
[0,27], onde z(t) = sen(t) e y(t) = sen(2t) temos:
> plot([sin(t),sin(2%t),t = 0..2x Pi}); < Enter > 1 o8 ’ 05 i
obtendo-se a figura ao lado.

2. Para plotar os grdficos das curvas (z1(t), y1(t)),
t € [0,27], onde z1(t) = sen(t) e y1(t) = cos(t)
e (z2(t),y2(t)), onde z,(t) = cos(2t) e y(t) =
cos(5t), t € [0, 7] temos: :

> plot({[sin(t), cos(t),t = 0..2 * Pt],[cos(2 * t),
cos(5*t),t = 0..Pt]}); < Enter >

obtendo-se a figura ao lado.

Exercicios.
Plotar os grificos das seguintes curvas:

a)4z? +3y° =12 b3z -2 =1 )z =2(t —sen(t)) e y = 2(1 — cos(t))
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Podemos utilizar o MapleV para tragar graficos de fun¢bes dadas implicitamente, usando o

seguinte comando:

implicitplot({expry,- - ,expra}, ¢ = Tmin--Tmaz,
Y = Ymin--Ymaz OP)

implicitplot(expr, T = Tmin..TmazyY = Ymin--Ymaz, 0P) Plota o grifico da funcao , dada

implicitamente, pela expressio expr,

comz € [mr:zin:xmax] eye€ [ymin,ymaz],

com as opgdes op.

plota os graficos das fungdes , dadas

implicitamente, pelas expressdes ezpr;,
- ,€LPry, com T € [Tmin, Tmaz) €

Y € [Ymin, Ymaz), COM as opgdes op.

Observagao.

1. Para utilizar o comando implicitplot precisamos, primeiramente, carregar o pacote plots.

Para isto, devemos digitar with(plots): jEnter;.

2. As opgées op do comando implicitplot sdo as mesmas do comando plot.

A seguir daremos alguns exemplos

Exemplos.

1. Para plotar o grdfico da funcdo , dada implici-
tamente, pela equacdo z? + y? = 4, temos:

> with(plots) : < Enter >

> implicitplot(z"2 + y"2 = 4,z = -2..2,
y=-2.2); < Enter >

obtendo-se a figura ao lado.

2. Os grdficos das fungédes , dadas implicitamente,
pelas equagdes x cos(y) + ysen(z) = 0.1 e z2/25 +
y?/4 =1 podem ser obtidos do seguinte modo:

> smplicitplot({z * cos(y) + y * sin(z) = 0.1,
z72/25 + y*2/4 = 1},z = -5..5,y = —5..5);

< Enter >

obtendo-se a figura ao lado.
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Exercicios.
Plote o grdficos das seguintes fungées , dadas implicitamente:

a)z?/100 + y*/64 = 1 byz cos(y) + ycos(z) =1 c) zexp(y) + yexp(z) = 10

10.5. Graficos de Curvas Dadas em Coordenadas Polares.

Para tragar o grafico de uma curva dada em coordenadas polares podemos usar o seguinte
procedimento:

plot([r(t),0(t),t = tmin--tmaz)s plota o grafico da curva em coordenadas polares,

coords = polar) onde r = r(t) é o raio polar e 6 = 6(t), é o angulo
et € [tmin, tma:z:]-

plot({[r1(t),61(t),t1 = timin--timas),*** , Plota os graficos das n curvas dadas em coordenadas

[rn(t), Bn(t), tn = tnmin--t'nmam]}a polares.

coords = polar)

Exemplos.

1. Para plotar o grdfico da curva em coorde-
nadas polares por r(t) = sen(t) e 8(t) = cos(t),
t € [0,2r], temos:

> plot([sin(t),cos(t),t = 0..2 x Pi),coords =
polar); < Enter >

obtendo-se a figura ao lado.

2. Para plotar os grdficos das curvas em coor-
denadas polares por r1(t) = cos(3t) e 6,(t) = ¢,
t € [0,27], ra(t) = sen(t) e 65(t) = cos(3t),
t € [0,27], temos: '

> plot({[cos(3 * t),t,t = 0..2 % P1], [sin(t),

cos(3 * t),t = 0..2 x Pi]}, coords = polar);

< Enter >

obtendo-se a figura ao lado.

11. Gréificos de Curvas e Funcoes Tridimensionais

Nesta secgio introduziremos algumas ferramentas wteis na visualizagao curvas e gréaficos de

fungdes tridimensionals.
Iniciaremos com gréficos de funcdes de duas varaveis e mais tarde trataremos do problema

relacionado com curvas.
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11.1. Gréfico de Fungées z = f(z,y).

Usaremos o seguinte comando para plotar graficos de fungdes de duas varidveis, z = f(z,y):

plot3d(f(:1:,y),x = Zmin--Tmazy Y = Ymin--Ymaz, 0pS) Pplota o grafico da funcio z = f(z,y),
comzr € [xmin; xma::] eyc [ymim ymaz:];
com as opgdes ops.

plot3d({fi(z,y), - , fa(2,¥)}, T = Tmin--Tmaz, plota os graficos das n fungdes

Y = Ymin--Ymaz, Ops) 2 = fl(xay)v Tty %p = fn(:ciy)v
comzr € [mTimxmaz] eyeE [ymimymaa:],
com as opgdes ops.

Consideremos alguns exemplos:

Exemplos.

1. Para obter o grdfico de f(z,y) = sen(z — y),
z,y € [-3,3], temos:

> plot3d(sin(z — y),z = —3..3,y = —3..3);

< Enter >

obtendo-se a figura ao lado.

2. O grifico de f(z,y) = yexp(—(z*+y?)), z,y €
[—2,2], € obtido do seguinte modo:

> plot3d(y x exp(—(z"2 + y*2)),z = —2..2,
y=-2.2); < Enter >

obtendo-se o grdfico ao lado.

3. O grdfico de f(z,y) = z*> —y?, z,y € [-5,5], €
obtido do seguinte modo: '

> plot3d(z"2 — y*2,z = =5..5,

y = —5..5); < Enter >

obtendo-se o grdfico ao lado.

4. Os gréficos de fy(z,y) = sen(ay), falz,y) =
2?4+ y?, z,y € [~2,2], € obtido do seguinte modo:
> plot3d({sin(z * y),z"2 + y"2},z = -2..2,
y=—2.2); < Enter >

obtendo-se a figura ao lado.
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Observagao.

1. As opgdes para o comando plotdd sio comandos da forma ops = valor. Temos as seguintes

NUNES

opgdes para o comando plot3d:

opgio tipo de recurso possibilidades
numpoints nimero total de pontos a ser plotado. n’,neN.
grid dimensées do gride retangular [m,n], m,ne N
onde os pontos serdo gerados.
title coloca titulo no grdfico.
labels rotula os eizos cartesianos com nomes. [Znomes Ynomes Znome) -
azes como os eizos devem ser plotados. BOXED, NORMAL,
FRAME, NONE.
style como a superficie deve ser plotada. POINT, HIDDEN, PATCH,
WIREFRAME, CONTOUR,
PATCHNOGRID, LINE,
PATCHCONTOUR.
coords tipo de sistema de coordenadas. cartesian, spherical, cylindrical.
scaling escala em que o a superficie serd plotada. CONSTRAINED,
UNCONSTRAINED .
projection  perspectiva que o grdfico serd visto. ref0,1} .
orientation dngulos ,com os eizos dos z’s e dos y’s, [0,4], 0,6 € [0,2n].
do ponto em R® do qual a superficie
serd vista.
view mdzimo e o minimo das coordenadas do  [zmin, zmaz] .
grdfico a serem mostrados.
shading como a superficie serd colorida. XYZ, XY, Z, Z_GREYSCALE,
Z_HUE, NONE .
contours valores das curvas de niveis a né€N.
serem plotados.
color cor da superficie. as mesmas do comando plot.
tickmarks  nimero de pontos que devem ser colocados [l,m,n], {,m,n € N.
ao longo dos eizos coordenados.

2. Outras informagies podem ser obtidas usando-se 7plot3d.

Consideraremos a seguir alguns exemplos.
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Exemplos.

1. Plotar o grdfico de f(z,y) = zsen(z)cos(y),
z € [0,27]) ey € [0,7], com os eizos coordenados:
> plot3d(z * sin(z) * cos(y),z = 0.2 %« Pi,y =
0..Pi,azes = NORMAL); < Enter >

obtendo-se a figura ao lado.

2. O gréfico da fungdo , dada em coordenadas
cilindricas, (2,0), z € [-1,1], 8 € [0,2x], com
o titulo CONE, € obtido do seguinte modo:

> plotdd(z,a = 0.2 % Pi,z = —1..1,coords =
cylindrical, titte = CONE); < Enter >
obtendo-se o grdfico ao lado.

3. O grdfico da fungéo , dada em coordenadas
esféricas, r = 2, 0,¢ € [0,27], com titulo ES-
PERA, € obtido do seguinte modo:

> plot3d(2,a = 0..2 % Pi,b = 0..2 x Pi,coords =
spherical,title = ESFERA); < Enter >

obtendo-se o grdfico ao lado.

Observagao.
Para plotar as curvas de nivel do grdfico de uma fung¢do z = f(x,y) podemos utilizar o comando
contourplot, como mostram os exemplos abairo a seguir:

7

Exemplos. ' \\\Q\

1. Plotar curvas de nivel do grdfico de f(z,y) =
?—y?), z€[-2,2) ey € [-2,2].

> with(plots) : < Enter >

> contourplot(z"2 — y"2,z = =2..2,y = —2..2);
< Enter >

obtendo-se a figura ao lado.

2

N

N
\
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2. Plotar curvas de nivel do grdfico de f(z,y) = \\\ \

e~ (%) g € (-1,1] ey € [-1,1], colocando-se o
titulo CURVAS DE NIVEL.

> with(plots) : < Enter >

> contourplot(z"2 — y"2,z = —-2..2,y = =2..2,
title = ‘CURVAS DE NIVEL®); < Enter >

obtendo-se a figura ao lado.

Observagao.
1. Antes de executarmos o comando contourplot precisamos carregar o pacote plots, por isso
ezecutamos with(plots).

2.Alguns dos recursos acima, do comando plot3d,
podem ser erecutados sem usarmos a opg¢do , mas
simplesmente manipulando a barra de ferramentas
da janela do grdfico. Por exzemplo, ao plotarmos o
grdfico de sen(z)sen(y) para z,y € [pi, ).

< plot3d(sin(z) * sin(y),z = —P:i..Pi,

y = —Pi..Pi); < Enter >

obtemos a figura ao lado.

3. Se quizermos introduzir os eizos coordenados,
escolhemos, na barra de ferramentas, a opgido Ax-
es e NORMAL. Com isto o grdfico desaparecerd
e aparecerd uma caiza. Clicando, com o botdo da
direita do mouse, em qualquer espaco da janela do
grdfico obtemos o novo grdfico com a opgdo que
escolhemos, no caso, os eiros coordenados, como
mostra a figura ao lado.

Isto pode ser feito com outros comandos, como por ezemplo, contourplot, etc..

11.2. Gréficos de Superficies Parametrizadas.

Podemos plotar graficos de superficies parametrizadas utilizando-se o comando:
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plot3d([z(t,s),y(t,s), 2(t,s)],t = to..t1,s = So..51) plota o grafico da superficie dada
pelas equagdes paramétricas z = z(t, s),
y=y(ts) e z=2(t,s), t € [to, 1],

s € [s0,51]
plot3d({[z1(2,s), v1(t, ), z1 (¢, 8)), -+ plota os graficos das superficies dadas
[za(2,8), yn(2, 8), Za(t, 8)]},t = to..t1,8 = s0..51)  pelas equagdes paramétricas z; = z;(t, s),

vi = yi(t,8) e z; = z(t,8),i=1,--- |n,
onde te [tO, t1]> s € [30,81].

A seguir temos alguns exemplos.

Exemplos.

1. O cilindro reto com base o circulo z* +
y?* = 1 pode ser plotado utilizando-se as equagées
paramétricas z(t,s) = cos(t), y(t,s) = sen(t) e
z(t,s) = s, comt € [0,27] e s € [-1,1].

> plot3d([cos(t),sin(t),s],t = 0..2 * P,
s=-1.1); < Enter >

obtendo-se a figura ao lado.

2. Plotar a superficie cujas equagdes
paramétricas sdo: z(t,s) = cos3(t)cos’(s),
y(t,s) = sen®(t)cos®(s), z(t,s) = sen(s),
t,s € [0,2~].

> plot3d([cos(t)"3 * cos(s)"3,sin(¢)"3 *
cos(s)"3,sin(s)"3],t = 0..2 *x Pi,s = 0..2 x Pi);

< Enter >

obtendo-se a figura ao lado.

8. Plotar a superficie cujas equagées paramétricas
sdo: z(t,s) = ssin(t), y(t,s) = scos(t), z(t,s) =1
(hélice), onde t € [0,10] e s € [—2,2].

> plot3d([s * sin(t), s * cos(t),t],t = 0..10,

s =—2..2); < Enter >

obtendo-se a figura ao lado.
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4. Plotar as superficies cujas equagédes
paramétricas sdo : zy(t,s) = 1/2cos(t),
n(t,s) = 1/2sen(t), z(t,s) = s) (cilindro)
e zo(t,s) = cos(t)sen(s), y2(t,s) = sen(t)sen(s),
z(t,s) = cos(s) (esfera), t,s € [—m, 7).

> plot3d({[1/2 * cos(t),1/2 * sin(t), s], [cos(t) *
sin(s), sin(2) * sin(s), cos(s)]},t = —P1.. P,

s = —Pi..Pi); < Enter >

obtendo-se a figura ao lado.

11.3. Superficies Dadas Implicitamente.

Podemos plotar superficies dadas implicitamente, usando o seguinte comando:

implicitplotdd(eq,z = a..b,y = c..d,z = p..q,0ps) plota o grifico da superficie dada,
implicitamente, pela equacio eq,
com z € [a,b], y € [c,d], z € [p,q]
com as opgdes op.
implicitplotdd({eq:, - - ,eqn},z = a..b,y = c..d, plota os grificos das superficies dadas,
z = p..q,0ps) implicitamente, pelas equagdes eg;,
i=1,---,n,comz € [a,b], y € [c,d],
z € [p, q] com as opgdes op.

Antes de usar o comando tmplicitplo3d precisamos carregar o pacote plots, isto é, digitar
with(plots): < Enter >.
Os exemplos abaixo mostram algumas situagdes possiveis.

Exemplos.

1. Plotar a superficie dada, implicitamente, pela
equagdo xy + rz —yz =1, z,y,2z € [-2,2].

> with(plots) : < Enter >

> implicitplot3d(z *y +zxz—y*x 2z =1,
g=-2.2y=-2.22=-2.2); < Enter>
obtendo-se a figura ao lado.

2. Plotar as superfz’cies dadas, implicita-
mcnte,pelas equagies 22 + y? + 22 = 1 (esfera) e
—22% +3y3 +22° =3 z,y,2z € [-1,1].

> implicitplot3d({z"2+y 2+ 2"2 = 1, -2xz"3+
3xy"34+2x2"3 =3}, z=-1..1,y=-1.1,
z=-1.1); < Enter >

obtendo-se a figura ao lado.
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12. Curvas no Espago

Podemos plotar curvas no espago utilizando o comando:

plots[spacecurve]([z(t),y(t), 2(t)],t = tmin..tmazy Pplota o grifico da curva dada pelas

ops) , equagdes paramétricas z = z(t), y = y(t) e

z=2(t) , t € [tmin,tmaz], cOmM as opgdes ops.
plots[spacecurve]({[zi(t), 11 (), z1(t)],- - -, plota os graficos das curvas dadas pelas
[Za(2), yn(t), 2 (2)]},t = tmin..tmaz, OPS) equagdes paramétricas z; = z;(t),

vi=vyi(t)ezi=z(t),i=1,---,n,
te [tmin,tmax], com as opgaes ops.

A seguir temos alguns exemplos.

Exemplos.

1. Plotar o grdfico da curva z(t) = tcos(t), y(t) =
tsen(t), z(t) = t, onde t € [0,15), colocando o
mesmo dentro de uma caiza.

> plots[spacecurve]([t * cos(t),t * sin(t), t],

t =0..15,azes = BOXED); < Enter >
obtendo-se a figura ao lado.

2. Plotar os grdficos das curvas z,(t) = 16 cos(t),
y1(t) = 16sen(t), z:1(t) = t, z2(t) = -tcos(t),
y2(t) = tsen(t), z2(t) = t onde t € [0,15], colo-
cando 0 mesmo dentro de uma caiza.

> plots[spacecurve]({[16 * cos(t), 16 * sin(t), ],

[t % cos(t),t = sin(t),t]},t = 0.15,azes =
BOXED); < Enter >

obtendo-se a figura ao lado.

13. Limites

Para calcular limites de fun¢des de uma variavel real usaremos o seguinte comando:
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mit(f,z =a)  calcula limyy, f(2z)
onde a € R ou a = £o00.
limit(f,z = a,0p) calcula o limite acima onde op pode ser: left lim, .- f(z).

right lim, .+ f(z).
complez limite complexo.

real limite real.
A seguir temos alguns exemplos.
Exemplos.
Calcular os limites abaizo:
1. limgn tan(z) > limit(tan(z),z = Pi); < Enter >
0
2. limgyn/o- tan(z) > limit(tan(z),z = Pi/2,left); < Enter >
, 00
3. limyosen(z)/z > limit(sin(z)/z,z =0); < Enter >
1
4.limy 0 arctan(z) > lLimit(arctan(z), z = infinity); < Enter >
in
Exercicios.
Calcular:
i — im(z? — — c (2 O 4_ 3, 2
a) l]_ll;r(l)(l cos(z))/z b) 21:1_1;1’:13(3: 9/ (z-3) ¢ }Hﬁ,(x 2z — 1)/(z* - 3z° + %)

&) im(vI+z-VI=2)/z ¢ lim((z+h)—a")/h f) lim(1+1/c)°

14. Derivada

Com o MapleV podemos calcular a derivada de fungdo usando o comando:

dif f(expr,var) calcula a derivada da expressao ezpr com relagao a variavel var.
dif f(ezpr,var$n) calcula a derivada, de ordem n, da expressao ezpr com relacio
a variavel var. '

Consideremos os seguintes exemplos abaixo:

Exemplos.

Calcular :
1. f'(z), onde f(z) =z > difji(:z:"n,z); < Enter >

2.f(z), onde f(z) = arctan(z) > diffq(arctan(é:),x); < Enter >
1 _
14z

9. f"(z), onde f(z) =sen(z) > diff(:in(z),m$3); < Enter >

— cos(z)
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Exercicios.

Calcular :

a) f'(z), onde f(z) = 32° + 42% — 3z — 2 b) f'(z), onde f(z) = z/z(1 + z?)
¢) f"(z), onde f(z) = sen(z? + 3z —1)

d) f"(z), onde f(z) = el — 2* — 5zz + 1) + 4In(z) + cos(3$)

Observagao.
Podemos utilizar o comando diff para encontrar as derivadas parciais de uma fungio de vdrias
vardveis, como mostram os ezemplos abaizo:
Encontrar as derivadas parciais %, a%’ 5357 da fungdo f(z,y) = 2% cos(y) + sen(zy) — zIn(y?).
Usando o comando dif f, temos: > dif f(z" * 2 cos(y) + sin(z * y) — z * In(y"2),z); < Enter >
2z cos(z) + cos(zy)y — In(y?)
> dif f(z" * 2cos(y) + sin(z * y) — z * In(y"2),y); < Enter >
—z?sin(y) + cos(zy)z — 22
> dif f(z" * 2 cos(y) + sin(z * y) — z x In(y"2), 2$2); < Enter >
2 cos(z) — sin(zy)y?
> dif f(z" * 2 cos(y) + sin(z * y) — z * In(y"2),z,y); < Enter >
2z cos(z) + cos(zy)y — In(y?

Caso dese]emos calcular 5 basta usarmos dif f(f,z8n,y$m), como por exemplo, para

a na ™
calcular W da fungdo acima temos:

> dif f(z" * 2 cos(y) + sin(z * y) — z * In(y"2), 292, y$3); < Enter >
obtendo-se
2sin(z) + cos(zy)z’y® + 6 sin(zy)z’y — 6 cos(zy)z
15. Integragao

Com o MapleV podemos calcular integrais indefinidas, definidas e impréprias.

int( f,var) calcula uma primitiva de f na varidvel var.
int(f,var = a..b) calcula a integral definida de f, na variavel var de a até b.

Consideremos os seguintes exemplos:

Exemplos.
a) Para encontrar uma primitiva de z* > int(z"n,z); < Enter >
(n+1)
. z'n+l
b) Para 1/(z* — a*) temos > int(1/(z"4 — a4),z); < Enter >
ls(ocz) _ iln(ets) _ 1 arctan( —=)
4 ad a2 g2az

> int(mz/sqrt(l —2?),z); < Enter >
—~1zv1— 22 + Larcsin(z)
d) Para calcular a fol 1/(1 4+ 2?)dz > mt(l/(l +2"2),z = 0..1); < Enter >

471'

2
x
C) Para "\/—1——:2'—2
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e) A fol 1/(z + exp(z)) dz néo € obtida > int(l/(x + exp(z),z =0..1); < Enter >

em uma forma fechada. j;) $+exp(z) dz
Podemos usar evalf para obter uma > eval(”); < Enter >
aprozimagdo do valor da integral. .5163007634
f) Podemos calcular o valor de integrais
imprdprias, como [~ 1/(1 + %) dz > int(1/(1 + 2"2),z = 0..infinity); < Enter >
1
5T
oo . 2 . . .
g) Para [ *(z+1)/(z*+z+1)dz > mt( z+1)/(z"24 2 + 1),z = 0..infinity); < En
Observacao.

Podemos trabalhar com integrais duplas, triplas, etc.., como mostram os exemplos abaizo:
1. Para calcular [ [(2? +y?)dzdy

fazemos > int(int(z"2 + y"*2,z),y); < Enter >
obtendo-se 1% + Lz
2. Para fo "/2 cos(z) + z sen(y) dz dy
temos > int(int(cos(z) + z * sin(y),y = 0..2 * Pi),
> z =0..Pi/2); < Enter >
obtendo-se 2m
8. Para [ [ [(z®+ y* + 2*)dz dy dz
temos > int(in t(mt( "2 + y"2 + 2"2,2),y),2); < Enter >
obtendo-se 51,; z°yz + 3y zz + 183zy

4. Para [} f_21 [ (z* +y? + 2% dzdydz > int(int(int(z"2 + y"2 + 22,z = -1..1),y = —1..2),
> z=0.1); < Enter >

obtendo-se ' 10
Exercicios.
Calcular:
2
a) /($3+x2 ~4z — T)dz b) / (1/32° —2? + 2 — 5) dz c) /1/(3x—4)dm
-1

d)/! 1/(4 + z%) dz e) /(612+3z—2)/((m—1)(x2+3)2)d.7: f)/(;(a:+1)/(x3+l)dx

16. Séries Numeéricas e de Fungoes

Podemos trabalhar com séries numéricas ou de funcdes usando o MapleV, utilizando os
comandos:

sum(f(i),1 = io..4,)  calcula 33 (i)
series(f(z),z = zo,n) expande f = f(z) em série de potécias de (z — zo)
até a poténcia n.
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Exemplos. .
1. Para encontrar 3 o (i +1)/(:® +i—1)
temos > sum((:+1)/(:"3 +1i—1),i = 2..8); < Enter >
obtendo-se ggi—iig%g.—?%%—;g o
2. Para encontrar Y .o, 1/i* temos > sum(1/i"2,: = l.anfinity); < Enter >
obtendo-se %’nz
8. Para ezpandir f(z) = sen(z) em série de
poténcia de = até a ordem 10 basta > series(sin(z),z = 0,10); < Enter >
obtendo-se z— éwa + %6:1:5 - gt + st + 0(21)

4. Para ezpandir f(z) = cos(z) em série de
potencias de (z — 1) até a ordem 3, temos > series(cos(z),z = 1,3); < Enter >
cos(1) —sin(1)(z — 1) — 3 cos(1)(z — 1)%+

O((z — 1)%)
5. Para obtermos uma aprozimagdo dos
coeficientes usamos eval f > evalf(”); < Enter >
obtendo-se .5403023059 — .8414709848(z — 1.)

—.2701511530(z — 1.)% + 0((z — 1.)%)

Observacgao.

Podemos encontrar a série de Laurent de uma fungdo utilizando o comando series, como mostra

o ezemplo abaizo:

A serie de Laurent de f(z) = cos(z)/z?, até a

poténcia 10, pode ser obtida do sequinte modo: > series(cos(z)/z"2,z = 0,10); < Enter >
27 — 1+ 3527 — 5zt + 555552° + O(28)

Exercicios.
1. Encontrar a soma das seguintes séries numéricas:
. ,4
a) )5 b) )= ¢) D _(i+1)/G* +1)
=1 1=1 —00

2. Ezpandir em série de poténcias de (z — z0), até a ordem 6 as seguintes fungdes :

a)(1 —cos(z))/z,z0=0 b) sen(z)/z, 20 =0 c) zsen(z) + z%cos(z), zo =7

FIM



