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Seja o sistema 

_x = -xf(x), y = -yg(x) } (1) 
f,g:U-R, OEU=UºÇR, /EC1, gECº 

Se x(t) é uma solução de (Ih, então 

y = -yg(x(t)) (2) 

é uma equação diferencial linear homogênea na função incognita y(t). 
Estudaremos as condições de existência de 

Definição: "O sistema (1) admitirá uma integral das áreas generalizada se 
existir uma aplicação 

S : W - R, (O; O) E W = wº Ç R 2
, S E C2

, 

com s(x; x) =1- O em pelo menos um ponto de cada vizinhança da origem 
(O; O), de modo que o determinante 

V( . . ) -1 s( x; x) yil 1 x,x _ ·e .) s x;x 

seja uma integral primeira de (1)." 
Observações: 

(a} Em (3) s(x; ±) = S:r(x;x):i: - xf(x)si:(x;x). 

(3) 

(b) No caso particular em que f = g, a função s(x; x) = :i: fornece a integral 
primeira xy - yx tradicionalmente denominada integral das áreas. 
Sabemos que uma condição necessária e suficiente para que V(x; x) seja 

uma integral primeira de (1) é que Vci) = O. Calculando-se encontra-se: 

x2su(x; x) + x2 /2(x)si:z(Xi x) - 2xxf(x)Szz(x; ±)+ } 
-xf(x)sz:(x; :i:) - x(f(x) + xf'(x))si:(x; ±) + g(x)s(x; x) = O 

(4) 
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Portanto, uma condição necessária e suficiente para que V(x; x} seja 
uma integral primeira de (1) é que s(x; .:i:) seja solução de (4). 

O seguinte lema é de imediata demonstração: 
Lema: "Se s(x;x) é uma solução de (4) e x(t) é uma solução de (lh então 
s(x(t); x(t)) será solução de (2)." 

Neste trabalho foram demonstrados os seguintes teoremas: 

Teorema 1: "Se J(O) :/= O e g(O) :/= O, uma condição necessária. para que a 
equação (4) admita solução não trivial é que g(O) = n2 J(O}, n EN." 

Considere o sistema 

x = -xf(x), y = -yg(x) } 
f,g: U-+ R,O EU= Uº Ç R,/ E C2,g E C2 ,f(O),g(O) > O (

5
) 

Como /(0) > O, a origem àe (5)i é um centro. Portanto existe x0 > O, 
tal que a solução de(5)i, x(t; x0 ; O) = x(t; xo) com valores iniciais x0 , com 
O < x0 < xo, e x0 = O, é periódica. 

Levando a solução x( t; x0 ) em ( 5 h, obtém-se: 

y = -yg(x(t;xo)). (6) 

Sejam Y1(t;xo), Y2(t;xo) as soluções de (6) tais que yi(O;x0 ) = 1, 
v1(0;xo) = o, Y2(0;xo) = o e Y2(0;xol = 1. 
Teorema t. "Uma condição necessária e suficiente para que a equação ( 4) 

admita solução não trivial é que para todo x0 , O < i 0 < x0 , exista um 
intervalo )a0 ;b0 (Ç)O;x0 ( tal que yi(t;xo) seja periódica para todo ponto 

Xo E)ao; bo[, ou Y2 ( t; Xo) o seja!' 

Construção de uma função de Liapunov 
Teorema 3-. "Se a origem de (5) for estável existirá uma aplicação 
a: W-+ R, (O;O) E W = Wº Ç R 2

• a E C°(W), tal que a função 

E(x; y; x; y) = 
= a(x;..x)y2 - á(x;x)yy + (g(x)a(x;.:i:) + •<;;z))y2 +~+foz ~/({)d{ 

será de Liapunov para o sistema (5)." 
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Obseruação:Neste trabalho também foi justificada a seguinte afirmação: 

A função de Liapunov construída no teorema 3 ·é uma "energia 

mecânica" que não é soma de cinética e potencial. 
Teorema 4:"Se g(O) =/; n2 /(O) a origem de (5) é estável." 
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