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Seja o sistema

Z=-zf(z), § = —yg(z) (1)
f.g:U—R,0cU=U°CR, feC!, geC°

Se z(t) é uma solugdo de (1);, entdo

i = —yg(=(t)) @

é uma equacao diferencial linear homogénea na fungdo incognita y(t).
Estudaremos as condigoes de existéncia de

Definigdo: “O sistema (1) admitird uma integral das dreas generalizada se

existir uma aplicagao

s:W—R, (0;0) e W=W°CR? se€C?

com s(z;z) # 0 em pelo menos um ponto de cada vizinhanga da origem

(0;0), de modo que o determinante
: s(z;2) y

V(izig) = 3

$(z;2) 9

seja uma integral primeira de (1).”

Observagoes:

(a) Em (3) $(z; £) = s(z;2)z — zf(z)s:(z; Z).

(b) No caso particular em que f = g, a fungio s(z; ) = z fornece a integral
primeira zy — yz tradicionalmente denominada integral das areas.
Sabemos que uma condigao necessaria e suficiente para que V(z; ) seja

uma integral primeira de (1) € que ;) = 0. Calculando-se encontra-se:

£25,..(2; ) + 22 f2(2)82:(2; ) — 222 f(2)822(z; 2)+ } @)
—zf(z)s:(z: £) — 2(f(x) + zf'(z))s:(z; Z) + 9(z)s(z; 2) =
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Portanto, uma condigio necessdria e suficiente para que V(z;z) seja
uma integral primeira de (1) é que s(z; Z) seja solugao de (4).

O seguinte lema é de imediata demonstragao:
Lema: “Se s(z;z) é uma solugdo de (4) e z(t) é uma solugao de (1); entao
s(z(t); Z(t)) sera solugao de (2).”

Neste trabalho foram demonstrados os seguintes teoremas:
Teorema 1. “Se f(0) # 0 e g(0) # 0, uma condigdo necessiria para que a
equagio (4) admita solugéo nao trivial é que g(0) = n®f(0), n € N."

Considere o sistema

= -zf(z), § = —yg(z) (5)
f,.9:U—R0eU=U°CR,feC?geC?f0),g(0) >0

Como f(0) > 0, a origem de (5), € um centro. Portanto existe Zo > 0,
tal que a solugao de(5);, z(t; zo; 0) = z(t; To) com valores iniciais zo, com
0 < 2o < To, € o = 0, € periddica.

Levando a solugdo z(t; zo) em (5)2, obtém-se:

§ = —yg(z(t; Zo))- (6)

Sejam y1(%;20), y2(%;zo) as solugdes de (6) tais que y,(0;z0) = 1,
11(0;z0) =0, ¥2(0;20) = 0 e y2(0: zo) = 1.
Teorema 2 “Uma condigao necessaria e suficiente para que a equagao (4)
admita solugdo nao trivial é que para todo Zo, 0 < Zo < Zg, exista um
intervalo Jag; bo[C]0; Zo[ tal que yi(t;zo) seja periddica para todo ponto
Zo €lao; bo[, ou y2(t;z0) o seja.”

Construgao de uma funcao de Liapunov

Teorema 3: “Se a origem de (5) for estédvel existira uma aplicagao
a:W — R, (0;0) € W = W° C R% a € C*(W), tal que a fungio

E(z;y:giy)= .
= a(z;2)§? - a(z; 2)yy + (9(z)a(z; ) + HZ)? 4 £ 4 [T ef(£)de

serd de Liapunov para o sistema (5).”
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Observacgo:Neste trabalho também foi justificada a seguinte afirmagao:
A funcio de Liapunov construida no teorema 3 ‘é uma “energia
mecianica” que nao é soma de cinética e potencial.

Teorema 4:“Se g(0) # n? f(0) a origem de (5) é estavel.”
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