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Resumo

Neste trabalho apresentamos um teste estatístico para verificar a existência de
periodicidade na âmção de autocorrelaçâo de séries temporais, após a remoção da média e
do desvio-padrão sazonal. Esse teste é baseado nas propriedades assintóticas da
representação por série de Fourier da limção de autocorrelação e estabelece um nível de
confiança ao rejeitar a hipótese de que esta limção é invariante no tempo.

O método proposto é ilustrado para duas séries estacionária gerada, para duas
séries sazonal geradas e para uma séries com dados de vazões aliientes ao reservatório de
Furnas.

Abstract

This paper present statistics for deciding if periodicities exist in the autocorrelation
function of time series alter removal of seasonal means and stand desviation. The
procedure is based on assymptotic properties of the Fourier series representation of the
sample autocorrelation function. The procedure presented is ilustrated with analysis of
two simulated data of stationari time series, two simulated data of seasonal time series and
streamflow data set of Furnas reservoir.



]. lntnodução

" Seja Ít , t = 1,2,. . .,ns, uma série periódica com período s, (quando s = 12, trata—se

de uma série mensal com período de 12 meses e n representa o número de anos). Podemos
escrever o indice de tempo t como função do número de anos r = 1,2,. . .,n e dos meses
m = i,2,...,s ,ou seja, t(r,m) = (r—l) s + m. Assim temos Zum,) como sendo a

observação da série Ít no mês m do ano r.
ª Definimos a média “(nm) = EQZt(r,m))e a fimção de autocovariância

Yt(r,m)(j)=C0V(Zt(r,m),zt(r,m)+j), então, dizemos que o processo i2t(r,m),
r = l,2,...,n, m = 1,2,...,s) é periodicamente estacionário com período 5 se para dois
números quaisquer j e k, temos:

“t(r,m) : Nt(r,m)+ks (1)

Yt(r,m)(j) ? 'Y t(r,m)+ks(j) (2)

As equações ( l ) e ( 2 ) nos permite escrever "t(r,m) e 7t(,,m)( j) como função

só dem. Para r = 1, temos, t(r,m) = m e t(r,m) + ks = m + ks, então,

Um = “m+ks,

Y mÚ) : Ym+ks(j)-
Para r # 1, t(r,m) = (M) s + m + ks = m + k,s, onde : k,s = r + k -1, assim,

“m : “m+k'sª

:

Ym(j)=Ym+k's(j)-

Neste trabalho, sempre que estivermos nos referindo a um parâmetro que varia de
form periódica no tempo vamos indexa-lo somente no índice m, ou seja o parâmetro se
refer ao mês do ano. Assim temos por exemplo:

“t(r,m) : Um
Yt(r,m) (j) : Ym(j)-



Uma classe de modelos usuais para descrever séries temporais periodicamente
estacionárias são os modelos auto-regressivos periódicos PAR(pm), de ordem pm,

m _— l,2,. . .,s, estes modelos são dados por:

N pm N
(Zt(r,m) * lim) : .zldªi,m(zt(r,m)—i “ Um—i) + ªt(r,m) (3)

1:

onde um, (htm são Sanções periódicas com periodo s e ªt(f,m) é um ruído gaussiano

com as seguintes propriedades:

E(ªt(r,m)) : 0, r= l,2,...,n; m = 1,2,...,s
_] _t ,j=0E(ªt(r,m),ªt(r,m)+j) : lot“ j # 0

onde th], =oã1, tm > 0.

2. Propriedades Assintóticas da Função de Autocorrelação_

Vamos estabelecer as propriedades assintóticas do estimador das Funções de
autocorrelações pm(j) para vários passos j. 0 comportamento assintótico para o
estimador da função de autocorrelações ôm( j) para dois passos lixos j, k e para
m = 1,2,...,s.

O estimador da função de autocorrelação é dado por:

ima)
(4)pm : A A 1/2[7 m (º» m+j (º)]

onde a autocovariãncia estimada com base nos dados iZt(r,m)ai r = l,2,...,n,
m r 1,2,...,sl é definida como:

A .
1 " N A “" A

vm(i)=g Zl(Zt(r,m)—um)(Zt(r,m)+j—um+j) (5)
[:

onde
n
2 Zt(r,m),m= ],2,...,S.
:] '



Os termos na equação (5) envolvendo Zum,), são adotados iguais a zero

sempre que t(r,m) > ns.
A distribuição conjunta das autocorrelacões periódicas estimadas é dada no

Teorema abaixo, o qual foi provado por Anderson e Vecchia (1993).

Teorema: Seja Zt(r,m) : Zt(r,m) +um onde iZt(r,m) , r = l,2,...,n,
m = l,2,...,s & é um processo auto-regressivo periódico e lim é uma função periódica
com período s. Então para quaisquer inteiros positivos j e k com j $ k,

A . _ . W.. w.k"mí pm(J) Pm(J)] Níºªi ]] ]
(amoo—pino) % Wkk (6)

onde ':>'dcnota convergência em distribuição, N(p., W) denota a distribuição normal
multivariada com vetor de média ;; (: matriz de covan'ância W.

ôma)=[p1(1),p2(l),...,ps(l)1' (7)

pma)=[p1(l),p2(l),...,ps(l)1'
'

(8)

e
+00 . . . .

W = ZíFanka—jªV—J +Fv+kªij—j“V—J -
v=—oo

— Fj(l + nJ)FvFv+an - Fvnij_jnv_J(l + n'k)Fk +
1 - _+5Fj(l+nJ)Fv21tV(I+1t k)]:k)

(9)

onde 1 é a matriz identidade s >< s e Fv : diag(p1(v),p2(v),...,ps(v)) e n é uma matriz
ortogonal de permutação cíclica s >< s:

O

'
O

'—'0 CO

OC"-—

CO 0—-

—k ” . . .com n ª (n1 )k, nº a matriz de identidade s >< s e,



nidiaglal, az,...,as)1t—3 = diaglaj, aj.,_1,...,aj_s)
onde (am) é qualquer sequência de constantes satisfazendo am + k S = am para todo k.

Quando s = ], a expressão para ij em (9) reduz-se a:

+00ij = Zi P(V)p(V + R — i) + P(V + k)p(V - j) — 20(j)p(V)p(V + R)
(10)v=——oo

— 29(V)p(v — i)p(k) + ZP(j)P(k)P2 (V)),

considerando agora j = k temos a variância de n“ 2[ôm( j) — pm( j)] a qual é muito útil

na identificação da ordem dos modelos. Essa variância é dada por:

+00

Wkk = 2 (pº (v) + p(v + k>p(v — k) — 2p<k)p(v)p(v + k)
(1 1)v=—oo

—2p(v>p(v—k)p<k) +2pª<k>pº<v>1

A equação (1 1) é conhecida como fórmula de Bartlett para processos estacionários
de segunda ordem [Bartlett - 1946 apud Anderson e Vecchia - 'l993].

Supondo agora um processo para o qual todos as autocorrelações p(v) : 0 para v > q
então todos os termos de (l l), exceto o primeiro, são zero para k > q. Assim a variância de

nªªiôm(k>—pm(kn é dada por:

q
2

Wkk = u+22p (v)) (12)
v=l

A expressão (12) é muito útil quando a função de autocorrelação do processo e'

usada para identificar a ordem dos modelos. Isso é feito testando-sea hipótese nula
H0:p( j) = 0 e construindo-se o intervalo de coníiança para p( j) dado por:

60) 1“ Za JVªr(ô(j)) .

(13)

ªl
onde za é uma estatística N(O, ]) e Vªr(ô(j)) .». ª“ + 2 Z pz (v); .

V:]

3. Determinação da Periodicidade na Função de Autocorrelacão

Supondo que (Ziºn); é uma série temporal sazonal observada sobre n-periodos,
é importante decidir se pm( j) pode ser considerado constante ou se pm( j) varia



periodicamente. Assumir que pm( j) é constante é equivalente a assumir que o

processo (Íqnm) — um) é estacionário no sentido fraco [Box; Jenkins; Reinsel - 1994].

Essa suposição resulta em considerável simplificações na inferência dos parâmetros do
modelo para izt(r,m)l . Entretanto, assumir falsamente que pm( j) é constante pode levar

a sérios erros de inferência [Tiao; Grupe — 1980]. Nesta seção vamos apresentar um
método para testar a hipótese de que pm( j) é constante em m versus a hipótese
alternativa de que pm( j) varia periodicamente com período 8.

A estatística teste é obtida a partir da representação de pm( j) , m = 1, 2, ...,s em
série de Forrier:

5/2
Pm(j) : ao + Zªiºim +Bisim- (14)

i=l

Consideramos somente os casos onde 3 é par, ou mais especificamente s =12 meses.
Assim temos ºim = cosZn fim, Sim = sen27t fim e fi = i/s é a frequência do i—ésimo

harmônico cujo harmônico limdamental tem frequência fl : l/s (quando 5 = 12, fl : 1/12 e
fi : i/s). Os estimadores de mínimos quadrados dos coeficientes ao e (ai,Bi) são dados
por:

1 s , _ , 5

ªi =— meumm, n=o,— (15)
sm=l 2

2 S , , , s
ai =— me(3)cim, x= l,2,...,——l (16)

2 S , , , s
bi : _ zpm(J)Sim, ]: l,2,...,——'1 (17)

Sm=l 2

onde bs/2 : O e ao é amédia dos ôm(j), ou seja,

1 s .ªo =; meU) (18)
m=l

Sob a hipótese Ho de que pm(j) é constante e não depende de m, temos
ªo = ômU) = 60), ªssim..

s/2
p(j)—60) = Xerem, +bisim) (19)

i=l

sabemos que [)( j) — p( j) , tem distribuição normal com média zero, portanto,



E(ô(j) - p(i)) = 0 (20)

substituindo (19) em (20) temos:

E(ai) = E(bi) = O, 1=1,2,...,q

As variâncias Var(ai) e Var(bi) podem ser calculadas por E(ai2), E(bi2)
respectivamente , usando (16) e (17) e supondo que ôm( j) : ()( j) , ou seja sob Ho temos,

4Var A ' S 4Var A '
_

sVar(ai)=—#ªº)-Zcim2=——gªl,1=l,2,..., 5—1 (21)
s i=l S

Similarmente para bi temos,

4Var A ' S 4Var “ '
_ sVar(bi)=——(2£ª(—J*º Xsim2 =_____g-_Í?_ÉJ_D, nª 1, 2, ..., 5—1 (22)

s i=l s

podemos calcular ainda

Cov(ai,bi)= 2 (23)4Var(ô(j))ª£c_
S. _ O

III] 11" _
S 1=l

Sendo ai e bi funções lineares de variáveis aleatórias normais, então ai e bi
também são variáveis aleatórias normais. Desta forma, podemos definir as variáveis
aleatórias:

2ªi _Á _12 _S_
24

Vªf(ªi)—4Vªf(ô(j)), “ ,z ( )

biz Shi ' 1 2
s

1 (25)=-—;—.—, l= , ,..., ——
Vª(bi) 4Var(p(J)) 2

Então (24) e (25) definem s-l variáveis aleatórias com distribuição qui-quadrado
com grau de liberdade igual a um. Sendo ªi e bi variáveis aleatórias normais
independentes podemos definir a variável:

S/Z—l 2 2 2
2 _ ªi bi ªq

XS?! É; [Vª(ªi) + Var(b0il+
Var(aq)

(26)



onde x_i] é uma variável aleatória qui—quadrado com (s—l) graus de liberdade; Usando
(20) e (2l) temos

s/2— ]
s az2

_ (a?—t —— (27)Xs ': 4Var(p(j))2] +V ªf(P(J)) aq

Um teste para a hipótese que pm(j) é constante em m pode ser construída

baseada na estatistica xi] ,onde com um nivel de significância ot para o erro tipo I e

comparamos xi, calculada em (27) com o valor cn'tico xª_1(0t) , ou seja rejeitamos a

hipótese Ho, ao nivel ot se xª] > xi, (oc) . Neste caso, uma estrutura de autocorrelação
periódica é indicada. Esse método é similar ao proposto por Vecchia e Ballerini (1991),

que desenvolve um teste para autocorrelação periódica usando a mesma estatística. xª] .

No entanto a variância usada por Vecchia e Ballerini (1991 ), foram expressa em termos da
densidade espectral de vários produtos de processos ÍZt(r,m)Zt(r,m)+ji . Em Anderson e

Vecchia (1993) eles mostram que expressar a variância assintótica diretamente em termos
da função de autocorrelação de Zt(r,m) aumenta o poder do teste. Aqui, neste trabalho,
seguimos a proposta de Anderson e Vecchia (1993), no entanto a variância assintótica é
estimada usando a aproximação de Bartlett a qual simplifica consideravelmcnte a
estimação da variância e diminui o esforço computacional, aumentando a viabilidade da
aplicação do teste em problemas práticos.

4. Exemplos de Aplicações

Aplicamos o método proposto neste trabalho para vários exemplos de séries
temporais, sendo quatro exemplos para séries geradas e um exemplo para série de dados
reais.

Exemplo 1. Série gerada por um modelo AR(l) estacionário, dado por:

ZÍ : 0.8Z(__l +31, ªl ”“' N(0,4).

Exemplo 2. Série gerada por um modelo AR(2) estacionário, dado por:

Para estes dois exemplos acima temos séries estacionárias, portanto espera-se que
a hipótese Ho :pm( j) é constante em m, não seja rejeitável.



Exemplo 3. Série gerada por um modelo PAR(I), dado por:

2
Zt(r,m) : (bl(r,m)zt(r,m)—l + ªl(r,m)a ªt(r,m) '” N(0aqjl(r,n1)) ,

cujos valores dos parâmetros são dados na Tabela 1.

Tabela 1. Parâmetros do Exemplo 3

ºi?-n (bm

0.767 0.979 0.642 0.206
0.739 0.995 0.674 0.102
0.776 0.995 0.630 -O. 100
0.841 0.995 0.542 0.100
0.903 0.980 0.430 0.197
0.949 0.956 0.315 0.293

Exemplo 4. Série gerada por um modelo PAR (2), dado por:

2
Zl(r,m) : Ól,mzt(r,m)—l +Ó2,mzl(r,m)—2 + ªt(r,m), ªt(r,m) “ N(0vlyl(r,m)) =

onde os parâmetros são dados na Tabela 2.

Tabela 2. Parâmetros do Exemplo 4
6,2“ ÓLm Ó2,m

0. l 96 0.296 | . 132 0.900 -0.638 -0. 1665
0.212 0.227 0.889 0.217 -0.057 ' -0.0214
0.200 0.150 0.722 0.331 0.0231 —0.3773

0.174 0.161 0.593 0.829 0.0735 —0.3921

0.164 0.124 0.798 0.733 -0.0343 0.0952
0.155 0.153 0.694 0.966 0.1443 -0.3854

Exemplo 5. Série com dados reais de vazões médias mensais em (m3 /s) que
chegam ao reservatório da hidroelétrica de Fumas no sudeste do Brasil. Esta é uma série
mensal com dados coletados de janeiro de 1931 a dezembro de 1990, tendo portanto 60
anos de dados mensais, ou seja, uma série sazonal com 720 valores observados. O modelo
ajustado para esta série foi um PAR(2), dado por:



2
Zt(r,m) : Ól,mzt(r,m)—l +(3,2,mzt(r,m)—2 + ªt(r,m): ªt(r,m) '” N(Oa.Pt(r,m))

onde os valores estimados dos parâmetros são dados na Tabela 3.

Tabela 3. Parâmetros do Exemplo 5

6,2" ªbl,m Ó2,m

562.1258 608756 06363 0.618] -0.0891 0.3502
562.6235 51.230] 0.6343 0.8607 —0.1755 0.0732
513.8956 139.9743 0.4125 0.506] 0.2729 0.3435
233.1583 149.8997 0.6178 0.440] 02195 0.372]
1216653 2008616 0.6738 0.7912 0.2539 —0.0277

1425464 3605217 0.6869 0.3427 0.2092 0.3916

Para os exemplos 3, 4 e 5 respectivamente temos séries periódicas, com r = 60
anos, m =], 2, ...,s e s = 12, podemos constatar que as funções de autocorrelações pm( j)
são periódicas, ou seja, rejeitamos Ho nestes exemplos para todos os 12 meses, como
mostra a Tabela 4.

As Figuras 1 e 2 apresentam o comportamento das funções de autocorrelações
para os passos j = I, 2, 3, quando utilizamos os dados gerados pelo modelo AR(Z) do
exemplo 2 c os dados reais de Fumas do exemplo 5 respectivamente. Podemos observar
que para a série estacionária as funções de autocorrelações apresentam um
comportamento razoavelmente constante para todos os meses, ao contrário do que
observamos para a série sazonal de Fumas.

0.8 ' ' | T

06-W“)0.4v '

-

0.2 - — passo 1 '
e ate Bassog& 0 assoU 0_ -<
LL

-0.2L

-014.

-0.6-

-0.8 . . . . .

0 2 4 6 8 10 12
MESES

Figura 1. Funções de Autocorrelações para a série gerada AR(2).
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Figura 2. Funções de Autocorrelações para a série de Furnas.

A Tabela 4 apresenta os valores da estatística teste Xª—l , para os passosj = 1, 2, 6,

comparamos estes valores com os valores críticos para os níveis de significância 5% e
10% respectivamente.

Tabela 4. Resultados da estatística teste 7612] para as séries dos exemplos
Passos

Séries 1
. 2 3 4 5 6

AR(l) 1.88 3.11 8.50 9.83 8.5] 3.78
AR(2) 4.09 7.71 12.45 7.52 16.65 15.4
PAR(l) 190.59 136.62 80.81 56.61 49.81 43.5653
PAR(2) 122.19 317.77 239.76 163.32 64.99 26.36
Furnas 40.82 82.63 122.88 113.16 93.70 72.36

Considerando os valores críticos xf1(0.05)=19.6751 e xf1(0.01)=24.7250
podemos observar que o teste confirma a estacionariedade das séries geradas pelos
modelos AR( 1) e AR(2), ou seja, não se rejeita a hipótese Ho de que as funções de
autocorrelação pm( j) são constantes em m. Para as demais sén'es comprovamos a
periodicidade, ou seja, as funções de autocorrelação pm(j) variam de forma periódica
com período s.
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5. Conclusão

Os resultados apresentados não são surpreendentes uma vez que estamos
trabalhando com séries das quais conhecemos o comportamento das limções de
autoeorrclação. Estes resultados apenas comprovam de fato a validade do teste aqui
proposto e destaca mais uma vez a viabilidade da aplicação em problemas práticos.
Através deste estudo, visamos fazer uma maior exploração de resultados.
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