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Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Antonio de Pidua Franco Filho

Orientadora: Elvia Mureb Sallum

Simbologia:
B* = {zeR"/|z|| <1}
s = {zeRY||z|| =1}
onde x = (z,....1,) e |z = ol +.0 4 a2)03

Teorema: Toda funcao continua f: B® — B" admite um ponto fixo.
Este Teorema decorre da seguinte proposicao:

Proposigao 1: Nio existe uma funcao continua f : B® — S™! que satisfaga f(z) =
z Vz e S~1.

Prova do Teorema. Por absurdo. suponhamos que exista g : B" — B" continua, tal
que Vz € B" g(z) # z. Entao a semi-reta de origem em g¢(x) que passa por r determina
um ponto h(z) em S™!', h: B* — S"! é continua e h(z) = z Vz € S™', o que
contradiz a Proposicao 1.
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A Proposicao 1, decorre dos dois Lemas seguintes:

Lema 1. Se existir f : B" — S continua tal que f(z) =z Vz € S™!, entao existira
h:B* — Sm=1 de classe (! tal que h(z) = = Vz € S™1,

Lema 2. Nao existe uma fungao h : B® — S™! de classe C'! tal que h(z) = = Vx € S™1,
Prova do Lema 1. Seja f : B" — S continua tal que f(z) = z Vz € SV

Procuraremos uma funcao R(z) = (Ry(z),...,R(x)) cujos componentes R, : B" — R
sejam polinémios e tal que:

R(z)=0. Vz € S™"' e g(z)=a+ R(z)#0 Vz € B".
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Nestas condigées. podemos definir A(z) = ITJL(L:_%I—I em B", de classe C' e com A(z) =
z, Vz € S§™1,

Para obter R(z), seja P(z) = (Pi(z),.... Fu(z)) uma funcao cujos componentes sao
polinémios. tal que

If(z) =z = P(z)|| < 1/4. Vz/||z|| < 1

conforme nos permite o Teorema de aproximacao de Weierstrass.

Procuramos um polinémio real Q(||z||?) tal que Q(1) =0 e a fungao g(z) = 2+ R(z) =
r + Q(||z||*) P(x) nao se anule em B™.

Como y = f(z) — z ¢ continua no compacto B e y(z) = . ¥z € S*'. dado ¢ = 1/4,

existe 6 > 0, que podemos supor ¢ < 1/4, tal que para ¢t ¢ $"-!
e =t <6 <1/4=|ly(z) - y(t)]| = || f(z) - 2] < 1/4.

Logo, para todo z com 1 > ||z|| > 0 =1~4 > 3/4 temos || f(z) — z|| < 1/4. Entao
impondo |Q([|z]|*)] £ 1 Vz € B, teremos que para 6 < ||z|| < 1

la()ll = llz + QUzl){f(z) = ¢} - QUIz|){ f(x) - ¢ - P(z)}]
o)l 2 Nzl = [QUIZIM 1£(z) - £l = QU= 1 £(z) - = — =)
3 1 i1
e, [P, [
4 4 4

Para ||z|| < ¢ escrevemos:
Mm=r+Qmﬂﬁﬂﬂfﬂﬂ—Qmﬂﬂuu%w~Pun—u—Qmwﬂnﬂm—n.

Impondo Q(||z||*) > 3/4 temos:

lo(@)l 2 1) = QUizINA =) - = Pla)l - (1 = Qe f(x) - =1
e como || f(z) = z|| < ||f(z)|| + ||z|| < 2. temos:
ol 2113 (1- 3221

Portanto ||g(z)|| > 1/4, Vz € B™.
Resta mostrar como obter o polinémio Q(||z]f?). Seja (||z||*) continua.
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Pelo Teorema de aproximacio de Weierstrass, existe um polinémio S(||z||?) tal que



lelllell®) = S(lz]1*)] < &. O polinémio Q(f|z||?) = S(||z||?) — 5(1) satisfaz
Q) =0. Q) <1 Vo€ B" e Qlzl|*) = 3/4 “z/fzl* <0< 1.
m}

Prova do Lema 2. Suponhamos por absurdo, que exista [ : B* — 5™7! de classe (!,
tal que f(z) = z. Vz € §™-1.
Consideremos em B™ as fungoes g(z) = f(z)-z e fi(z)=z+t(f(z)-z), Vt€[0,1],
que sao de classe ("', Observemos a seguir algumas de suas propriedades:
L fo(z) = e fi(z)= f(a).
2.Vt fz) € B® e Vr e S} file) = =,
3. df(z) = I, + tdg(z) onde I, denota a identidade de R™.

1. J(t,z) = det[dfi(z)] = 1 + An(2)t" +.. .+ A(z)t onde cada A, : B® — IR é continua.
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Afirmamos que, existe ty, 0 < to <1 tal que J(t,z) >0 Vt € [0.tof.
Com efeito, como cada A; é continua no compacto B". estas assumem seus minimos

a; e temos J(t,z) > 1 + ayt™ + ... + a;t em [0,1]. Basta tomar 0 < ty < 1 tal que
Ltant®+ ... +ait >0em [0, to[.

Podemos ainda tomar ¢y, de sorte que f, seja bijetora ¥t € 0.0

Com efeito, como ¢ ¢ (' no compacto B*, 3IM > 0/Vz.y € B™. fla(z) = gyl <
My - z|.

Tomando, 0 < ¢t < t, < 1/M, teremos que f, é injetora. pois f,(z) = f(y) =
Iz = ull = tlig(z) - g(u)ll < tMllz =yl = = = .

o
Para 0 < ¢t < ty, o Teorema da fungao inversa, assegura que fi(B™) é aberto.

Mostrando que f,(é)") =B°", teremos f,(B") = B".
5" %
@) ) ¢

Por absurdo, suponhamos que f,(Bo") gé)".
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Sejam ¢ € B™ \fy(B™) e g € f(B"). O segmento de reta le.g| determina o ponto
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b € of(B™). Seja fi(x) com z, € B™ uma sequencia convergente para b. (‘omo B" &
compacto. a sequencia r, admite uma sub-sequencia r., — r € B". Logo fi(x) = b. Mas

b ¢ fi(B") portanto z € S™! e temos b = r = fe(x). Absurdo pois b € [i"‘
Portanto. Vt € (0,0, fi(z) é bijetora.
Definimos a funcao polinomial 7 : [0,1] — R por

hiit) = /B" Jit.z)dz.

Para 0 <t < to, I(t) = Iy = n-volumede B"™ > 0. e como I(t) é um polinémio
constante em [0. o[, é constante em [0, 1]. Logo /(1) = /(0) > 0.

Mas J(1,r) = det[df(z)] = 0. De fato. como < flx), flz) >= 1 entio
< 22 f(z) >= 0, istoé{—*’— ..... - }AL.D.

- ez pa,

Logo /(1) = fgn 0dz = 0. absurdo.

Portanto. notif : B" — 5™~! de classe (! tal que fir) = z. ¥z € $71.
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