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Simbologia: 

n: {x E rn,n/1/xll :S 1} 
5n-l {x E IR,n/llxll = l} 

onde :r = (x1, ...• xn) e 1/xll = {x; + ... + x~}112. 

Teorema: Toda função contínua f : B" --> B" admite um ponto fixo. 
Este Teorema decorre da seguinte proposição: 

Proposição 1: Não existe uma função contínua f : B" --, 5n-1 que satisfaça f(x) = 
X Vx E 5n-l_ 

Prova do Teorema. Por absurdo, suponhamos que exista g : B" --, B" contínua, tal 
que Vx E B" g( x) f. x. Então a serni-reta de origem em g( x) que passa por x determina 
um ponto h(x) em 5n-I, h : B" --, 5n-l é contínua e h(x) = x Vx E 5n-l, o que 
contradiz a Proposição 1. 
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A Proposição 1, decorre dos dois Lemas seguintes: 

Lema 1. Se existir f: B" _, 5n-l contínua tal que f(x) = x Vx E 5n-1, então existirá 
h : B" --, 5n-l de classe C1 tal que h( X) = X Vx E 5n-l. 

Lema 2. Não existe uma função h : B" -+ 5n-l de classe C1 tal que h( X) = X \/x E 5-·n-l. 

Prova do Lema 1. Seja f : B" _, 5n-l contínua tal que f (x) = x \/x E 5n-t. 
Procuraremos uma função R( x) = ( R1 ( x), ... , Ii; ( x)) cujos componentes R1 : B" --> IR, 
sejam polinômios e tal que: 

R(x) = O. Vx E s::' e g(x) = x + R(x) f. O 'vx E B". 



Nestas condições. podemos definir h(x) = 11;);l11 em B", de classe C1 e com h(x) = 
X, 'vx E 5n-J_ 

Para obter R(x), seja P(x) = (Pi(x), .... Pn(x)) uma função cujos componentes são 
polinômios. tal que 

//f(x) - x - P(x)II < 1/4, Vx//lx/1 :S 1 
conforme nos permite o Teorema de aproximação de Weierstrass. 

Procuramos um polinômio real Q(/lxll2) tal que Q(I) = O e a função g(x) = x+R(x) = 
x + Q(l/x//2)P(x) não se anule em B", 

Como y = f(x) - X é contínua no compacto B" e y(x) = O. 'vx E sn-l. dado é= 1/4, 
existe b > O, que podemos supor b < 1/4, tal que para t E 5n-l 

/lx - t// < b < 1/4:::} /ly(x) - y(t)I/ = 1/J(x) - xll < 1/4. 
Logo, para todo x com l 2: 1/xjj 2: () = 1 - b > 3/4 temos llf(x) - .rll < 1/4. Então 

impondo IQ(llxll2)1 :S 1 'vx E B", teremos que para é' :S Jfxll :S l 
l/g(x)I/ = //x + Q(//xl/2){J(x) - .r} - Q(l/xjj2){f(x) - .r - P(x)}// 
//g(x)I/ > //xll - lQ(//x//2)/ IIJ(x) - .r// - lQ(//x//2)/ /IJ(x) - :r - P(x)/1 

:3 1 1 l > - - l. - - l . - = -. 
4 --1 --1 --1 

Para llxll :S () escrevemos: 

g(x) = x + Q(l/xll2)P(x) ~ f(x)-Q(//x//2){J(x)- .r -P(x)}- {l -Q(//x/12)}{!(:r)- .r}. 
Impondo Q(j/xjj2) 2: :J/4 temos: 

//g(x)// 2: IIJ(x)/1- Q(jjxl/2)/IJ(x) - .r - P(x)II - (l - Q(//x//2)/lf(x) - x// 
e como /lf(x) - x// :S /IJ(x)// + 1/xl/ :S 2. temos: 

l :J 1 
/lg(x)/12 1-1 · ~ - (1- ~) · 2 = 4 

Portanto 1/g(x)// 2: 1/4, Vx E B", 
Resta mostrar como obter o polinômio Q( /lxl/2). Seja 'P(l/xll2) contínua. 

{ 
l; O :S l/x//2 :S 0 < l 

1\ ip(//x//2) = . 
/ 7(1-llrW) ~ < () < //x//2 < 1 

8(1-0) ' 4 - - 

7/ i7 /1 /' 

8~v~1
~-: ~~--/-> S 

J;": ' . ; 
/ 1,,, 1 •\ j t_/J -·-- - . - 1 ' 

1 ' ~ 
------1---1------1----.,. 

J;I( 0 J 

Pelo Teorema de aproximação de Weierstrass, existe um polinômio S(//x//2) tal que 
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[~(llxll2) - S'(llxll~)I < ~- O polinômio Q(llxll2) = S(llxll2) - 5!1) satisfaz 

Q(l) = O. IQ(llxll2)l S l Vx E e: e Q(llxll2) 2 :J/-t 7x/ll-rll2 S O< l. 
o 

Prova do Lema 2. Suponhamos por absurdo, que exista f : B" ....... 5n-i de classe C1, 

tal que J(x) = x. Vx E 5n-l. 
Consideremos em B" as funções g(x) = J(x) - .r e ft(:J.:) = .r 7 t(f( x) - .r ), Vt E [O, l], 

que são de classe C1
. Observemos a seguir algumas de suas propriedades: 

l. fo(x) = x e f1(x) = f(x). 
2. Vt, Íi(x) E 3n e '\:/x E 5n-t f1(x) = x. 
3. df1(x) =ln+ tdg(x) onde ln denota a identidade de lR". 

-L J(t,x) = det[df1(.r)] = l+An(xW+ ... +A1(x)t onde cacia .-\.1: Bn----+ lRé continua. 

t, 

Afirmamos que. existe t0, O< t0 < l tal que J(t,.r) > O Vt E [O.to[- 
Com efeito, como cada Ai é contínua no compacto B", estas assumem seus mínimos 

ªi e ternos J(t,x) 2'. 1 + antn + ... + a1t em [0,1]. Basta tomar O< t0 < 1 tal que 
1 + antn + ... + a1t > O em [O, to[- 

Podemos ainda tomar t0, de sorte que f1 seja bijetora Vt E (O. to[. 
Com efeito, como g é C1 no compacto B"; :lM > 0/Vx. y E B", llg(x) - y(y)II :S 

MIIY -- .rll- 
Tcmando, O :S t < t0 < l/M, teremos que J1 é injetora. pois ft(x) = ft(Y) => 

llx - YII = tj/g(x) - g(y)II :S 1.Wllx - vil=> x = y. 
o 

Para O :S t < t0, o Teorema da função inversa, assegura que f1(Bn) é aberto. 
Mostrando que I, ( Bn) =Bn, teremos f1( Bn) = e: 

o o 
Por absurdo, suponhamos que ft ( Bn) ç.Bn. 
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-------------------- 

o o o 

Sejam e E B" \fi(Bn) e g E f1(Bn). O segmento cie reta [e,g] determina o ponto 
o o 

b E :pf1(Bn). Seja f1(x) com x~ E B" uma sequência convergente para b. Como B" é 
compacto. a sequencia z , admite uma sub-sequencia L, ~ x E B". Logo f

1
( .r) = b. Xlas 

b rf. j1(13") portanto x E 5n-J e temos b = :r = f,(x). Absurdo pois b E 131' 
Portanto. Vt E [O, to[, fi(x) é bijetora. 
Definimos a função polinomial 1: [O, l] ~ IR por 

I(t) = { .Jit.xJdx. lan 

Para O :::; t < t0, I(t) = lo = n-volume de B" > O. e como I(t) é um polinômio 
constante em [O, t0[, é constante em [O, l]. Logo 1( l) = 1/0) > O. 

Mas 1(1,.r) = det[df(x)] = O. De fato. corno < J(x),f(x) >= l cntào 

:WEl f( ) O . . { :p f :p f } . L D < ....... x >= . isto e - ..... - e .. 
~x, :PXt -,JXn 

Logo I( l) = fan 0dx = O. absurdo. 
Portanto. not3f: B" ...... 5n-l de classe C1 tal que f1x) = X. Vx E 5n-1. o 
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