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Anéis C*

Conforme vimos na Aula 1, os anéis C* podem ser usados para
construir modelos para a Geometria Diferencial Sintética.

MAT-6678 - Topics on C°° —Rings Aula 2



Anéis C*

Conforme vimos na Aula 1, os anéis C* podem ser usados para
construir modelos para a Geometria Diferencial Sintética.

Na aula de hoje veremos formalmente a definicdo de anel C* dos
pontos de vista funtorial e algébrico, priorizando este altimo.
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Teorias Algébricas

Ha classes de teorias algébricas que podem ser expressas por certos
objetos munidos de uma ou varias operacées que sio funcbes e
cujos axiomas s30 expressos por equacdes.
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Teorias Algébricas

Ha classes de teorias algébricas que podem ser expressas por certos
objetos munidos de uma ou varias operacées que sio funcbes e
cujos axiomas sdo expressos por equacdes. Por exemplo:

» A Teoria dos Grupos;
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Teorias Algébricas

Ha classes de teorias algébricas que podem ser expressas por certos
objetos munidos de uma ou varias operacées que sio funcbes e
cujos axiomas sdo expressos por equacdes. Por exemplo:

» A Teoria dos Grupos;

» A Teoria dos Anéis;
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Teorias Algébricas

Ha classes de teorias algébricas que podem ser expressas por certos
objetos munidos de uma ou varias operacées que sio funcbes e
cujos axiomas sdo expressos por equacdes. Por exemplo:

» A Teoria dos Grupos;

» A Teoria dos Anéis;

» A Teoria dos Médulos;
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Teorias Algébricas

Ha classes de teorias algébricas que podem ser expressas por certos
objetos munidos de uma ou varias operacées que sio funcbes e
cujos axiomas sdo expressos por equacdes. Por exemplo:

» A Teoria dos Grupos;

» A Teoria dos Anéis;
A Teoria dos Médulos;

A Teoria dos Reticulados;

v

v
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Teorias Algébricas

Ha classes de teorias algébricas que podem ser expressas por certos
objetos munidos de uma ou varias operacées que sio funcbes e
cujos axiomas s3o expressos por equacdes. Por exemplo:

» A Teoria dos Grupos;

» A Teoria dos Anéis;

» A Teoria dos Médulos;

» A Teoria dos Reticulados;

A Teoria das Algebras de Boole

v
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Teorias Algébricas

Note, no entanto, que a Teoria dos Corpos n3o pode ser expressa
dessa forma, uma vez que a “operacido” de tomar o inverso
multiplicativo:
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Teorias Algébricas

Note, no entanto, que a Teoria dos Corpos n3o pode ser expressa
dessa forma, uma vez que a “operacido” de tomar o inverso
multiplicativo:

inv: K\{0} —» K
k — kL
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Teorias Algébricas

Note, no entanto, que a Teoria dos Corpos n3o pode ser expressa
dessa forma, uma vez que a “operacido” de tomar o inverso
multiplicativo:

inv: K\{0} - K

k — k1

s6 esta definida para elementos n3o nulos, ndo sendo assim uma
funcdo de K em K.
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Teorias Algébricas

Definicio
Uma teoria algébrica é uma categoria pequena, T com produtos
finitos.
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Teorias Algébricas

Definicio
Uma teoria algébrica é uma categoria pequena, T com produtos
finitos.

Exemplo

Considere a categoria Pol cujos objetos sdo poténcias cartesianas
de R, ou seja, Obj (Pol) = {{x},R,R?,--- |R",-.-}, e cujos
morfismos sdo fungdes polinomiais entre estes objetos, ou seja, para
quaisquer m,n € N,
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Teorias Algébricas

Definicio
Uma teoria algébrica é uma categoria pequena, T com produtos
finitos.

Exemplo

Considere a categoria Pol cujos objetos sdo poténcias cartesianas
de R, ou seja, Obj (Pol) = {{x},R,R?,--- |R",-.-}, e cujos
morfismos sdo fungdes polinomiais entre estes objetos, ou seja, para
quaisquer m,n € N,

Hompg (R™,R") = {R™ 5 R" | p é polinomial}

Como Pol é uma categoria pequena (Obj (Pol) é enumeravel) e
tem todos os produtos finitos, segue que Pol é uma teoria algébrica
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Anéis C* como Teoria Algébrica

Exemplo

Considere a categoria C™ cujos objetos sdo poténcias cartesianas
de R, ou seja, Obj (C®) = {{*},R,R? ... R" ...}, e cujos
morfismos sdo funcées de classe C*° entre estes objetos, ou seja,
para quaisquer m,n € N,
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Anéis C* como Teoria Algébrica

Exemplo

Considere a categoria C™ cujos objetos sdo poténcias cartesianas
de R, ou seja, Obj (C®) = {{*},R,R? ... R" ...}, e cujos
morfismos sdo funcées de classe C*° entre estes objetos, ou seja,
para quaisquer m,n € N,

Homeo (R™,R") = C®°(R™,R")

Como C® é uma categoria pequena e tem todos os produtos
finitos, segue que C> é uma teoria algébrica.
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Exemplos de Teorias Algébricas

Definicdo
Sejam T uma teoria algébrica e £ um topos. Um modelo da
teoria T em £ é um funtor:

A:T—=E

que preserva produtos finitos.
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Anéis C* como Teoria Algébrica

Neste curso nos restringiremos a £ = Set.
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Anéis C* como Teoria Algébrica

Neste curso nos restringiremos a £ = Set.

Exemplo

Um modelo de Pol é um funtor que preserva produtos:
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Anéis C* como Teoria Algébrica

Neste curso nos restringiremos a £ = Set.

Exemplo

Um modelo de Pol é um funtor que preserva produtos:

A : Pol — Set

e é denominado uma R—algebra.
Um modelo de C*° é um funtor que preserva produtos:
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Anéis C* como Teoria Algébrica

Neste curso nos restringiremos a £ = Set.

Exemplo
Um modelo de Pol é um funtor que preserva produtos:

A : Pol — Set

e é denominado uma R—algebra.
Um modelo de C*° é um funtor que preserva produtos:

A:C*® — Set

e é denominado um anel C*°.

MAT-6678 - Topics on C°° —Rings Aula 2



Anéis C* como Teoria Algébrica

Neste contexto temos a seguinte:
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Anéis C* como Teoria Algébrica

Neste contexto temos a seguinte:
Definicdo

Um anel C* é um funtor que preserva produtos finitos:
A:C*® — Set

Um morfismo de anéis C*° A e B é uma transformacdo natural,

AL B
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Anéis C* como Teoria Algébrica

Ainda no contexto da definicdo acima, podemos pensar em uma
R—algebra como um funtor capaz de interpretar todas as funcdes
polinomiais.
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Anéis C* como Teoria Algébrica

Ainda no contexto da definicdo acima, podemos pensar em uma
R—algebra como um funtor capaz de interpretar todas as funcdes
polinomiais.

Um anel C* &, portanto, um funtor capaz de interpretar todas as
funcdes de classe C™.
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Anéis C* como Teoria Algébrica

Ainda no contexto da definicdo acima, podemos pensar em uma
R—algebra como um funtor capaz de interpretar todas as funcdes
polinomiais.

Um anel C* &, portanto, um funtor capaz de interpretar todas as
funcdes de classe C™.

Neste sentido, anéis C*° generalizam R—algebras: como toda
funcdo polinomial &, em particular, de classe C*°, segue que a todo
anel C*° subjaz uma estrutura de R—algebra.
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Exemplo de Anel C*°

Exemplo (Versdo Funtorial)

Dado qualquer m € N, pode-se demonstrar que o funtor:

A: C*® — Set
R~ C®(R™)
)k
fl f*i—fo—

RP (C(R™))P

preserva produtos finitos.
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Anéis C* como Algebra Universal

Definicdo (operacdo n—aria)
Sejam A um conjunto e n € N. Uma operacdo n-aria em A é uma
funcdo f : A" — A. O niimero n é a aridade da operacio f.
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Anéis C* como Algebra Universal

Definicdo (operacdo n—aria)
Sejam A um conjunto e n € N. Uma operacdo n-aria em A é uma
funcdo f : A" — A. O niimero n é a aridade da operacio f.

Defini¢do (tipo de similaridade)
Um tipo de similaridade, T, é um par (T,ar: T — N), onde T é
um conjunto de simbolos e ar : T — N é uma func3o que a cada

simbolo associa uma aridade. Costuma-se denotar T, = ar”'[{n}],
de modo que T = | |,y Th
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Anéis C* como Algebra Universal

Definicdo (algebra de tipo 7))
Seja T =(T,ar: T — N) um tipo de similaridade. Uma algebra
de tipo T consiste de um par (A, ®), onde A é um conjunto e:

b |_|n€NT,, — UneNFun(A”,A)
(t,n) = O(t): A" = A

é uma funcio que ‘interpreta” os simbolos n—arios de T como
operagbes n—arias.
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Anéis C* como Algebra Universal

Defini¢do (estrutura C™)

Uma estrutura C*° é uma algebra de tipo T = (T,ar: T — N),
onde:
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Anéis C* como Algebra Universal

Defini¢do (estrutura C™)

Uma estrutura C*° é uma algebra de tipo T = (T,ar: T — N),
onde:

T=|]c*®"R)

neN

ar(f:R" = R)=n
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Anéis C* como Algebra Universal

Defini¢do (estrutura C™)

Uma estrutura C*° é uma algebra de tipo T = (T,ar: T — N),
onde:

T=|]c*®"R)

neN

ar(f:R" = R)=n

Desta forma, uma estrutura C*° é um par (A, ®), onde A é um
conjunto ndo vazio e:

o |_|n€N COO(RH7 R) — |_|n€N Fun (An7 A)
®RHR) = an D g
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Anéis C* como Algebra Universal

Defini¢do (morfismo de estruturas C*)

Sejam A = (A, ®) e B = (B, V) duas estruturas C>*. Um
C*>®—morfismo é uma fungdo ¢ : A — B tal que para qualquer
n € N e qualquer f € C*°(R",R) o seguinte diagrama comuta:
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Anéis C* como Algebra Universal

Defini¢do (morfismo de estruturas C*)

Sejam A = (A, ®) e B = (B, V) duas estruturas C>*. Um
C*>®—morfismo é uma fungdo ¢ : A — B tal que para qualquer
n € N e qualquer f € C*°(R",R) o seguinte diagrama comuta:
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Categoria das Estruturas C*™

E rotineiro demonstrar que a classe das C*°—estruturas e dos
C® —morfismos constituem uma categoria, que denotamos por
C>°Str. (Verifique!)
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Anéis C* como Algebra Universal

Defini¢do (Anel C>)
Um anel C* é uma estrutura C*°, A = (A, ®) tal que:
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Anéis C* como Algebra Universal

Defini¢do (Anel C>)
Um anel C* é uma estrutura C*>°, A = (A, ®) tal que:
» Dados quaisquer n, k € N e qualquer projecdo na k-ésima

coordenada, py : R" — R, ®(py) : A" — A for a projecdo na
k-ésima coordenada;
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Anéis C* como Algebra Universal

Defini¢do (Anel C>)
Um anel C* é uma estrutura C*>°, A = (A, ®) tal que:
» Dados quaisquer n, k € N e qualquer projecdo na k-ésima

coordenada, py : R" — R, ®(py) : A" — A for a projecdo na
k-ésima coordenada;

» Dados quaisquer m,n € N, para quaisquer
f,g1, - ,8n € C*°(R™ R) e qualquer h € C*°(R",R) tais que
f=nho(g, - ,8n) tem-se:

o(f) = ®(h) o (P(g1), -, P(gn))
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Anéis C* como Algebra Universal

Exemplo (Versdo Algebra Universal)

Dado qualquer m € N, notamos que o conjunto C**(R") pode ser
munido de uma estrutura C*:

Q: UpenC*R"R) — Upen Func (C*(R™)",C>(R™))
o f fo: C®RM" — C>®(R™)
R"=R) = (b, ha) > Fo(hy,eee s h)

de modo que é facil ver que (C*°(R™),Q) é um anel C*. A
estrutura 0 é denominada por nés como a estrutura C*° candnica
de C>°(R").
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Anéis C* como Algebra Universal

Observe que os exemplos dados na versdo funtorial e na versdo via
Algebra Universal codificam exatamente as mesmas informagdes.

Se denotarmos por FPPF(C>, Set) a categoria dos funtores que
preservam produtos finitos (“Finite Product Preserving Functors”)
de C*° em Set, existe uma equivaléncia de categorias:
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Anéis C* como Algebra Universal

Observe que os exemplos dados na versdo funtorial e na versdo via
Algebra Universal codificam exatamente as mesmas informagdes.

Se denotarmos por FPPF(C>, Set) a categoria dos funtores que
preservam produtos finitos (“Finite Product Preserving Functors”)
de C*° em Set, existe uma equivaléncia de categorias:

v : FPPF(C™, Set) ~ C*°Rng
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Anéis C* como Algebra Universal

Definicdo (homorfismo de anéis C*)

Sejam A = (A, ®) e B = (B, V) dois anéis C*°. Um
C*>°—homomorfismo é um um C°°—morfismo entre 2 e B, ou
seja, uma fungdo ¢ : A — B tal que para qualquer f € C>*(R",R)

AN 2. gn
¢(r’)i lwm
%)

comuta.
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Anéis C* como Algebra Universal

Definicdo (homorfismo de anéis C*)

Sejam A = (A, ®) e B = (B, V) dois anéis C*°. Um
C*>°—homomorfismo é um um C°°—morfismo entre 2 e B, ou
seja, uma fungdo ¢ : A — B tal que para qualquer f € C>*(R",R)

comuta.

e Definimos, assim, a categoria dos anéis C* e dos
C°°—homomorfismos, que denotaremos por C*°Rng.
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Anéis C* como Algebra Universal

Definicdo (homorfismo de anéis C*)

Sejam A = (A, ®) e B = (B, V) dois anéis C*°. Um
C*>°—homomorfismo é um um C°°—morfismo entre 2 e B, ou
seja, uma fungdo ¢ : A — B tal que para qualquer f € C>*(R",R)

comuta.

e Definimos, assim, a categoria dos anéis C* e dos
C*°—homomorfismos, que denotaremos por C*°Rng.

e E de imediata constatacio que C>*°*Rng é uma subcategoria
plena de C*°Str.
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Principais Construcdes

Uma vez que C®°Rng é uma teoria equacional, C°°Rng é fechada
em C°°Str por muitas construgdes algébricas.
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Subanéis C*

Definicdo

Sejam 2 = (A, ®) um anel C*°— e B C A. Dizemos que (B, ®’) é
um subanel C* de (A, ®) se, e somente se, para todo n € N,

f e C*(R",R) e(br,---,bp) € B" tivermos:

o(f)(b1, - ,bn) €B
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Subanéis C*

Definicdo

Sejam 2 = (A, ®) um anel C*°— e B C A. Dizemos que (B, ®’) é
um subanel C* de (A, ®) se, e somente se, para todo n € N,

f e C*(R",R) e(br,---,bp) € B" tivermos:

o(f)(b1, - ,bn) €B

B é fechado por qualquer funcional C*° n-ario.
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Subanéis C*

Note que a estrutura C* de B é virtualmente a mesma estrutura
C>™ de (A, ®), uma vez que ambas interpretam os simbolos da
mesma forma.
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Subanéis C*

Note que a estrutura C* de B é virtualmente a mesma estrutura
C>™ de (A, ®), uma vez que ambas interpretam os simbolos da
mesma forma.

Entretanto, ®’ tem um codominio diferente, uma vez que:

P UneNCOO(]R”,]R) — UneNFunc(B”,B)
(R" 5 R) —  (®(f) [gn: B" — B)
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Subanéis C*

Proposicao
Seja {(Aa, Po)|a € A} uma familia de subanéis C* de (A, ®), de
modo que:

(Yo € N)(¥Yn € N)(VF € C®°(R",R))(Dn(f) = D(F) a4, Aa — Aa)

( />
aEN

" UpenC(R™R) = Upey Fune ((ﬂae/\ Aa)nvﬂae/\ Aa)
®RLHR) Q) 11,0 A"

Temos que:

é um subanel C®
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Subanel C* Gerado por um Conjunto

Definicdo
Seja (A, ®) um anel C*° e X C A. O subanel C* de (A, ) gerado
por X é:

Xy= (] (4,0,
XCA;
(Ai,®))=2(A,0)
onde (A;, ;) < (A, ®) significa que (A, ®;) é um subanel C* de

(A, ®)
Jjuntamente com a estrutura C*° dada na proposicdo anterior.
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Reunido Dirigida de Anéis C*°

Proposicao

Sejam (A, ®) um anel C*° e {(Aq, Po)|a € A}, N # @ uma familia
dirigida de subanéis C* de (A, ®), ou seja, uma familia tal que
para cada par de indices (o, B) € A x N existe algum ~ € N tal que:

AuC A, eA; CA,
Temos que (Jyep Aa, @), onde:

P UnEN COO(RH’ R) - UnEN Func ((Uael\ Aa) ! ’ Uae/\ AO‘)
R"HR) o ) [(Uyp )’

é um subanel C*° de (A, ).
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Observacido

Note que dada uma familia infinita de variedades de classe C*°,
{My | o €1}, TTjc) Mo ndo & uma variedade de classe C°.
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Produto de Anéis C*®

Defini¢do (produto de anéis C*)
Seja {(Aa, Pa)|a € A} uma familia de anéis C*>°. O produto desta
familia é o par ([],cp Aa, ™)), onde & é dado por:

OW: Upe € (RR) = Upe Fune (ILuenAa)” Tlaen Ao)

onde:

oM(f) : (ITaen Aa)n - [Loen Aa
((Raens s (xDaen) = (PalF)x3: -+ s x2))acA
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Congruéncias C*

Defini¢do (congruéncia C>)
Seja (A, ®) um anel C*°. Uma congruéncia C*° é uma relagio de

equivaléncia R C A x A tal que para todo n € N e toda
f € C>*°(R",R) temos:

(X1>YI)7 e 7(Xna)/n) €ER= (D(2)(f)((xlay1)7 e 7(Xn7yn)) €R

Em outras palavras, uma congruéncia C*° é uma relagcdo de
equivaléncia que preserva os simbolos funcionais C*.
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Congruéncias C*

Proposicao
Sejam (A, ®) um anel C*° e R C A x A uma relagdo de
equivaléncia. R é uma congruéncia C*° em (A, ®) se, e somente se,

(R x R, ®®"), onde:

®@": U,enC® (RM,R) — U,y Func(R", R)
R 5R) 5 0@(f) [ge: R" 5 R

é um subanel C*° do produto (A x A, ®()).
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Quocientes de Anéis C*

Definicdo
Sejam (A, ®) um anel C*° e R C A x A uma congruéncia C*. O
anel C*° quociente de A por R é:

(29

g:{ayaeA}

onde:

e para quaisquer (31, -+ ,ap) € (%)n ef € C*°(R"R),

o(F)(ar, - -+ ,an) = ®(f)(ar, -+, an)
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Quocientes de Anéis C*

Proposicao
Sejam (A, ®) um anel C*° e R C A x A uma congruéncia C*°. A
func3o:

é um homomorfismo C°.
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Congruéncias em Anéis C*°

Proposicdo
Sejam (A, ®) e (B, V) dois anéis C* e seja ¢ : (A, @) — (B, V)
um homomorfismo C*°. O conjunto:

ker(¢) = {(a,d') € Ax Alp(a) = ¢(a)}

é uma congruéncia C* em (A, ).
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Congruéncias C*

Corolario

Sejam (A, ®) e (B, V) dois anéis C* e ¢ : (A,®) — (B, V) um
C>—homomorfismo. Entéo (ker(yp), CD(Q)/) é um subanel C* de
(Ax A o(3),
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|deais Classificam Congruéncias C*

Todo anel C*° 2 = (A, ®) tem uma estrutura natural de anel
comutativo com unidade:
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|deais Classificam Congruéncias C*

Todo anel C*° 2 = (A, ®) tem uma estrutura natural de anel
comutativo com unidade:

(A, &(+), ®(-), #(1))
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|deais Classificam Congruéncias C*

Todo anel C*° 2 = (A, ®) tem uma estrutura natural de anel
comutativo com unidade:

(A, &(+), ®(-), #(1))

Um fato surpreendente da teoria dos anéis C*° é o de que as
congruéncias de anéis C* s3o classificadas pelos ideais do anel
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Anéis C*° Finitamente Gerados

Definicdo (anel C* finitamente gerado)

Um anel C** 2 = (A, ®) é finitamente gerado se existm n € N e

um ideal (no sentido da Teoria dos Anéis), | C C>°(R") tais que
C(R" = = . .

A= L e ® =, onde Q2 é a estrutura induzida por Q no

quociente. A categoria dos anéis C*° finitamente gerados é

denotada por C*°Rng; ,

MAT-6678 - Topics on C°° —Rings Aula 2



Teorema Fundamental do Homomorfismo

Teorema

Sejam (A, ®) um anel C*° e R C A x A uma congruéncia C*>. Para
todo anel C*° (B, W) e para todo C*°—homomorfismo

v: (A )= (B,V) tal que R C ker(y), ou seja, tal que:

(a,2") € R = p(a) = ¢(a),

. . . - (A
existe um tdnico C°°—homomorfismo, ¢ : (R’ <D> — (B, V), tal

que o seguinte diagrama comuta:
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Teorema Fundamental do Homomorfismo

Teorema

Sejam (A, ®) um anel C*° e R C A x A uma congruéncia C*>. Para
todo anel C*° (B, W) e para todo C*°—homomorfismo

v: (A )= (B,V) tal que R C ker(y), ou seja, tal que:

(a,2") € R = p(a) = ¢(a),

. . . - (A
existe um tdnico C°°—homomorfismo, ¢ : (R’ <D> — (B, V), tal

que o seguinte diagrama comuta:

(A @) - (B, V)
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Observacido

Note que a categoria Man, n3o é verdade, em geral, que a imagem
de uma variedade de classe C*° por uma funcdo C*° seja sempre
uma variedade.
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Observacido

Note que a categoria Man, n3o é verdade, em geral, que a imagem
de uma variedade de classe C*° por uma funcdo C*° seja sempre
uma variedade.

Em outras palavras, a categoria Man
no é fechada por imagens homomorfas.
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Imagens Homomorfas

Proposicdo
Sejam (A, ®) e (B, V) anéis C* e seja ¢ : (A, ®) — (B, V) um
C*>°—homomorfismo. O par:

([A], W)
onde:
v UnGN COO(RH7 R) — UnGN Func (QD[A]n? @[A])
(R"HR) o W(F) Ty ¢[A" - ¢[A]

é um subanel C*° de (B, V), denominado a imagem homomorfa
de A por ¢.
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Colimites de Anéis C*®

Teorema (Existéncia de Limite Indutivo Dirigido)

Sejam (I, <) um conjunto dirigido e ((Aa, ®a), taB)a,pel UM
sistema dirigido. Existe um objeto (A, ®) de C>*°Rng tal que:

(A, ) = lim(Aq, ®a)
ac

~
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Observacido

Em geral, ao pullback de duas variedades de classe C*° ndo é uma
variedade de classe C*° - a menos que se trate de um pullback
transversal. Desta forma, Man n3o é uma categoria fechada por
limites - uma vez que pullback é um limite.
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Existéncia de Limites Pequenos

Teorema (C*°Rng é completa)

Dada qualquer categoria pequena J e qualquer diagrama:
D: J — C*°Rng
h D(h)
(a=B) = (Ax,Pa) = (Ag, Pp)

existe um anel C* (A, ®) tal que:

(A,®) =

[0}

3

D(a)

m
-
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Coproduto de Anéis C*™

Definicdo
Sejam (A, ®) e (B, V) dois anéis C*°. O coproduto de (A, ®) e
(B,V) é um anel C* A ® B juntamente com os homomorfismos

C> canénicos:
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Coproduto de Anéis C*™

Definicdo
Sejam (A, ®) e (B, V) dois anéis C*°. O coproduto de (A, ®) e
(B,V) é um anel C* A ® B juntamente com os homomorfismos

C> canénicos:

com a propriedade universal de coproduto.
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Anéis C*™ Livres

Definicdo

Seja X um conjunto. O anel C* livre gerado por X é um par
((L(X),N),1x : X = U(L(X),N)) onde (L(X),N) é o dnico anel
C™ tal que para todo anel C* (A, ®) e para toda fungdo

f: X — U(A,®), existe um dnico C*°—homomorfismo

¢ (L(X,N)) = (A, ®) tal que o seguinte diagrama comuta:
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Anéis C*™ Livres

Definicdo

Seja X um conjunto. O anel C* livre gerado por X é um par
((L(X),N),1x : X = U(L(X),N)) onde (L(X),N) é o dnico anel
C™ tal que para todo anel C* (A, ®) e para toda fungdo

f: X — U(A,®), existe um dnico C*°—homomorfismo

¢ (L(X,N)) = (A, ®) tal que o seguinte diagrama comuta:

X —ZU(L(X),N)

p V,\IU(SO)

U(A, d)

MAT-6678 - Topics on C°° —Rings Aula 2



Anéis C*™ Livres

Teorema

Demonstra-se que sempre que X = {x1,- - ,x,} € um conjunto

finito com n elementos, o anel (C*°,Q) livre em n geradores é
isomorfo ao anel C*(R"),

x: X — UC™®R"),Q)
Xi p/:Rn*)R
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Anéis C*™ Livres

Dado um conjunto E qualquer, considere:

(C™(RF), ®g) = lim (C*(RF), dp),
E'C/E
onde “C¢" significa “é subconjunto finito de”, juntamente com a
tnica funcdo je : E = Ugc, g E' — C>(RE) tal que para todo
E’' C¢ E o seguinte diagrama comuta:

E . C(RE)
o]
co(mE’

E' —— C=(RF)

MAT-6678 - Topics on C°° —Rings Aula 2



Anéis C*™ Livres

Proposicao
Seja E um conjunto qualquer. O par (jg, (C*(RE), dg)) é o anel
C®® livre determinado por E.
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U é Adjunto a Direita

Proposicdo
As fungées:

Lo: Obj(Set) — Obj(C®Rng)
X = (™ (RY), &x)

Ly : Mor(Set) — Mor(CfoRng)
X5Y) = (C®®RX),0x) 5 (CRRY), 0y)
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U é Adjunto a Direita

onde f : Lo(X) — Lo(Y) & o Gnico C>—homomorfismo dado pela
propriedade universal do anel C* livre 7x : X — C>®°(RX): dada a
fungdo gy o f : X —>~U(C°°(RY)), existe um Gnico
C*°—homomorfismo f tal que o seguinte diagrama comuta:

X X U(C=(RX))
x \LU(~)
U(C=(RY))

definem um funtor L : Set — C°°Rng que é adjunto a esquerda de
U : C*°Rng — Set.
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Descricdo Concreta do Coproduto

Dados dois anéis C* livres em m e n geradores, como
m={0,--- ,m—1}en={0,--- ,n—1} e L: Set - C*Rng
preserva coprodutos (por ser adjunto a esquerda), temos:
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Descricdo Concreta do Coproduto

Dados dois anéis C* livres em m e n geradores, como
m={0,--- ,m—1}en={0,--- ,n—1} e L: Set - C*Rng
preserva coprodutos (por ser adjunto a esquerda), temos:

L(mUn) 2 L(m+n) = C®(R™H) = C(R™xR")
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Descricdo Concreta do Coproduto

Dados dois anéis C* livres em m e n geradores, como
m={0,--- ,m—1}en={0,--- ,n—1} e L: Set - C*Rng
preserva coprodutos (por ser adjunto a esquerda), temos:

L(mUn) 2 L(m+n) 2 C®(R™M) = C®(R™xR") 22 L(m) @0 L(n)
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Descricdo Concreta do Coproduto

Dados dois anéis C* livres em m e n geradores, como
m={0,--- ,m—1}en={0,--- ,n—1} e L: Set - C*Rng
preserva coprodutos (por ser adjunto a esquerda), temos:

L(mUn) 2 L(m+n) 2 C®(R™M) = C®(R™xR") 22 L(m) @0 L(n)

e portanto:

C(R™) ®oo CO(R") 2 C®(R™H),

munido da estrutura C*° candnica do anel livre em m + n geradores.
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Descricdo Concreta do Coproduto

Dados ideais | C C*(R™) e J C C*>°(R"), temos:
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Descricdo Concreta do Coproduto

Dados ideais | C C*(R™) e J C C*>°(R"), temos:

C>®(R™) C>®(R™) _ C®(R™ x R")
] Roo J (1,7)

1

onde:

(I,J))={(fom,gom | (f € N&(g € J))

,commy i R X R" - R™em: R x R"” — R” sdo as projegdes,
munido da estrutura C* induzida no quociente de C*°(R™ x R")
por (1,J).
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Descricdo Concreta do Coproduto

Dados dois anéis C*°, (A, ®) e (B, V) quaisquer, escrevemos:
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Descricdo Concreta do Coproduto

Dados dois anéis C*°, (A, ®) e (B, V) quaisquer, escrevemos:

(A, @) = lim(A;, &)
iel
(S]
(B.W) = lim(8;,))
jed
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Descricdo Concreta do Coproduto

Como colimites comutam com coprodutos, tem-se:
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Descricdo Concreta do Coproduto

Como colimites comutam com coprodutos, tem-se:

A®ooBg I'_m> Ai®oij
iel,jed

munido da estrutura C* do colimite.
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Descricdo Concreta do Coproduto

Dados n anéis C*°, temos o coproduto definido, indutivamente, por:

n n—1
® Ai = A1 Qoo A;
o0 o
i=1 i=2
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Descricdo Concreta do Coproduto

Seja {(A;,®;) | i € I} qualquer conjunto de anéis C*°. Temos:
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Descricdo Concreta do Coproduto

Seja {(A;,®;) | i € I} qualquer conjunto de anéis C*°. Temos:

®A = lim ®A
/GI

I’C | oo
f icl’
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