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Foi nos fins do século XIX que os aspectos formais e qualita
tivos da Dinamica comegaram a adquirir corpo como métodos de longo al-
cance e os unicos capazes de resolverem questdes fundamentais. Para
esta evolugdo contribuiram, sem diivida, dois problemas classicos da Me
canica Celeste: a evolugdo e a estabilidade do Sistema Solar. A des-
crigdo geométrica e cinematica das orbitas planetériés, imersas num
campo conservativo, foi antes daquela época um foco importante de apli
cagdo do Calculo e, ao mesmo tempo, um estimulo ao desenvolvimento da
Andlise Matematica. E com Poincaré e Bruns que tais desenvolvimentos
atingiram sua maturidade. Muitas das questoes inerentes ficaram resol
vidas e outras ficou provado serem absurdas ou sua formulagdo isenta
de gqualquer sentido. Nesta Ultima classe & digno de nota observar que,
por longoé anos, os matemidticos visaram obter solugses explicitas, e
éﬁ térmos finitos, das equagdes de movimento. Ficou reconhecido que a
procura, ou antes, a existéncia de tais soluq5es estava Intimamente re
lacionada com a construgao de integrais primeiras. Muita energia foi,
entao, gasﬁa na procura dessas integrais, em problemas especificos,
sendo os mais famosos aquéles dos trés corpos e do movimento de um cor
éo rigido. Os trabalhos de Lagrange, Poinsot, Jacobi e Kowalevskaya
sdo exemplos vividos dos interesses mais agudos do século XIX. Final-
mente Bruns mostrou a nao-existéncia de integrais algébricas, para o
problema gravitacional dos n corpos, além dos dez comuns a todo sis-
tema isolado de corpos materiais sujeitos apenas a forgas conservati-
vas. Poincaré, tratando de sistemas Hamiltonianos, apresentou argumen
tos, em parte discutiveis, os quais mostravam que, em gefal, tais sis-
temas ndo possuiriam outras integrais uniformes além da Hamiltoniana.
Na mesma diregao, dignos de nota, sdo alguns resultados de Siegel, ja
na priﬁeira metade do século XX.

£ claro, entretanto, que a nao existéncia de integrais uni-

formes teria, em geral, pouco significado para a existéncia de solugGes
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correspondentes a condigoes iniciais particulares. Poderiam existir
integrais para certos valores fixos de parametros que caracterizam a
estrutura fisica do sistema, integrais que sdmente se verificam para
certos valores das condigbes iniciais ou integrais que nao sejam fun-
g¢oes uniformes das variaveis que se estdo usando. A discussao critica
déstes problemas muito contribuiram os trabalhos de Wintner.

Ainda com Poincaré, duas questOes comegaram a tomar conta
das pesquisas sObre sistemas conservativos: a descrigao de solugoes pa
ra longos intervalos de tempo (comportamento assintdtico) e a estabili
dade de solugoes de equilibrio e periddicas. O problema do comporta-
mento assintotico apresenta sérias dificuldades guando lembrarmos o fa
to, ja comprovado, de que um movimento conservativo &, em geral, ergo-
dico. O problema numérico de predizer Orbitas por longos intervalos
de tempo péde e foli resolvido no caso de movimento de corpos celestes,
principalménte os planétas, cujos periodos s3o da ordem de anos. Solu
goes analiticas ou semi-analiticas (coeficientes numéricos) validas
por algumgs centenas de anos foram obtidas por um ou outre mnmétodo de
aproximagao sucessiva (perturbagbes). Casos cruciais, entretanto, exis
tem, alguns deles em via de_solugao (movimento da Lua, satélites arti-
ficiais), outros ainda sem solugido (satélites exteriores de Jupiter,
asterdides excepcionais). Além désses problemas tipicos de Mecanica
Celeste, existem outros bem mais criticos. E o caso, por exemplo, do
problema do movimento de particulas em aceleradores. Estas podem rea-
lizar mais de 300.000 ciclos por segundo e devem ser mantidas numa ci-
mara relativamente restrita. A solugdo de um problema déste género,
por vias de aproximagdo sucessiva, pode ser formiddvel: tedricamente
corresponderia a se fornecer uma solugdo para a Orbita de Jipiter vali
da, pelo menos, durante trés milhdes de anos. Nenhuma teoria classica
de perturbagaoc seria capaz de resolver tal problema. Nestes casos o
papel da estabilidade tornou-se essencial. Ficou, assim, provado gque
uma questdao basica nd3c seria saber onde um ponto ou sistema material
iria se encontrar apds um certo tempo, mas sim, saber dentro de que 1i

mites poderia éle se encontrar apds um tempo arbitrariamente longo.
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Foi assim que Poincaré iniciou a segunda fase da evolugao para os méto
dos gqualitativos. A &le devemos os germes dos mais importantes proble
mas de existéncia e estabilidade de solugGes. Birkhoff e Lyapunov com
pletaram a obra iniciada pelo grande mestre até um ponto gue realmente
parecia, a parte os detalhes, esgotar as possibilidades da analise.
Mas a evolugdo, felizmente, ndo havia terminado.

Ainda o grande génio de Poincaré&, na década anterior ao seu
desaparecimento, produziu a primeira centelha de uma nova era. A obra
fantistica contida no seu famoso "Ultimo Teorema Geométrico" introdu-
ziu a Topologia e a associou de maneira definitiva as queétaes até en-
tio de aparente insolubilidade 3 luz da andlise classica. George D.
Kirkhoff, em sucessivos e longos trabalhos tratou dessas quest&es de
maneira precisa, dando-lhe um impulso sem precedentes. Sua obra culmi
nou com seu faﬁoso trabalho "Dynamical Systems" apresentado a um Collo
quium da American Mathematical Society, em 1927. © proceséo de evolu-
gao, salvo casos esparsos, entrou depois disto em estagnagao ou, me-
ihor dizer, deu-se uma Separagao nitida entre as Matematicas Puras e
as Matematicas Aplicadas. As primeiras desenvolveram linguagem pro-
pria e enveredaram pelos caminhos da abstragao e da generalizagao, pou
co se importando com a eventual aplicabilidade a problemas sugeridos
pelo mundo fisico. As segundas evoluiram para métodos gue pudessem
fornecer uma resposta numérica aos problemas que o mundo fisico apre-
sentava. Numa linguagem muitas vézes pouco precisa e quase sempre ine
legante atingiram uma fase de evolugaoc que estava fadada a produzir
poucos resultadosg. Além disso, desde que os problemas eram agqui, em
Gltima analise, de se obter resultados numéricos para um problema espe
cifico, métodos puramente numéricos foram desenvolvidos e degeneraram
em uso e abuso de abacos, maquinas calculadoras e, finalmente{ computa
dores eletronicos. Infelizmente, porém, tantos e novos problémas sur-
giram no mundo fisico, e tao complexos, que hoje, podemos afirmar, nem
mesmo os mais rapidos computadores podem realizar sua solugao. Para
dar um exemplo disto, citemos um problema especifico. Cohen e Hubbard

({1965) integraram as equagoes de movimento dos cinco planetas exterio-
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res, durante um periodo de 120.000 anos, usando um intervalo de inte-
gragdo de 40 dias. O tempo gasto num moderno computador foi de, apro-
ximadamente, oitenta horas. Suponhamos que se queiram integrar as equa
goes de movimento de todos os planetas, incluindo a Lua. O miximo in-
tefvalo permitido neste caso & da ordem de um dia e o nimero de opera-
¢Oes &, aproximadamente, o quadrado daquelas necessirias no caso de
Cohen ‘e Hubbard. Entao, para o mesmo intervalo de 120.000 anos, o tem
po gasto no mesmo computador seria cerca de 1200 anos! Mas a questao
fundamental é' "o que se quer saber a respeito do movimento dos plane-
tas". Resulta gque a resposta ndo & "a posigao exata apds um tempo ar-
bitrario®, mas sim, "as caracteristicas de evolugao das orbitas e a es
tabilidade do sistema total". Verifica-se, imediatamente, que o méto-
do numérico ‘esta realmente superdimensionando a resposta. Aqui, os reis
dos nimeros e dos computadores encerraram seu capitule de evolugao. No
vamente tornou-se evidente que talvez métodos analiticos pudessem me-
lhor resolver a gquestao. Mas aquéles cliassicos haviam sido explorados
por homens_como Poincéré, Euler, Gauss, Laplace e Lagrange. Os méto-
dos puramente matematicos haviam evoluido para uma linguagem e um cam-
po tao gerais gue os fisicos eram e sdo, ainda, incapazes de compreen-
der. Somente alguns, e em épocas recentes, tiveram coragem suficiente
para tentar re#tar o elo, perdido ha quase meio século, entre a fisica
e a matemdtica. Essa € uma nova evolugdo, e ela comegou ao redor de
1950. Mas, na realidade, n3o & uma evolugao: & uma recapitulagio dos
resultados obtidos pela abstragao matematica e o estudo de sua aplica-
bilidade a problemas da Fisica. Na vanguarda -desta geragao de matemi-
ticos que se preocupou com problemas reais colocam-se Kolmogorov e nu-
merosos discipulos, entre os quais Arnold, principalmente. Numa linha
de certa forma independente estao os trabalhos de Siegel, Wintner e
Moser. - .

'Neste ponto torna-se necessdria uma exemplificagdo para que
possamos avaliar a situagao das teorias classicas até aquela data.
Usaremos nesta introdugao varios conceitos que, quando necessarios, se

rao melhor precisados mais tarde.
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Os métodos chamados de perturbagdo, ou de aproximagdes suces
sivas, nasceram de uma certa forma com Euler e Lagrange. Sua evolugao
dentro da analise classica foi insignificante e apenas tratou de deta-
lhes da questdo global. Aquéles métodos visam produzir solugdes for-
mais das equagdes de movimento, na forma de séries truncadas e validas,
numéricamente, durante um certo intervalo de tempo. Nao resolvem, por
tanto, nem o problema da estabilidade nem aquéle do comportamento as-
sintdtico. Tais métodos tornaram-se famosos em problemas de oscila-
gbes.ndo lineares, com aplicagdes imediatas d Mecanica Celeste, as vi-
bragSes Mecanicas e ids Oscilagdes El&tricas. Em cada um déstes campos
métodos foram desenvolvidos visando a melhor solugao para o caso espe-
cifico. Na realidade &les pouco diferem. A titulo de exposigdo toma-
remos o exemplo da Mecdnica Celeste. RAs séries "solugdes" aqui obti-
das basejam-se no fato de que a Hamiltoniana &, em geral, uma fungio
periddica das coordenadas, desenvolvivel em série de Fourier na forma
genérica:
4

H= L A,

. . X X yeus exp i(j. +3 +..+ 7
31’32""Jn ( X, xn) P (lel JZY2 \ Jnyn)

31'32".'3!1

a qual escreveremos
» .+
H = § A, (%) ™Y (1)
J

+* N .
a soma se estendendo a todos os vetores 3j de componentes inteiras.

As equagdes de movimento serao:

5 = - 2H
] Y.
j Y3
(J = 1121---rn)
. 3 H
y. = +
3 X,
J j
que escreveremos:
x=- (25T
2y
i _ (2)
y=+ (25T
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o superscrito T indicando a transposta (no caso, deuma matriz linha).

£ evidente, inicialmente, que se o Gnico coeficiente niao nu-
lo corresponder a 3 = O , o sistema & integrdvel: os momentos x sio

-+ - - .
constantes e as coordenadas y sao fungoes lineares do tempo:

> -»>
X = X
0
(3)
-+ + >
= w (X t +
Y ( 0) Y,
onde
aA
T(X ) = P o (4)
0 3 x X =
0
admitidos diferencidveis os coeficientes da série (1).
Se na regido onde H(X , y) & definida, os A§(§) , 1#8,

forem diferenciaveis e suas derivadas suficientemente pequenas em rela
gao as derivadas, supostas existentes, de Aa(i) , entdao a parte pura-
mente periddica de H & uma perturbagdo da parte independente dos Yy .
As teorias classicas de perturbagao admitem que se isto for verdadei-
ro, entao a solugSo do problema total pouco se afasta, no decorrer do
tempo, da solugdo do problema cuja Hamiltoniana & Aa(i) . Tal suposi
gdo, evidentemente, & tado pouco fundamentada que, desde Poincaré, pos
em sérias dividas a validez das solugGes que dela resultam. Um dos ar
gumentos mais simples que salta a vista_é o dos chamados "pegquenos de-
nominadores". Com efeito, partindo da solugdo (3), as teorias de per-
turbag3o desenvolvem séries solugoes que formalmente satisfazem as e-

quagoes diferenciais (2) e sao da forma

. - E+(; ) N
k=X + I L — exp | i(v. e |
3 J .m(xo)
(5)
. - N 5+(§ )
y= v (x)t+y + I ;_l:_%__ exp | i(3 . v)t |
0 0 -J' j 'w(xo)

~ - N -> - R

Entao, & evidente que os produtos (j .w) presentes nos denominado-

res das relagoes (5) podem se tornar extremamente pequenos, mesmo por-
+ . .

que as componentes de j varrem o campo total dos inteiros. Mesmo

que os Eg e 33 sejam pequenos em relagdo a 65 e 36 + o fato aci
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ma indicado, invalidard, em geral, o processo de calculo daquéles coe-
ficientes por aproximagdes sucessivas. Na realidade, a possibilidade
geral de se poderem obter solugdes formais do tipo (5), sugerida por
Lindstedt e provada por Poincaré, chegou ao ponto de serem produzidas
provas de estabilidade do sistema solar. Mas, O proprio Poincaré pro-
vou que tais séries eram, em geral, divergentes. Apesar disto, e em
varios campos, teorias de solugao por Processos an3logos foram desen-
volvidas e sdo até hoje comumente usadas (Tais métodos sdo, em geral,
chamados "métodos damédia", tais como os de Von Zéipel, Duffing, Burns
tein e Solovev, Butenin, Cherxy., Whittaker, Krylov e Bogoliubov e va-
rios outros). Somente bem mais tarde Hincin (teoria da aproximagao dio
fantina) mostrou que, por exemplo, no caso de sistemas a dois graus de
liberdade, para a maioria dos pares ml ' mz as guantidades |j1 w +

1
j w | n3o se anulam e, aliids, sao maiores que K (Ijll + ljzl)_2

2 2

para algum K > 0 e todos os inteiros j1 e j2 nac simulti3neamente
nulos. Disto & possivel conjecturar gue para a maioria das condigoes
iniciais (que definem w , Woreess Uy ) as séries obtidas sao conver
gentes. Vvarios resultados classicos de Poincaré, Siegel, e outros,
por serem muitas vézes contraditdrios, deixaram, entretanto, a questao
em suspenso.

para efeito de comparagoes posteriores & desejavel apresen-
tar em certos detalhes o processo idealizado por Poincaré para se ob-
ter solugdes formais do tipo (3). Os germes de tal método residem na
teoria de Hamilton-Jacobi e na teoria da Lua de Delaunay. Admitamos
que a Hamiltoniana H(X , ; ;'e) dependa do "pequeno" parametro € e

seja desenvolvivel em série de poténcias convergente néste parametro,

isto €,
H(X , ¥ 5 €) = uo(?c , ¥+ EHI(SZ , 7)o+ e?-Hz(?c VY F oeeee. (6)

Seja n o© nimero de graus de liberdade do sistema. Por simplicidade
de raciocinio admitiremos, ainda, que
1) H0 seja apenas fungao de X

2) Hj (3 = 0,1,2,...) s3o analfticas numa certa regido @ do
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espago de fase (X , ;)

3) Hy (3 = 1,2,...) sdo periddicas de periodo 2= nas varia-
veis ; .

Em vista da hipotese (2) os Hj serao, entdo, desenvolvi-

veis, em @ , em séries convergentes de Fourier e, em geral

B, = £ A (X) exp i(R.7) (7
-
m

e - 0 B ) . . :
onde m e um vetor cujas coordenadas varrem o conjunto dos inteiros,

positivos ou negativos. Sendo H uma fungdo real resulta, ainda, que

Hj = Ej (barra indica o complexo conjugado), isto &,
al ) =al o
m -m
4) |e| << 1, sendo ¢ um pardmetro adimensional.
3 H
5 =5Y¥#0 , j=1,2,...,n

6) Existe pelo menos um vetor io , tal que a equagao

AH |T 2 H 2 H 3 H

-
m. —4L =m —FL +m —L+ .., +m —L , =0
> >
2 X §=§0 1 axl 23X, no3 X, x=x

somente pode ser satisfeita quando todos os ipteiros My (k=1,2,..,n)
forem nulos. '
Sob estas condigoes procura-se uma transformagao completamen
te candnica em @
X, 9 — (,7)

tal gque a nova Hamiltoniana K ( E, n) seja fungao apenas dos novos

momentos E . Em particular, admite-se que

1') A transformagao & gerada por uma fungdo S(Ef, ¥ ;e) , defi
nida em uma regido 2 * , tal que
Fe @ST A Z (T, e
3y
'ﬁ-.(a—_s,)T-ﬁ(f.;;e)
, 21
2') A fungao geradora S & desenvolvivel em série de poténcias

convergente no parémtro ¢



s = so(?:', ¥+ € sl(E, y) + :232(‘5, R SR

3') As fungdes S, (3 = 1,2,...) satisfazem is hipdteses (2),
(3), (4), anteriormente citadas.
4') So( , ¥) corresponde i transformagao idéntica, isto &,
s, = t.y
Na realidade pode-se mostrar que algumas das hipoteses ante-
riores decorrem das hipdteses admitidas para a funqio H , mas a prova

nio & geral. Além do mais, note-se que em vista da transformagido ser

suposta completamente candnica, devera resultar gque
H(;.§:t)=H{;(E,§=e),§;e}=K(§;e)

Consideremos o segundo térmo e ponhamos, em vista das hipOteses ante-

riores:
Hﬁ:(f.;::).;;c)=H{§(E.§;e))+ z cpH{;(E.§;c).§}=
] p-l P
3 as(Z,¥: €) - as(%, y,e)
o, [PEERT E e | 3]
¢ 3y p=1 P
9S by 38 > +
=H0(—_;)+£CPIAE(——__)exp(lm.y)=
ly p=1 > m dy
m
w s - R @ 3s
an (F+ ¢ 8 —F + . Pz Af (E+ I el —d) exp (im.y )
0 T -+ T
q=1 by p=1 > m q=1 3y

As fungdes Ho e AE podem, por hipdtese, ser desenvolvidas em séri-
s
es de Taylor convergentes nas vizinhangas de E o

Entao, a expressdo anterior torna-se

>, > -+ - -+ aH BST
H{ME, T:e) , Fier=H (D +e{— (—3 "+
0 X _ 2 3y
X = £
+ZAi(-E)EXp(iIT\.;)}+O(:2)=K(-€;:)
+> m .
m

Ainda em vista das hipdteses feitas, K { F:e) & gnalitica nos argu-

mentos e, portanto, desenvolvivel na forma:

K(Z;e¢) =K () + ek (§) +e2K (F) + enue
0 1 2
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Pela unicidade da série de Taylor resulta, entdo

K () =1 (D)
0 0
. aH R R . .
K (§) = —2L (—b "+ £ Al (B) exp (dm . ¥)
1 ? X% > > By -+ m
X = § m
A primeira equagaoc fornece KO(E) . Para gatisfazer 3 segunda, defina
mos
K (§) = 1 AT roal (£) exp (i m . y) dy dy ... dy = Aé (%)
! (zm 0 > i 1 "2 n
m

Resultara para S1 a equagao a derivadas parciais

n dH 8 5s " > N
I 7;§Q 7f§l =- I Al (§) exp im .y
i=]1 i ; - E 1 ;#3 m
cuja solugac geral &
q 1 >
_ m .
Sl = I s———exp (im . y) + wl (g)

-+ (¢)
nid m . w(§
sendo wl(z) uma fungao arbitraria. Em vista da hipStese (7) nenhum
denominador se anula para, pelo menos, um certo valor E = §0 . Pode-
se mostrar gque tal procedimento pode ser levado até uma ordem de apro-

. - > + - .
ximagao gualquer e, pelo menos, para um vetor £ = X as series
0

S=85 +e85 +€28 + ......
0 1 2

e K

]

K +eK + €2 K + ......
0 1 2

sao convergentes para ¢ suficientemente pequeno (Giacaglia, 1965).
Em particular, é possivel tomar as fungdes wl(f) , wz(E) ;.. todas
nulas. Resulta, assim, que a Hamiltoniana K( E; e) fornece:

-»> -> ->
const, = X

E:
0
7= 28T sl G e (X +et B E ) 4...=3 () .
aE N [} 1 0 2 0 0
£ =X
0
-+ > -+
n=v {x)t +n
0 0

- -+ - -+
Xx=x (x , vy :¢€)

>
n
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e como S & analitica e a transformagao é inversivel, obtemos

-+ -» -+ -
X = XX (x0 , N ; €)

o=yt & nae)

que, em vista da forma de S , podem evidentemente ser escritas na for
ma (5). Em vista, ainda, dos resultados da aproximagao diofantina po-
de-se, entdo, conjecturar que as séries acima obtidas sao convergentes
para a maioria dos vetores ;0 definidos em € . Entretanto, resta
precisar o real significado dessa expressao. Em outros térmos, @ ne-
cessario provar que a medida do conjunto dos ;o admissiveis & ndo nu
la. £ esta prova o obstaculo principal do estudo da convergéncia do
processo exposto, em térmos de andlise classica. Pode-se, ainda, mos-
trar que, se tal processo convergir, ;0 corresponde a n integrais
uniformes das equagdes de movimento que est@o em involugao com a Hamil
toniana.

Com efeito, ainda levando em conta (1l')

E=F G L7 =2DT
0 3y
Como admitimos
12 s
|22, | *¢
3y dé& t =%
0
entao numa vizinhanga de 20 , & possivel escrever
- > -+
X =x (x ,y ic€)

0
gue sao as n integrais mencionadas.

Mostraremos mais adiante como se pode obter uma série formal

- > -+ 2
X =E§( +e & +e“ &k + .....
4] 0 1 2

com Ei = Ei(§ ,¥) . que satisfaz 3 condigdo de ser integral primeira,
isto &, esta em involugaoc com H . Por outros meios verifica-se que,
salvo excepcionalmente, tal série nao pode convergir uniformemente em
¢ e pelo contrario, & divergente

De uma certa forma, & sdbre a convergéncia e as propriedades

de tais séries e de problemas relacionados com suas propriedades, gque
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nos ocuparemos.

Bste trabalho sera dividido em quatro capitulos. No primei-
ro sera apresentada uma discussio geral sdbre os aspectos formais refe
rentes ao comportamento de sistemas dinamicos, isto &, aquélés gerados
por uma Hamiltoniana. Certas questdes serdoc extendidas a sistemas com
um nimero qualquer finito de gr3us de liberdade, mas salvo algumas ex-
ceqSes, o desenvolvimento sera mantido no nivel classico, pelo menos
no que se refere ds suas implicagdes. Esta primeira parte serd, tam-
bém, necessaria para a apresentagio do problema geral e introdugio de
uma terminologia e nomenclatura especificas. Falaremos, assim, de trans
formag¢des isovolumétricas, de superficies invariantes sdbre as guais
escoam as trajetdorias de sistemas integraveis e das perturbagdes, num
sentido a ser definido, de tais transformagdes e superficies.

No segundo capitulo mostraremos como o problema de perturba-
gao possa ser transformado no problema de construgao de séries conver-
gentes de transformagdes candnicas. Apds citar os resultados classi-
cos de Kolmogorov e Arnold, demonstraremos dois teoremas fundamentais
0s quais mostram, de maneira direta, que, com algumas modificagdes es-
senciais, as séries formais imaginadas por Poincaré podem convergir,
desde que sejam satisfeitas certas condigdes. Mostraremos que essa
convergéncia nao pode ser uniforme sdbre todo o espectro das frequén-
cias do sistema integravel associado. Trataremos, ainda, da constru-
¢ao de integrais primeiras por processos formais, mas eventualmente
convergentes.

0 terceiro capitulo sera devotado quase que exclusivamente a
um teorema fundamental sobre a existé@ncia de superficies fechadas inva
riantes (de pontos fixos) para transformagdes isovolumétricas e sufici
entemente diferencidveis. Os resultados serao postos em relagio dire-
ta com os teoremas fundamentais de Kolmogorov e Arnold, generalizando-
os em varios aspectos. Nesta parte, admitiremos conhecidos os traba-
lhos classicos de Poincaré@, Danjoy, G. D. Birkhoff, Arnold e Moser,
principalmente no que se refere a sgituagao do“ problema em relagao a

questoes de estabilidade, existéncia de pontos fixos, solugdes periddi
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cas e trajetdrias sObre toros n-dimensionais.

No quarto capitulo citaremos algumas aplicagées 3 problemas
fundamentais de anilise e mecanica classica, apontando a importancia
das técnicas desenvolvidas. Um aspecto favordvel dos métodos formais
e qualitativos aqui descritos & que éles permitem obter, como subprodu
tos imediatos, métodos quantitativos para a solugao efetiya (numérica)
de problemas gque o mundo fisico nos fornece.

Desejamos apresentar nossos agradecimentos aos Professores
Abrahao de Moraes e Joao Auguéto Breves Filho porque nds iniciaram ao
estudo da Mecdnica Racicnal e Analitica, ao Professor-Dirk Brouwer (ja
falecido) e ao Professor Victor G. Szebehely que nos deram motivagao e
apdio no prosseguimento désses estudos vista a solugao efetiva de pro-
blemas da Fisica e aos nossos auxiliares na Cadeira de Mecanica Geral
desta Escola pela colaboragao prestada.

Nossos agradecimentos, também, a Srta. Maria Licia Vaz Pinto
Lima e ac Sr. Gilberto Schmidt pelos servigos de datilografia do traba
lho, ao Instituto Astrondmico e Geofisico da Universidade de Sao Paulo
pela permissao de ser esta tese impressa no seu Setor Grafico e a& Fun-
dagao de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao Paulo gue parcialmente fi-
nanciou as despesas necessarias.

Finalmente, mas principalmente, desejamos expressar profunda
gratidao a nossa espdsa cuja dedicagao tornou possivel a realizagao de

nossos estudos e pesguisas.
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SISTEMAS DINAMICOS ﬁghh,

1. Conceitos e Hipbteses Gerais - Integrais primeiras

Um sistema dinamico serd caracterizado por uma fungao Hamil-
> +> s s ., . .
toniana H = H(x , y) definida e analitica num dominio @ do espago

de fase a 2n dimensdes onde as énuplas vy =1y . Y, reees yot s
1

-~ -
X = [x1 o x2 0oo0 [ xn} sao,

respectivamente, o vetor das coordenadas generalizadas e o vetor dos
momentos generalizados. A fungdo H .seré, em geral; suposta indepen-
dente da variavel independente t , o tempo. Em problemas em que isto
nac seja verdade bastard introduzir uma nova coordenada generalizada,
fungao linear de t , para se recair no caso antes considerado. Em to
do ponto (;0 ,;0) e 0 passa uma e uma Unica solugao §(§° ,;0 , ),

- > -> ~ 0 | q q
y(xo 0 yo , t) das equagoes diferenciais de movimento.

jr . 28
Ay

(1.1)
T 9H
ll B s
X

que & tal que §(§0 . ;0 . 0) =5{’0 0 ;(;O ';o , 0) =§0 . Além disso, ague-

la solugdo é uma fungdo analitica dos argumentos e, portanto, desenvol
vivel em série de Taylor nas vizinhangas, contidas em & , do ponto
x ; ) e em qualguer vizinhanga do instante inicial t =0 . 86~

mente trataremos de solugdes sObre o eixo real da variavel independen-

te t .
. -~ > o, >
Considere-se uma transformagao x =X(&, n , t)
> >
y =Y(E, n, t) 0
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auE .
E, M

e para todo t . A transformagao & dita candnica se, e sdmente se,

com |J| = ¥ 0 e as fungdes X,¥ ¢ c? , num ponto (Eo ';o)

existir uma constante A ¥ 0 tal que
JTEg =2 E

onde E €& a matriz candnica

0 -1
E = n n
+ In 0n
sendo 0 e I as matrizes nula‘' e identidade n x n . No caso en-

n n
tao, para tdda fungdo H(X , y) existird uma fungao K(E, n , t) tal

que T . _ 2K
B

an

-’:T-{-ﬂ

Se (x0 ' ;0) ¢ @ , & facil provar que sendo x = §(§0 , ;0 , B,
y=¥x ,¥ , 0

a solugao de (l.1) passando por. (§0:, ;0) e tal que
;: = i(; ’ ; r 0)

0 0
;0 = §(;0 r ;0 ., 0)
¥

-~ - - - -~ -
entac a transformagac dada por X e € canonica, isto g,

JTEJ=E
-
onde = 3 X , N
(X ¥)
o " ‘o
Em particular, se existir uma fungao S = 8¢ E, ; , t) tal
2 - -
que _3 S+ # 0 , entao a transformagao gerada por
38 3y
;T - BE
iy
(1.2)
>T 35
n = rom—
C

é candnica. A nova Hamiltoniana K(%, n , t) & dada por

n

, Y +

X+

K(E, n,t) = H(

t|

A transformagdo & completamente candnica se a transformagao independer
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do tempo e A = 1 . No caso anterior, entao
> > >
K(E:n) = H(x :Y)

Isto & suficiente para mostrar gue a equagao de Hamilton-Jacobi

a(25HT , 5 o+ 22=0 (1.3)
Yy

tem sempre solugao. Alids, sendo uma equagao de primeira ordem, a -
existéncia local é garantida. £ fato conhecido de que, se
s =s(§,'€0,t)
& uma solugdo dependente de n parametros arbitrarios Eo , entao a
transformagao gerada por S
x = X(
G-t

é solugao de (l.1) e corresponde ds condigoes iniciais (Eo ,;0) . En
tio, o movimento de um sistema dinamico se da por transformagbes cano-
nicas continuas do espago de fase em si mesmo.

Um sistema Hamiltoniaho possue uma integral primeira G(X ,;)
se, num certo dominio D & @,

i) 36 __ 4%
3l{x Y)

ii) G(Xx , y) & constante ao longo de tdda solugdo « D , isto &,

a ..+ = 3G, ,9HT 3G, ,9H, T _
G(x , v) = (=) (—) " - (=) (— =0
at a% 3y 2y 9%

Dizemos, também, gque G(X , y) estd em involugdo com HX , ¥) - E
claro que se H & independente de Yy entao G = Xy & uma integral.
A existéncia destas varidveis ciclicas reduz a ordem do sistema de
equagoes diferenciais. Mais geralmente pode-se mostrar que se o siste
ma gerado por H tiver uma integral (local) G, entao existe uma trans

formagao candnica para varidveis (%, n) tal que K(Z,n) & inde-

pendente de n, e G = Ej € a integral. Generalizando, sejam G, .
Gy reeer Gy » M fungdes em involugdo com H e entre si, isto €,

n aGi ? G 3G, 3Gi

T (S R | ) =0 (i,3 =1,2,...,n)

(
kel ¥ 3% AYp 33X,
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3G, aG,

e tal que a matriz { 22 5 } tenha caracteristica n . En-
N BYk axk

tao, existe uma transformagao candnica tal que

B = G (X, ¥
(k =1,2,...,n)

-> ->

nk = Fk(x ’ Y)

com caradcter local. Neste caso resultari
->
K = K(£)

e a solugdo do sistema &, pois,

Lo +
£ =&
0

n=wE) e+
] 0

Sdo éstes os sistemas que aqui chamaremos de integraveis. Na realida~-

de todas as propriedades anteriores tém caracter local, mas uma inte-

gral primeira somente & {til quando sua validade se extender a todo o

espago de fase.

Existem varios resultados sdbre a existdncia ou ndo de inte-
grais primeiras para um sistema Hamiltoniano. Para sistemas a dois
grdus de liberdade, quando H & uma fungdo analitica das variaveis e
de um certo parametro, Poincaré (1893) mostrou que nioc existem inte-
grais uniformes (em relagaoc ao pardmetro) que nio sejam fungdes da prd
pria Hamiltoniana. Em sua prova, Poincaré considera H periddica de
periodo 2n nas coordenadas. Para o problema dos n corpos, Bruns
(1887) mostrou nao existirem outras integrais algébricas além das co-
nhecidas. Nas vizinhangas de uma solugao de equilibrio, Siegel (1941)
mostrou nao haver integrais analiticas.

No caso da Hamiltoniana possuir um ponto de equilibrio faga-
mos desde ja algumas consideragdes. Seja tal ponto a origem do espago

de fase, isto &

3 H '
=0
X
k 1%=3
y=0
- - (k =1,2,...,n)
Byk
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com H(x , y) fungdo analitica num certo dominio D que contém a ori
gem. Desenvolvamos H em série de Taylor nas vizinhangas déste ponto

e teremos, a menos de uma constante

>+ = +T 32H| = 1 »T 32H| = 1 »1 32H| =
H(x ,y) —_— +t x| XtFY S y+...=H + ...
3xay o 3IxXoX . dyoy
(1.5)
e consideremos a fungao
_l+’[ + +T - 1 +T -
H2 = 35 X AX + X By + -5 Y Cy
onde A , B, C sao matrizes n x n . Evidentemente A e C sdo si
métricas. Hz pode, também, ser escrita:
A B X
>T »T
B C Y
Se chamarmos Z ao vetor coluna (xl,...fxn, yl,...,yn) e

D i matriz 2n x 2n formada pelas matrizes A , B , C na forma indi

cada, entao

1 -»T . » -
H = z°- Dz =H (2)
2 2 2

Seja o problema definido pela Hamiltoniana K = HZ(E) o

=) - . - - . N -~
Entdc 2z satisfaz a equagdo diferencial canonica

t=025T -5t (1.6)
3¢
onde J & a matriz 2n x 2n .
o] -I
. n n
I (o]
n n

com 0n e I respectivamente, as matrizes nula e identidade n x n .

nl
Consideremos o problema de autovalores dado por

IJD—AIZnI = 0

que & polindmio de grau 2n em ) e admitira, em geral, 2n raizes

AoeX geear Ay reais ou complexas. Admitamos que tais raizes sejam
2

1
tddas distintas, o gue, em geral, sera verdade.

Como por outro lado

J D =
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entao
-(B + 2 In) -C
JD-ATI =
A B - 2 In
e, portanto, a equagao
{[gD~-2xI|] =0
é uma fungao de A? e se A\, € uma raig, -}, também &. Escrevemos

4 b .
essa na 00O = = cogp © 0 -
s ralzes sequencia Al g Az 0 R Al g 12 7 e A Ad
mitiremos que para i # j , Ay # Aj e, além disto, que ndo existe ne

nhuma relagao

com p; inteiros, nao todos diferentes de zero. Nestas condig¢des &

sabido que existe uma transformagdo linear a determinante nac nulo
t=Luw (1.7)

com L matriz 2n x 2n , de coeficientes constantes, tal que

™ oL

é diagonal e mais ainda

A=L"" (D) L = +A

Entao a equagao (1.6) pode ser escrita

o = Aw (1.8)
ou
B T 7 A g
(k = 1,2,...,n) (1.9)
otk = T Ak “n+k
Por meio da transformagao
Z = LW

a Hamiltoniana H do problema considerado se transformara em
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1 »T T * - . -
H = -5 W'  L° DLW + térmos de ordem superlor a segunda nas

componentes de W = %? T oL@+ HO+H o+ oe.o.n

onde Hy é um polinomio homogénec do p-8simo grau nas componentes de

# . As equagdes candnicas associadas a H serdo:
> 3H, T -1, T , 9H, T -1,T T ~ -1, T 3Hs T
L W==J(——:) = J(L ™) (—~:) = J(L ™) L DLW+ J(L ) I ( +)
22 AW p>3 3 W
Mas
g HT T pLW=0DLW=LAW ..
3 > -1 -1, T dE, T
Wo=AW+L I I (—) (1.10)
p2>3 I W
Finalmente, poderemos escrever, pondo )
W=
v
- k k k
u, = -, u,_+ I a u, v, + I B u, u, + = vy v, v, +...
k k "k i i i i i i
’ (1.11)
Gk =4 v, + I E:j uy vy + I Etj uy uy + I ;tj vy vy +...
i,) i,] i,]

e os térmos omitidos sdo polindmios de grau pelo menos igual 2 e nos

ug . vy (i ,3=1, 2, «.. , D). Além disto, & facil verificar que a
n -1 -1, T =~ . s = . ,
matriz L J{L ™) & antisimétrica. Com efeito
al e hTT = vt aht o= -t g hHTy .
A solugdo do sistema (1.8) & dada por
0 —iAt
Wy = uy e k
(k = 1,2,...,n)
= 0 +iAx, t
Wopx = Ypex & K
isto &
= w0 0 =
T S Wy Yoy W Wi = constantes (k 1,2,...,n)

Com esta observagdo, Se pusermos -
n

H= I ) u Vv, + H +H + ...
k=1 k 'k 'k 3 4

entac as equagbes candnicas se escrevem
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. 3 H s H 3 H
u = - = - u - -
k LR N )
avk k "k avk avk
. 3 H dH 3 H
vk = + auk = Ak vk + TTGi + 7rai + ...

Introduzamos, agora, a transformagido completamente candnica

Pp =1 9 vy

(1.12)
q =-1i Zn Vi
cuja inversa &
-iq
k
u =-ip e
i a, (1.13)
v, = e
Nestas novas variaveis a Hamiltoniana torna-se
n
H= I -i Ak P+ g (1.14)

k=1
onde H & uma série de Fourier em sen jg, + cos jq, cujos coefici
entes sao polindmios inteiros dos Py - Entdo, poderemos escrever
A =8 +8 + ...
3 4
onde

i(s + s +...4+ 8
e L 1q1 zqz nqﬂ)

H = ¢ Ps(pl,...,pn) e (1.15)

com 0 <s +s + ...+s5 <5 e Ps um polindmio de grau < S8 nos

Procuraremos uma transformagdo completamente candnica, gera-

da per uma fungio S = S(B , Q) tal que

Py 3q, ' “k 3P

k

e satisfazendo &s condigdes do método de Poincaré. Evidentemente
H(P , §) satisfaz, também, is condigSes de tal método em vista das hi
poteses admitidas para os Ak . Portanto, existe uma série formal

S =L P

k Tk + 83 + S“ +oeee

gue gera uma Hamiltoniana

H (p , a) = K(B)
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vilida numa vizinhanga suficientemente restrita da origem do espago
(E 5 a) e do ponto correspondente no espago @ g 6) o Se tal série
convergir, o sistema sera, entdo, integravel nas vizinhangas de um pon
to de equilibrio, cujas caracteristicas satisfazem as condigGes indica
das.
vamos, agora, notar que a existéncia ou ndo existéncia de
uma integral (propriedade local) é mais importante no que se refere ao
comportamento da solugdo do que d sua integrabilidade. £ fato notdrio
que a integrabilidade de um sistema Hamiltoniano esta em estrita rela-
gao com a existéncia e as caracteristicas de solugles periddicas. A
éste ponto cabe lembrar o conceito introduzido por Whittaker (1960) de
solugao periddica singular. Uma solugao periddica & dita ordinaria se
pertencer a uma familia continua de «! gsolugdes periddicas para as
guais a constante de energia tem o mesmo valor e que sao transformadas
uma na outra pela transformagdo infinit&sima de uma certa integral. E
dita singular se nio existir solugdoc periddica adjacente que correspon
de ao mesmo valor da energia, isto &, agquela transformagaoc infinitési-
ma deixa as solugdes periddicas singulares invariantes. Em relagao a
tais drbitas ja Cherry, conforme Whittaker faz notar, havia determina-
do que sistemas Hamiltonianos possuem, em geral, solugoes periddicas
singulares. A descrigao de certos resultados a respeito e a conexao
entre integrabilidade e existéncia de solugoes periddicas serd estuda-
da em maiores detalhes em capitulos posteriores.
Mostraremos, agora, gue O método de Poincaré admite sempre
solquo. Com efeito, seja H(X , ;) a Hamiltoniana satisfazendo a
condigdo de ser analitica num certo dominio D do espago de fase. En
tao, por todo ponto (EO 0 §o) e D passa uma € uma finica solugao que
& fungao analitica de (% ,;0) e do tempo t num intervalo t0 <t <t,
Nestas condigGes existe uma solugao completa da equagao de Hamilton-Ja
cobi
H(-:—§,§)+-§—%=o

dada por
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A > ]
e tal que nas vizinhangas de (x , ;o) se verifica

x=2HT=33,% , 0
3y 0
y = 25T 3,2 .0
ax 0
0
e
32 s
> ->#0
3x dy

0

Entdo, naquelas vizinhangas & possivel obter

-> > > -+
= Y(x ., , t
Y (0 Y, )

e, portanto,

>, > -
X(x t)
olyol

b33
]

para t0 <t <T . Por meio de S a nova Hamiltoniana sera

[}
o

-+ -+
A= ﬁ(x0 0 yo)

- - ~ -, q -
e, portanto, x0 e yo sao constantes. Se as series de Poincarée con
. L~ -+ - -~
vergirem, convergirao para constantes x* , u;A que poderao ser esco
0 =2
. . . > s .
lhidas iguais a xo e y , respectivamente.
0
Considere-se, agora, o problema descrito pela Hamiltoniana
-
H =H (x)
0 0
o qual &, certamente, integriavel, se Ho € C! . Entretanto, admitire-
mos, ainda, a restrigdo mais forte de H o sex analitica. A solugao
se escreve
- -
X* = x0 = const.

y* = I(ﬁo) t + ;o

com

(—T (1.16)

(3
<+
n

Admitiremos, ainda, que existe X tal que ndo seja possivel se ter
0
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n
I W (§
k

L 0) m, = 0 (1.17)

para inteiros m, nao todos nulos. Uma gquestao importante € saber se

o sistema descrito & estavel auma perturbagao. Melhor explicando, con

sidere~se a Hamiltoniana

>

H = Ho(i) + e Hl(i , Y i€) (1.18)

onde |e| << 1 e H & analitica num dominio @ do espago de fase.
A questao pode, entao, ser colocada da seguinte maneira: Para as mes-
mas condigoes iniciais, as solugGes correspondentes a Ho e H se a-
fastam indefinidamente no tempo? Se ©O método de Poincaré convergir ob

temos as seguintes propriedades:

1) A solugao §(§0 , §n ; t) difere da solugao §*(§0 . §0 , t)

por térmos puramente periddicos no tempo e, portanto, a diferenga
- - - - -
x(x ; ) - x*(x ; t)

| q C YO ¢ ' YO |

se mantem limitada, qualquer gque

0 t) difere da solugao §*(;0 g ;0 i t)

por térmos puramente periédicos e por termos que crescem proporcional-

-

2) A solugao §(x0 .y

mente a t com a ordem de ¢ , no maximo.
Mostraremos, entretanto, que, gsatisfeitas as condiqaes enun-
- >

ciadas para Ho(;) , as frequéncias ;(§o , 0) e m(xO , e) diferem

no maximo na ordem de €2 . Com efeito, seja
H = Ho(?g) + € Hl(; , y) + €l Hz(i i R

Procuremos uma transformagao completamente candnica gerada por uma fun

gdo § = stX ,y ,€) , tal que

> 39S, T
X = (*—;)
. 3y
38, T 3%s
Y (. (—*:) ’ -~ 3 # 0
2 X 3IXay
e tal que a Hamiltoniana H , expressa fungao das novas varidveis

(X , ¥) se ponha na forma
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H(Xx , ¥) =KX, ¥) = Ko(i) + €2 Kz(i , ¥) + €3 Ka(i )+ L.

Admitamos S analitica e escrevamos
s—gx + eSS (X,9) + €2 X, v
= Zofe Yy € . ' Y) € SZ(X P YY)+ ool

Desenvolvimento em série de Taylor fornece

95 95
HX , ¥) =H (X + ¢ (—b T+ e2 S I
g 3y 3y
aS

T

+ e H (X +e ( )T+ eee L, Y) el =

N 3H
=H (X) + ¢ —2
9 X

(—M T+ e w1 X, + 2 pE LY . e)
> > 9y 1
X = X

Entdo, bastarid resolver a equagao:

3 H S
H (X)) + 2 -+ +eH (X ,¥) =k (X 1.19
o0+ 5 yo e B &L H =k (1.19)
x=
Seja
B =—2_r 22 . ;u@E,3 ay a dy_ =0 (1.20)
. 20)D . e . P Y ' Y, --- dyp .

Tomemos, entio

xo(i) = Ho(i) (1.21)

que define Ko(i) . A fungao Sl serd definida pela equagio a deriva

das parciais

n 38
Iow® gobs-n X,
k=1 Yie 1

que & linear e, portanto, admite solugdo. Com efeito, em particular

S = fungao puramente periddica de
L - _ . (1.22)
yl, yz,..., ¥, * fungao arbitraria de X .
Se tomarmos a transformagao gerada por -
.
S* = [ xk Y te S1 (1.23)
a nova Hamiltoniana serd necessiriamente da forma
KX, ¥) = xo(i) + szxzti B3 T (1.24)

© que prova nossa afirmagao primitiva (Ver também L. Cesari, 1959).
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2. Transformagoes

Seja o sistema de n equagdes diferenciais ordiniarias

=%, v (2.1)

Ko

> L .-

com F(x , t) analitica numa certa regiao R do espago de X e pe-
riddica, de periodo 2x , em t . Seja §0 e R . Entdo, existe e € 0
nica a solugio

0

X = g(x_, t) (2.2)
> =
¥ = 0 uma solugao.

tal que §° = a(io , 0} . Seja
Consideremos a transformagao:

T : % = x* = g(x , 2r) (2.3)
que & biunivoca nas vizinhangas de ;0 pois I & analitica. Indica-
remos por T a transformagido que se obtém aplicando T g-vézes suces
sivamente. Por exemplo

2 % =T g%, 20 =3 {3, 2m) , 27}
= 0 & um ponto fixo de % , g inteiro po

Evidentemente, entao,

gitivo, isto é:
(2.4)

]
r-
X4

|
"t

Definiremos:

a) O ponto io € singular se houver uma vizinhanga contida em R
que nao contém nenhum outro ponto fixo. Note-se que um ponto fixo de
7% , g inteiro positivo, corresponde a uma solugao periddica de (2.1)
de periodo 2qm . Se o ponto & singular, entdo a solugao periddica &
singular. O conceito dado por wWhittaker representa, evidentemente, um

caso particular da presente definigado.

b) O ponto ic & ordinario se em tdda a vizinhanga de §0 , con-
tida em R , houver pelo menos um outro ponto fixo. A solugao periddi
ca correspondente serad dita ordinaria. No sentido indicado, entdao, um
ponto ordindrio & um ponto de acumulagdo de solugdes peribdicas.

Nos ocuparemos, principalmente, de transformagbes que conser
vam o volume, isto &, aquelas para as quais sendo:

J dx* ax* ..... dx* = dx dx ..... dx
1 2 n 1 2 n
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onde J & o Jacobiano

J = n
3 (x*, x*, 7, ng !
se tem J =1, isto &,
3g g g
—1 _t .. =1
Ix 3 x 9 X
1 2 n
. =1
agn agn agn
3 X Ix """ 3 x
1 2 n

nicas
% = . OH
k ayk
(k = 1,2,...,n) (2.5)
g 3 H
Yp = ¢t 3 X,

com H = H(§ 0 ; ; t) = H(§ 0 § ; t + 2m) , analitica num certo domi-

nio D do espago de fase, contendo a origem. Esta € suposta ponto de
equilibrio do sistema. Seja (;o ,;0) e D e seja x = E(Io ,;0 , )
¥ = é(io . ;0 » t) a solugao que & dUnica e analitica passando por

-+ -> .
(xo,yo) no instante t = 0 .
Consideremos novamente a transformagao

*=3(x, ¥, 2n
T (2.6)

§* 3(; ’ ; ¢ 27)

que serd analitica nas vizinhangas da origem.

E claro que, ainda, o ponto (0 , §) & ponto fixo da trans-
formagdo. Em geral, um ponto fixo (i , V) ser3 tal que

™ @, V) = (@3, (2.7)

e, evidentemente, &ste estd associado a uma solugio periddica de perio
do 2gq® , com g inteiro positivo. Classificaremos, ainda, tais pon-
tos em ordindrios e singulares.

Como % e g sdo analfticas nas vizinhangas da origem, po-
demos representa-las nessa vizinhanga por séries convergentes de Tay-

lor
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¥* =f + R + 2t T4 ...
0 I X ay
0 Yig
- - a+ > a-' -+>
y* =g + 29 X + ——g Yy + ....
2 3 x 3y
0 0
Levando em conta gque t = 3 =0
(] 0
- -+
e pondo > X* s X
A B R g e
Y b4
af 2§
a-> T—;
*lo Yig
J =
° | 23 23
3% 3y
0 Yig
tem-se
2*=JOE+.......... (2.8)

Evidentemente a transformagdao T & candnica, isto e,

hi

2

9
|| = =1 (2.9)

|
=

"t
Y
=¥

I
AR

t

@
L33
%]

e, em particular, jgl =1 . A transformagaoc T conserva, pois, o vo

lume no espago de fase. Além disso, por ser a transformagao candnica

sTeg=¢ (2.10)
onde 0 -1
n n
E = r
I 0
n n

aguela relagao sendo valida para JO , em particular.

Consideremos a transformagao linear

* = 3 z (2.11)

e o problema de autovalores

|3 - a1 0

0
que se reduz 3 solugdo de uma equagao algébrica inteira de grau 2n em
A . Como o térmo independente & lJOI , nenhuma raiz & nula. Seja x

um auto vetor correspondente a i , isto &,
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Desta vém, sucessivamente

=]
]
=+
n
>
]
H]

isto &, A & também solugdo da equagdo caracteristica

lJ:-—i‘-Ilno

e como
T
[ - 21| = |00 -a1] =0
0 0
se A & raiz, —%— também &. A equagdo caracteristica €, pois, uma

equagdo reciproca:

2n 2n-] 2n-2

2 -
A + aZn—l A + a2n-2 A + ... + azn_2 AS + aZn—l A+ 1 =0
S X, A ..., A sdo as raizes, entdo
1 2 2n
A d ... X = 1 (2.12)

1 2 2n

Suponhamos, ncvamente, todos os lj diferentes (reais ou complexos
conjugados dois a dois). Existira, ent3o, uma transformagao linear

T =LW (2.13)
tal que a transformagio

-1

-

W = (L™ 0 L) W=AW

0
se reduz 34 forma normal, isto &,
A=1t3 1L = giag (A , 2 A, )
0 EER L PEAR R B 1
e, portanto,
W = A, W.
J J 3]
A transformagdo T podera, entdo, se escrever
I» = 2 %+ 3(D) (2.14)
e como tal transformagao & analitica nas vizinhangas da origem, pode-

mes escrever
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k > >
* = - -
xk Xk xk + mfz Pm (xll le «sa g Xl‘l H Yll er e g Yn) = pk (x , y)
y* =y vy, + ; qk (x b4 X_ ; ) = (% ¥)
k k k m-z m 1' ZIA"' ’ n ’ yll yzl . ’ yn qk ’ y
k k - LA -
para k=1, 2, ..., n . Os p e g sao polinomios homogeneos de
m m g
grdu m nos x; e y; € W < Aok (k =1, 2, ..., n) . A trans-
formagao sera, ainda, escrita
-
e =BE, D =% X+ IE N
-> + > -+ +> - - -+ (2'15)
¥*=glx , y) =w «y +¥ix,y)

e satisfard 3 condigdo de ser o Jacobiano unitario e, portanto,

> >
3¢ 3¢
Y —
I x 3Y
la| = -+ > =1
3y Iy
- 5
9 X Iy
Ponhamos, agora:
xi =u, X, , yi =V Yy 0 k=1,2,...,n (2.16)
onde & possivel escolher:
ﬁ = ; Pk (x X x )
k L SR P PR AL W £
m=0
(2.17)
v, = ; Q5 (x ¥y . XY eeees X_ ¥
k =0 m 1 1 2 T2 n “‘n

k - P ~ - ;2
onde p. e Q: sio polindmios homogeéneos de grau m nas variaveis

produtos X_y_ , X_ Y_ s---¢ X ¥y, . isto e,

171 2 "2
m m m
k _ k 1 2 n
Bal= z = o oo (xpy) (x, v,) cee (xyp)
m,+m,+...+m 1 n
1 72
m m m
k _ _ ok 1 2 n
Q = g = B ...m (xl yl) (XZ YZ) T (xn yn)
m,+m,+...+m 1 n
1 72 n
Evidentemente teremos
k
P0 = Ak
k
Q0 = My
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Considere-se, agora, um sistema autonomo
ik = £ (X e x) . k=1,2,...,n
onde as fk sao supostas analiticas num dominio D do espago dos x;

Na forma vetorial

.

x = ¥ (x) (2.18)
Correspondente 3 condigdo inicial t =0 : x = f ¢ D , existe e & Gni-

ca a solugao

-+ -> -+ +

x=X(§,t) ’ x(Elo) X [

4 e x (&, t)

& analitica em t, no intervalo 0 <t <T , durante o qual X(Z,t) eD,
Se em correspondéncia a um E* ¢ D , a solugdo x(¥* , t) f£or periddi

ca de periodo 21 e permanecer em D , entdo a transformagao

X = x (8*, 2m) (2.19)
terd um ponto fixo em E* . Com efeito, seja E um ponto de D sufi-
cientemente proximo de E* » mas pertencente ao plano o : x, = E: o
e suponhamos fs (E: 5O 0§ E;) # 0 . Entdo, a solugao X=X (E* , t)

tangente a & : x_ = £* . Por razdes de continuidade a solugdo

nao
"

(£, t) tambdm ndo & tangente a a : x, = E* e apos um certo

é
-+ ->
x =X
tempo 1t ela interceptara &sse plano num ponto (Xpreeer X _q ¢ EY,

Kegpprooer xn) . Evidentemente 1t se obtem impondo
Xy (51,---. Ego1r &5 7 Bgpyrenes £ 1) = 3 (2.20)

pois, por hipotese
et =£ (D) #o0
gt 5 8
para E suficientemente proximo de E* ., De (2.20) obteremos
TET R Ry e By By eees B)
que, substituida em
x, =%, (E,1) (k =1,..., s-1 , s+l,..., n)
fornece
X o= X (El,..., 58_1‘, Egpprecer En) (2.21)
fungdes analfticas dos £, - Se em correspondéncia a 1 = 2x , se ob-

tem X = E* , entao E é ponto fixo e, portanto, fica provada a tese.

Entdo, dada uma transformagdo (2.21) definida nas vizinhangas de um
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ponto Ei* ¢ D temos o problema topoldgico da determinagdo de um domi-
nio D para o qual existe um ponto fixo. A respeito podemos citar o
Teorema de Brouwer: “ Numa transformagdo continua de uma imagem homeo-
morfica de um cubo n-dimensional em si mesmo existe pelo menos um pon
to fixo ". Num espago a duas dimensoes, D tera, necessariamente, di

mensiac 1 , isto &, & um segmento fechado de reta (g, - £,) -

0y

Ilustrando o teorema de Brouwer

Se a aplicagao fOr tal que x_ estd 3 direita de §_ e

X, i esquerda de & . entao, é evidente que existe um ponto E* pa-
ra o qual x = E* . £, entretanto, importante notar que em sistemas
Hamiltonianos os dominios D nao sao, em geral, topoldgicamente equi-
valentes a-um cubo, mas sim a toros. Sobre esta questao nos ocupare-
mos logo mais. Vale a pena citar gue no caso, sera necessario acres-
centar a hipdtese da transformagao ser isovolumétrica (a qual em efei-
to é satisfeita sempre para sistemas Hamiltonianos) . Um caso especi-
al & o Teorema de Poincaré e Birkhoff: " Numa transformacdo continua
de um anel circular em si mesmo, se Os contornos se transformam em

sentidos opostos, existem, peloc menos, dois pontos fixos interiores ao

anel ".

Ilustrande o teorema de Poincard-8irkhoff
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3. Propriedades de transformacoes nas vizinhangas de um ponto fixo

Analisemos, em alguns detalhes, as propriedades das transfor
magoes analiticas isovolumétricas nas vizinhangas de um ponto fixo. To
memos a origem neste ponto. Entdo, a transformagao, numa vizinhanga

da origem, se escreve

n

= 1 n 1 = b d
Yy ck51+...+cken+dkn1+...+dknn+... gk(t:,n)

para k =1, 2; Sodp % o

Supusemos as varisveis do espago, suposto 2n-dimensional, se
paradas em dois conjuntos n-dimensionais das "coordenadas" Y, e dos
"momentos" X, . As séries (3.1) convergem para lEkI . I"kl sufi-
cientemente pequenos (k =1, 2, ..., n) . Se (3.1) & isovolumétrica,

a matriz simbSlica

2 3
X4 an
J =
-+ -+
29 29
-+ -
3 3 an
€ ndo singular e inclusive |[J| = 1 . Em particular, na origem
al a2 ... a" b! b2 .., b"
1 1 1 1 1 1
S T = 1
1 o2 nog1 g2 n
C, €1 --- S dn dn o oo dn

Consideremos o anel T das séries de poténcias e coeficientes reais

ou complexos

+> -
= +a x +a x + .,.+ a X x 4+ ... +Db +..+
A 3 1 2 T2 12 71 T2 12 Y3 ¥,
+ c X L
12 1 yz
- . -1 -> -+
e se a0 # 0 , entao existe ¢ (x , ¥y) ¢ T , tal que
-1

-, e -,
E evidente que substituindo as séries (3.1) em ¢(§ , Y) a série re-
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sultante ¢ ( E, ;) el .
Dado um conjunto de transformagdes analiticas isovolumétri-

cas que tem ponto fixo na origem

s T =%, 9

o= g(x , ¥

s X o= 303,V
2

¥ = 3@, ¥

& f3cil verificar que tddas as S constituem um pseudo grupoc. Se res
tringirmos convenientemente a vizinhanga da origem, aqui as S consti
tuem um grupo. O problema classico associado ao estudo de péntos de.
equilibrio e solugoes periédicaé de sistemas Hamiltonianos & o da de-

terminagdo da chamada forma normal das transformagées S .

Ponhamos
s : % =F%%, N
7= gx, 9
> -+
e =85 + ... 5 S = 1
-+ >
v 0 v 0
U ;' =$(E' r-':')
;' =-‘$(E' ' -ﬁ')
-+ -
xl E‘
=U * ot ’ U 0
e (;.) " ( ;') | ol 7
T =F(E, )
K' =a(-€l;)
-> -+
g! 13 I | 0
= el coao g
. " To B 0 7
x [
Se chamarmos Z o ponto - e [ o ponto . poremos, formalmente
b4 n '
2' =58 1%
z' =Uu g (2 = U ¢)
¢t =T¢

Destas decorre
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isto &
ou (3.2)

Dada a transformagdao S , o problema & determinar U tal que T seja
a forma normal mais simples possivel. InIcialmente, reduzimos os tér-
mos lineares. Para &stes, a equagao (3.2) se reduz a uma relagio ma-
tricial

T =U"S U (3.3)

onde To , U0 . S0 sdo matrizes 2n x 2n inversiveis, por hipdtese.

Admitiremos que os autovalores de S (A , A preer A b U 4 U yeee, M)
0 1 2 n 1 2 n

sejam todos distintos. Evidentemente nenhum deles & nulo, pois
LU S | WM ... uw_ =8| =1, Neste caso existe uma matriz
Uo tal que T0 se reduz 3 diagonal cujos elementos sdo aquéles auto-

valores. Se todos os Ai e uy
entao U0 é real. Se todos os A, e uy
dos dois a dois ; ponto fixo eliptico) U0 € complexo. Entdo, teremos

forem reais (ponto fixo hiperbdlico)

forem complexos (conjuga-

| J—
xk = A

S : (3.4)

> -+
x, + £ = fk(x , Y)

' = - -+
Y = M Y Y9 =g (x,9)

onde, por enquanto, se supoem todos os Ak e u reais.
Tomemos U = I , isto &,
0 2n
- + -~ _ (+ e d
xk = Ek ¢k = ¢k E,n)
U : (3.5)

- -+
Y = 0t ¥ =¥ (&, n)
ry bd - )
e procuremos determinar ¢ e ¢ de tal maneira que

k Ek
T : (3.6)
L —_—
neo= oM My

Como SU=UT , resulta
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1 1 2 1
(3.7)
(3(E, 0y L SCE, My = L0 8,2k ), )}
gk ¢ N ’ s N k 11 2 R ,uln PR N sese
Ponhamos, agora
¢, = I oL . v, = L ¥ (3.8)
k m=1 k k o=1 k

onde ¢E e wi

As relagdes (3.7) tornam-se

A +,-> +E - —>’-> ,-b +’+ = I m . .
K (s m) LECE, M), ¥lE, m) N 4 O E e iy )}
- -+ = > > -> -+ .
’ + ’ ’ ’ = z A geesl)y G000
u b (&, ) g Lote,m), vl¢ n) N p L &) ) (uln1 )}

ou, ainda:

bt m m _
mil {¢k{(>\151:--,1n5n),(ulnlu-,unﬂn)}‘)\k ¢k((£11--lgn) r(nlr--'nn)}}_

=E (T e} (E,n) vp (£, ™}
m=l n=1

8

(3.9)

= m m > >

L X P Y 5 R - ’ =
-z v, {( 151 nba) (uln1 u.n_)} M Yy {(E,n)1}
Sg (ot ot (E, ), zowp (BN
que sao séries de polindmios em £ , & , «--v E ;M s Ny ee-r N -

Igualando coeficientes, para m =1 , levando em conta (3.4) e (3.5},

resulta

M M T oM g =0
satisfeitas identicamente. A seguir, consideremos OS térmos gque envol

vem m
gleg? ... ¢ nln?2.. 0 ' (3.10)
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com

m=mn +n +...+n_ +m +m + ... + m > 2
1 2 n 1 2 n -

Sejam, em ¢E e w: os térmos correspondentes dados por

k Yo a
Cn m E ! nn
R 1
€ n
k Soo p it
Dn m § nn
0 DT ol 1

Novamente comparando os coeficientes obtemos

k n1 n2 n m1 m2 o k k
C A 500 8o o = =

n yeeenmy l1 2 An ul uz Y Ak Cn NS Am

n
(3.11)

k n n n,om m m Kk x
D J Py ki 58 by 2 |, - =
nl,...,mn Xl 2 xn ul uz Ya Mk Dn],...,mn Bm

k ~ Lo, . ~ q
onde Am e Bﬁ sao polinomios de coeficientes de termos do tipo

(3.10), para

n +n + ...4+n_+m +m + ... + m =5 < m
1 2 n 1 2 n

pois Ek e ék comegam, por hipdtese, com térmos quadriticos. Entdo,

se tais coeficientes sao conhecidos para s =1, 2, ..., m-1 , os coe-
k k

ficientes ¢ x € D . serao definidos por (3.1l) desde
senenm EEEETLI
que se tenha
nl nz nn ml mz mn
A A ees A U N eae U =)y 0
1 2 n 1 2 n K 7
(3.12)
nl 11.2 nn ml mz mn
A A LR u cae U = 0
1 2 n M 2 n M ¥
para k=1,2,...,n e n1 +n2 + ... +nn+m1 -ﬁ-m2 +...+mn=m=2,3,4,.....

Em verdade, existem situagdes em que as condigdes (3.12) sio
satisfeitas. Entretanto, como tais expressdes aparecem em denominado-
estas podem divergir se tais denominadores

res das séries e

tém ponto de acumulagdo zero.
Evidentemente existirao valores Al,...,An ,ul,...,un , tais
que aquelas‘'relagoes se mantenham superiores a um certe limite para to

dosos n ,n ,..., mn inteiros. Bstes valores sdao, na realidade,
1 2
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os mesmos ja mencionados nos métodos de Lindstedt-Poincaré. Da aproxi
magio diofantina sabemos gue bastard excluir um certo conjunto de Xy
e ”j de medida nula. Note-se, entretanto, gque, como admitimos
ISOI = 1 , resultara

Al Az — An ul uz cee W, = 1 (3.13)

e, portanto, as relagoes (3.12) nio podem ser satisfeitas (Basta consi
derar aexpressao acima multiplicada por A, oOu u,. k=1,2,...,n).
Entao, uma transformagao isovolumétrica nao pode ser reduzi-

da & forma normal (3.6).

Vejamos, agora, se & possivel reduzir T i forma normal

S = Y Bk
T : (3.14)
M= Vi Mk
onde
n k n n X
uk_= a0 + j:l 23,3 Ej nj f j:l mil a4, 4,m (Ej nj)(Em )t
(3.15)
v = bE + jgl bg’j gy ny * jgi mgl bf,J,m (£, my) (&g ny) + ...

Novamente procuraremos U , de acordo com a relagao
SU =0T

e s & da forma (3.4). Resulta, entao,

+

Hh
-~
R
™y

I-r;)l W(El;)}=¢k{(ul€l'--olun5n) ’ (Vlnl,---,vnnn)}
g L3, BE M sy (g ugty) (v n seeeivyng)}

ou, ainda

A bt E L F e, v
(3.16)
- > -+
B Yyt 9y {¢,v}r=y (g, v n)

ou, levando em conta (3.8)

DOl -epe, vmlE (T oneam, I Vg, M} =0
m=1 m=1 m=1
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Dol (6o m) -opmg, v} +&, (  eRe,m, I (6, m} =0
m=1 m=1 m=]1
ou ainda

M)+ T O (erm) —optug , vm b+ £ 0 1 ol (g, = oB(g,m) =0
m=2 m=1 m=]1

{3.17)

I yp(E,m} =0

(he=v in, + 2 {ukw:(i,n) -wf:(us cva)l4g (X ¢E(E,n),
m=2 m=1 m=1

Os térmos de 19 griu fornecem:

Suponhamos, novamente, que se conhegam o: e w:_ para s =1,2,...,m-1,

e além disto os coeficientes

ak ak ak ak .
0 2, 0 4 Foasy 2 e ;

0 jl »31,.12 p’Jl’ jp

k k k k

b b b 800 gl Lo

0o ' Z’jl ! A,jl’jZ ! ! 2P:j])~-~:jp !

para 2p < m-1 o B 8055 Ay Boag i

Usando a mesma notagao anterior obtemcs relagbes anilogas a

(3.11) onde A: o B§ sdao, agora, polinomios que envolvem coeficien-

tes conhecidos de térmos para os quais n1 + n2 oot m o<m e
. k ) .
. b com 2s < m-l v 3 = 1, 2, ..., n,

a
28,3 heendg T T2803 Leenndy

k=1, 2, ..., s
Além disto ¢E_l(u5 , V), wE_l(uE , vn) nao contribuem pa

ra térmos de ordem m e ¢:-2(u£ ,vn) wg_z(uz , vn) contribuem ape

nas com coeficientes conhecidos. Novamente, desde que (3.12) sejam sa
k k

tisfeitos, os coeficientes C e D podem ser obti-
0D ,.e.,m 0 ,es.,m
1 n 1 n
dos. Como X ETRYE Woeeeeruy sao reciprocas duas a duas, pondo
Ve = “%L— (k =1, 2, ..., n) as relagdoes (3.12) sdo equivalentes a

k
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1 1 2 2 n o _
A x, cooa A, # 0
nl-ml nz—mz nn—mn -1
A x, A, O

ou ainda, como Ak #0 (k =1, 2, «v., D)t

nl—ml nz-m2 nk—mk—l n -m,
Al Xz coao Ak oo oo kn # 1
nl-ml nz—m2 nk—mk+l n -m (3'18)
Xl Az coao Ak GDOo An # 1
e e evidente que, para n1=ml o n2=m2 HoOO nk=mk + 1, .-« nn=mn
tais condigdes ndo podem ser satisfeitas. Também n3o serdo satisfei-

tas se, pelo menos, um dos A, £5r raiz da unidade. Admitiremos que
isto nio seja verdade e vamos procurar um processo de definir os coefi

cientes desconhecidos, de maneira univoca. Definamos, inicialmente,

a;_ o bi_ nulos para k Impar. Suponhamos gque para m > 1
8000 RoDoG
o B s 8 k k : q
os coeficientes de ¢, , V¥ ¢ Fg_ 3., bo1;... tenham sido
determinados, para S < WM . Com efeito, isto & verdade para m = 2,
pois
op = 1
vp =1
k _
a0 = lk
k _ _ -1
b0 = My = Xk

Comparemos OS térmos de grau m . Para um mesmo M, a equagao (3.17)

fornece:

A ™ (E,m) - 60 (Ag,un) - k m m, +1 m =

kP> klAS LN I a 1 k k
2(m1+....+mn)+1-m m‘l;m,’~~--mn(€1"1) cecbp M eee(Egny) el

Ve (E,m) = bp (A, um) = r bk o IE¥ o w, m o+l n
2(m1+.._.+mn)+1.m m-1;m pee @y 1“1 ”'Ek LI ...(Ennn) = ...

onde os térmos 3 direita sio conhecidos. Esplicitando os ¢E e ¥ ¢

n a n
z r - ck ig 2 n_ Kk "1t
k MiD ,0 ,e00:,M0 El E; aonli e Cm-n n o A CE e
In +o =m 1° 2 n In +m =m 12" e 1
m m
n n k n
woon 0= 4 a 1
n a m-l;nl,...,n (Elﬂl) "(Ek“k) & -

2 +o +...
(nl nz +nn)+1-m



k " nz ™ nl n2 "n
by cs. (A, =2 a2, =
Im,+n =m Min el see,m Tk 1 2 n ) 51 Ez n,
: Kk n n, n
N z -1- (€ n) looitegn) Sg...(en) P4 ..
2(n +...+n )+l=n " Lim seevum 7 k 'k k n''n
ou ainda .
k n;-m1 nr'l—mn n; n' m
I C (A, - a Lo ) 2, .. =
Eni+m1'm m;n',...,mn k 1 o 51 52 U
— k n]. Ilk nn
= b3 a n(Elnl) ...(Eknk) Ek-.-(Ennn) +

- m-1l;n ,...,n
2(n1+...+nn)+l m 1

+ térmos de coeficientes conhecidos de grau m s

e, anadlogamente,

k n]—ml nn—mn n1 n2 mn
' b Dm;n.,.__,m (uk - A ceed ) £ E 2., n " =
;ni+mi-m n 1 1 2
— k_ nl nk nn
T 2(n 4. .t )+1l=m bm‘l;nlw--.nn“1"1) R L
1 n

+ termos de coeficientes conhecidos de grau m .

Para m par, como a:_ e b:. sdo nulos para p Impar entio
Bo B H G
k k

os coeficientes C ca.. Dm;'-_ se determinam univocamente a par-
tir de térmos conhecidos. Entretanto, para m Impar as equagdes nio
permitem determinar os coeficientes. E necessirio se introduzir duas
restrigdes a mais para determina-las. Admitamos, entdo, que as séries

B4 Ay K

(l) o =P (Eln)
F] Ei 3 nJ ij
n 3¢ 3y 3¢ 3y
(2) z (-—-a—g—k- _an_k-a_n—k —a—EE)=Qij(E,ﬂ)
k=1 i 3 3 i
nao contenham poténcias de Ee "y + k=1,2, ..., n, isto &, nio
contenham térmos do tipo U vy (sem térmos independentes). Nova-

mente, suponhamos que tal seja para térmos de grau inferior a m-1 .
Para m = 2 , a simples inspegao dos desenvolvimentos verifica esta hi
pdtese. Por outro lado, para m par, se aquilo é verdade, o seri pa-

ra m+l . Vejamos para um m Impar.
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Temos que

m
¢ n n,~1 n m m
k k 3 n n
_—= z 1., L
9&. nj Cm;n syece,m El Ej En nl e
3j Zni+mi-m ’n
m
R n' n'! m' m'-1 m'
3 k _ I mj k v Lo, ¢ n nl... n i n C
n. ] - m;n',...,m 1 1 3 R 1
In!+ ’
j ni mi-m
rlll nll n;
0 coeficiente de (¢ n ) ! (¢ n) 2 ... (E_n) na primeira &
i1 2 2 n o
k
{n" + 1) C ‘
j m;n",...,n3+1,...,n; 5 n:,...,n;
e na segunda
k
(n" + 1) D
3 m;n",...,n; . n",...,n;+1,...,n;
e como n; +1#0 , ahipdotese (1) implica:
k = p¥
m;nl,...,nj+1,...,nn . nl,...,nn m;nl,...,nn } nl,...,nj+1,...,nn
(3.19)
pPor outro lado observe-se que, em vista de (3.5)
3¢ - 3l =
k k k n n, -1 n m o
=6  + I /=6 + I H n, C 1 5 b e
3 k oo sog ..
Ei s m=2 351 L5 =2 Zn1+mi-m & m,nl,..,mn El El En nl Ta
EL - a*m - ' '
k K n n n' o1 [}
i, kgt Eoam, T8yt I tomoo¥ o, e g ®on 1. cen®
3 m=2 "4 m=2 tnj'_+m:'l-m LSRR LA n 1 i n
3¢ - 3T . " N "
k “"_ “w
= I ogem= I Pomr R L e
3 m=2 3 m=2 IDI+mI-m m,nl,..,mn 1 n 1 -Ny ..."ln
Y e aw"‘ - e " " " 0
ac_k= t a_e:*k= g : ny DX L 1 cni'-l En“l e
1 w=2 *i  me2 Ln}'+al=m L B e Myireefy
Fixemos nossa atengaoc para um térmo da ordem
l'l‘lJ ng ng
(-El nl) (EZ nz) cee (8 )
com
n® +n% + ... +n? = m?
1 2 n
Conhecidos os coeficientes até a ordem m® - 1 , & claro gque as contri
q s,

buigbes para os térmos de ordem imediatamente superior serao, atraves

da relagao (2), para k =3j =1 :
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b (ng+l) Ck0 6 0 o o . ng ng n? ng
an+ng-m° m +1;n1,..,ni-f-l,..,nn,nl,..,nn El ...En n ...nn +
5 fep D¢ e ) ;20 ml a® ol

Eng+ng-m° m +1;n1,..,nn,n1,..,ni+l,..,nn£1 En nl nn -

= térmos de coeficientes conhecidos de mesma ordem e térmos de ordem

superior. Logo, para que o coeficiente da ordem atingida se anule, de

vera ser
m,;m . 'm~ +1 ey m . m
H 3 e 0 ey ] pe ey Y 3o e ey
m;m m m . m,+1 m }
H 3o ey n? 3 e ey j 3 e e 0y

igual a um valor bem determinado e, em vista gde (3.19) ficam, assim,
univocamente determinados os coeficientes C e D . Ficou, assim,
univocamente determinada uma transformagao U tal que a transformagao

5 se reduz a forma normal T dada por

com T da forma (3.14) sob a condigdo de que possam ser satisfeitas

(3.18). Se s f£or isovolumétrica, pode-se provar que T & isovolumé

trica. Inicialmente, & facil verificar que Qij S 61j . Entao U &
candnica e da relagao SU=07T, decorre
f(;(gl}:) I-';(EI;)} = g(u_glvn)
gLTE, N ,WE, MY = @, ™
e destas
2% a2 3¢ 2% _ 23 a3 23Ut aut
2% a3y 2% an 3UE avn 2% a2
33 39 2% ay 3y a3 avn avn
Y > T T - — — > -
3¢ Y 9& 3n duf 3 ug a £ 93 n
Chamemos essa relagao, na mesma ordem
AB = CB ‘ (3.20)

Por hipotese:
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Alea=c¢
BT EB=E
cTrEc=k

Usando essas relagoes, de (3.20) vem, sucessivamente

A=CDB'1

-1, 7 T T

A" = (B ") D C

A'EA = E= (B ™) ot cTEa

pPcTea=8TE

pT ¢’ E A B

1]
o]
1
[v4]

]
t

e como A B =2CD, finalmente

D" CT ECD = E
DTED=E
e, portanto, a matriz D & simplética, isto &, a transformagao T &
canonica e, consequentemente, isovolumétrica. Do fato de ser T cané

nica, resulta, pondo

n axi 3Yk axi QYk

r - ) = 8§ (3.21)
3g,. 2 an, 3 ik
=1 %% 0Ny 3 %%
Introduzindo as definigoes de X; e Y, -
3u IV n au, av au, v
k i k i k
s u, v, + £, 54— VvV, *+n u, + &.n I (—— = 5g—57) = 8§
k . a ] ] F] ik
ik 1k 13g, k kan, i 1% g, 8y Any n, &,
(3.22)
Definamos, agora
w, = £, "a (m=1, 2, ..., n
e lembremos gque
u = uk(wl, mz, 500 g wn)
v = uk(wl, Wor e mn)

Logo
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aui avk_ aui 'c)vk . (3ui 9V i au:L 3vk

) E) ] 9
Ej nj nJ Ej 33 9 wj ] mj 3 wj F) wj

=

e a relagao (3.21) se reduz a

au avk

P T T S e S ik (3.23)

$

Para 1 = k , obtemos

auk avk
U v + amk vk Wy, + o uk we = 1 o
k
I {u v, w, 1} =1 )
w k "k 'k s
k
_uk v, = 1l + Fk(wl,...,wk_l, wk+1,...,wn)/mk (3.24)

onde F é uma fungdo arbitradria independente de w, . Para i #k,

a relagao (3.23) fornece

Ju IV
i k _ .
Ve Te, T Ee, 0 0 AR
o que conduz a Fk = 0 , k=1, 2, ..., n . Logo
U Vi = 1 (k =1, 2, ve., N) (3.25)

As relagbes (3.25) explicam o fato do ponto fixo em questao (todos os

A reais) ser chamado hiperbdlico. De (3.14) resulta, ainda

B M = B My (3.26)
isto @, os produtos 8 M sao invariantes com T . Por outro lado,
existirdo n séries de poténcias

a, = ak(ml, mz, Boop wn)
tal que
u, = ¢ emk
Ve = & e_uk

e, portanto, a forma T ode ser escrita
p P
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k
! = 2
3" e ©
(3.27)
-
_ k
n = tn e
Admitamos, agora, que Os A, s My sejam complexos. Ainda
valerd
A coo =1
12 a MY et
e, portanto, a todo
ia
. k
A, = e (3.28)
correspondera
-ia
. k
Ak = e
com

Admitiremos, ainda, gue n3o existe nenhum inteiro p tal que
AP= 1 ] k=1, 2, «ec, n (3.29)

Suponhamos, novamente, a transformagdo original correspondente a S .
Por um processo analogo ao caso hiperbdlico poderemos, agora,

reduzir S a forma normal

T : . (3.30)

por meio de uma transformagao U (que & uma série de poténcias) tal

que UT=SU . As quantidades a (k =1, 2, ..., n) sdo séries

de poténcias em oo W ey w (w, = & n) - Definindo, agora
Ek=Pk+lqk
(k =1, 2,..., n)
e TP T

a transformagao (3.30) torna-se

Py Py cos nk - q, sen nk
T*:

dy

Py sen ﬂk + q, cos Qk
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onde os £, sao séries de poténcias em (pi + ql) . Se o processo
convergir, a transformagao S & reduzida a uma rotagao T* no espago
de 2n variaveis (p,q) , e as quantidades qﬁ + pZ sdo invarian-
tes. Os angulos de rotagdo dependem désses invariantes. Para n=1 ,
& evidente que circunferéncias de raio § = (p? + qz)l/2 sao transfor

madas em si mesmas por rotagao de um dngulo @ cuja amplitude depende

de 5 . Para n =2, 3, ... € evidente que toros de raios
8, = (P + qi‘i)ll2 sdo transformados em si mesmos por rotagdes de angu
los Qk cujas amplitudes dependem dos 5k o

P

(E.l

L
V‘ q
* -,
Transformagao isovolumétrica na forma normal
1 grau de liberdade
o~
\\\
>~
~
™~
AN
\
\
\
1
1
/
/
4
N ,"
\\\ ’,r
— \\ — —'

-
-
——— —— — -

Transformagao isovolumeétrica na forma normal
2 graus de liberdade



No caso hiperbdlico, por meio da transformagao
"k T P T %
obtemos

Py = Py coOs h @, + q, sen h a

dy P, sen h e, * q, cos h ay

onde as quantidades pi = qi sao invariantes e os
nesses invariantes. Para n = 1 , obtemos gquatro
que se transformam em si mesmos.

Vejamos a existéncia de pontos fixos nas

gem gue & suposta ponto fixo em T .

a) Caso hiperbdlico

-
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ay sao polinomios

ramos hiperbdlicos

vizinhangas da ori-

Evidentemente, n3o existe nenhum ponto fixo a nao ser a origem. O pon

to fixo (origem) corresponde, pois, a uma solugao periddica singular.

b) Caso eliptico
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No caso de n =1 , como admitimos AP # 1 , qualquer p inteiro, e
sendo A = eiu , entdao, o/2n & irracional. Ainda, sendo Q uma fun

gd@o continua de & = £2 + n? , entdo, existem valores de & tais que

2 - P = racicnal

2w gq
e, portanto, -a transformagio T3 = m(1971) transformara um ponto
(E,n) em (E',n") = (€,n) . Existem, pois, circunferéncias de

pontos fixos em tdda vizinhanga da origem. A origem, ponto fixo, cor-
responde, pois, a uma solugao periddica ordinaria. Para n = 2, 3,...
a situagdo se complica ligeiramente. Com efeito, para que uma trans-
formagao T% leve um ponto em si mesmo, deveremos ter uma combinagao

p1 nl + p2 Q + .... + P, Qn , que seja comensurdvel com 27 para al-

2
guns p, inteiros n3aoc nulos. Somente neste caso podemos afirmar a
existéncia de pontos fixos. f£ste, entretanto, nio & o caso geral. Re
sulta, assim, que, em geral, a transformagao T* n3o tem nenhum outro
ponto fixo a ndo ser a origem.

Verificamos, também, que a forma normal (Ei =g u ’"ﬁ=="kvk)
sOmente pode’ ser atingida por uma série de poténcias da forma indicada

se for satisfeita tdda relagdo do tipo (3.18) oque,& fiacil verificar,

€ equivalente a se ter

Il o el > 1 ' k=1,2, ..., n
ou

Il Jul <1 7 k=1,2, ..., n
© que, para um sistema Hamiltoniano & impossivel, pois, u = A;l
(k =1, 2, ..., n) . Chega-se, entado, a conclusac gue a forma normal

ndo pode ser atingida. Finalmente, citemos dois importantes teoremas
de pontos fixos para certos tipos de transformagdes.
A prova do "0ltimo Teorema Geométrico" de Poincaré, forneci-
da por Birkhoff (1926), corresponde ao seguinte enunciado;
"Seja A um anel limitado por duas circunferéncias concéntricas,
de raios a e b, tais que 0 < a < b . Seja T uma transformaqéo
que conserva a area (isovolumétrica) de A em si mesmo. Suponhamos

1

T e T ~ continuas. Se T avangar os pontos das circunferéncias in
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terior e exterior em sentidos opostos, entdo existem, pelo menos, dois
pontos P e P' de A que sao invariantes em relagdao a T , isto &,
pontos fixos de T " (Poincaré afirmava a existéncia de, pelo menos,
um ponto fixo).

Uma das aplicagOes mais famosas déste teorema & ao problema
da bola de bilhar (solugdo periddica do movimento de um ponto material
refletido elidsticamente dentro de uma regido convexa de contorno regu-
lar e tangente continuamente girante).

Outra generalizagao deve-se a Sternberg (1957), o gual prova
um teorema mais geral eliminando a propriedade isovolumétrica da trans
formagao T . O teorema de Poincaré-Birkhoff decorre como caso parti-
cular. Entretanto, por serem os escoamentos em dinamica sempre isovo-
lumétricos, pouco interessa aqui esta generalizagao.

De grande interé@sse & citar o teorema de pontos fixos de
Birkhoff, mas para isso faz-se necessiria uma introdugao. Considere-
mos, novamente, a origem como ponto fixo eliptico de uma transformagao
isovolumdtrica S . Conforme visto a matriz jacobiana J de tal trans

formagao é simplética, isto g,

TR

Se, em particular, considerarmos a transformagao

com

_ (-> ->)_ i
X = o (&) = &+ 4y
U (k =1, 2, ..., n)(3.31)
-+ - -~
Yk=1bk(5,n) = n + ¥y
3%, 3y _ ) _ T_2_3
as derivadas e sao iguais a 1 na origem E=n = e,
aEk an,

= - -+
portanto, existe uma fungao W(y., &) tal que

- - . . - - 0
Logo, W e analitica nas vizinhangas de y = § e £ = 3 e a série

W=Iy, § * oo (3.33)
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€ convergente naquelas vizinhangas. A fungdo W representari tdda
_ transformagao do tipo U . Consideremos a transformagio isovolumétri-
ca U gerada pela série W nao necessiriamente convergente. Fagamos
um truncamento de W , eliminando térmos de ordem superior a 2m + 2 e

seja W* esta série truncada, isto &,

2m + 2 p1 P, ql 9,
W=Dy g+ I A y teey, € teag (3.34)
I(py+q)=3 P23 71 1.
e concluimos, de acordo com (3.32)
* ~
% = gy =N (T8 =g+ BT, ) (3.35)
X .
o W* > - > -+
n, = agk=Nk(§'5)=Yk+Nk(Y'5’
, - oW* . > - -
Por hipotese S5y = 1l na origem §{ =y = ] + €, portanto, e pos
k k
sivel, numa vizinhanga desta, escrever
Ve = vR(E, Ry = n + 32CE, ) (3.36) '
e usando a primeira das eguagoes (3.35),
e = op(E, M) = g #8280 (3.36) "

Evidentemente as (3.36) si3o séries convergentes (pois (3.35) sdo rela-
gbes algébricas), isovolumétricas e transformam S numa forma normal
aproximada T* , isto &, numa forma que coincide com T at& os térmos
de ordem 2m + 1 . E facil verificar que os coeficientes dos térmos
de ordem superior a 2m + 1 crescem ripidamente com m e assim a pas
sagem ao limite ndo € permitida. Para obter T* o QGnico requisito se
ra Aj # 1 para j=1,2, ..., n e s=1, 2, ..., 2m + 2 , condi-
¢a3o menos estringente.daquela antes necesséria e que na realidade pode
ser verificada. A transformagdc T* tomara a forma (tomando m = 2):

iQ

gpme S+ el(E, Ny (3.37)
-iQ
ne=e S+ et(EL W)

onde ¢; e w; sdo térmos de ordem igual ou superior & guarta. Por

isto, sera suficiente tomarmos
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n

3
+ I Bk(a

n,) (3.38)
IR S

]

£ claro gque se deve supor Os Bi nao todos nulos, pois, do contrario,
a aproximagao deveria ser levada a térmos de ordem superior. Se até
gqualquer ordem todos os coeficientes se anularem, as presentes conside
ragdes ndo sdo validas (Tal situagdo relaciona-se com os chamados ca-
sos de ressonincia aguda). Finalmente, notamos que, como & facil veri
ficar, os coeficientes a, e Bi sdo reais e além disto =0, = Ek (o
conjugado de Ek). Resulta dai que ni = Ei . Bastar3, pois, gue nos

ocupemos da primeira das (3.37) escrevendo:

iQ =
v k Wy 2 >
Ek = e e t ¢k( £,8)
(3.39)
n j _
Q =oa, + I B £, &
k k §=1 k "5 73
ou de forma mais compacta
[N SRS LT S )
iq iq iﬂn (3.40)
et =diag (e ! ,..., e )
sendo E um n-vetor de componentes complexas e E seu conjugado. Por
outro lado
10 1a, 1% 8, ¢ itT g ¢ 18
e = e s e S = A, e 3 = A, € s
T T %k I
onde Bk = diag (Bi nNooog B:) ; ainda desenvolvendo o exponencial,
ink
e = Ak(l + i 6k) g

os térmos de ordem superior sendo assimilados em ;“ . Logo
Tvo= AT o+ ¢ (3.41)

onde

A = diag { Al(l + i 51), cee s AL+ 1 Gn)}

Se agora considerarmos o caso n = 1 , aplica-se o teorema de Birkhoff
para uma transformagdo do tipo (3.41). Esquermatizemos tal teorema,
nesse caso. Para n =1, a equagao (3.41) torna-se

E' = % (1 + is) + ¢“ (3.42)
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onde
§=8¢E =28 [£]|2
Neste caso, por conveniente normalizagdo, pode-se escolher ¢ de tal
forma que g =1 , isto &
s =lel2 = 2
¢% serd uma série convergente de poténcias em £ e E , em mddulo 1i
mitada por K|g|* , com K > 0 finitoe |E| =r <« §'<§ .
Entdo, teremos
r'2 =r2 + f(g, E) 5 (3.43)

comt £ real limitada para r < ¢' . Em resumo

E' = A (1L +ir? g+g(g,8) "
= (3.44)
r'=r + £(g,E) r*
com f e g em mddulo limitadas para r = [£]| < §' .
Consideremos a transformagao
S : E'=x (1 +4ir?) g+grt
tal que
sg=¢ ,s¢ =s2g=¢",...., sP g=¢®
1

para todo p inteiro, positiveo ou negativo (existe por hipotese S™ 7).
Vale o seguinte Lema:l
Lema: Dada uma transformagao S tal que
r'=r+£fr* , |f| <K em r < 3§

seja k um inteiro positivo satisfazendo

1

2
oE ¢ 0<Tr<F s, 820

k r? <

Entao, para k=1, 2, ..., p

(a) %} < r(k) < §

(b) A A £ - ¢

2

sendo f(k) uma funqao de mbédulo limitado e menor que 6K , K > 0 fi
nito. A demonstragaoc faz-se imediatamente por indugao (Ver, por exem-
plo: Siegel, 1956). Nestas condigoes, pondo E=rx eie , pode-se mos-
trar que, para |§| < &' < § , existe um inteiro p tal que todos os

pontos de uma curva regular (de Jordan) de equaqao polar r = r(9) se
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tfansformam porl s? numa curva c' de equagao polar r' = r'(e) , fe
chada e de - Jordan. O interior de C & transformado no interior de
C' . Como a transformagao & isovolumétrica, C nao pode estar em C'
e C' ndo pode estar em C . Logo, C e C!' tém, pelo menos, dois
pontos em comum, que sao pontos fixos de sP .

vé-se aqui, as dificuldades gque se encontrariam para genera-
lizar tal resultado para n > 2 . Isto, entretanto, nao elimina a pos
sibilidade de se aplicar tal resultado a sistemas com um nimero de

graus de liberdade maior que um. Veremos como isto & feito, em capitu

lo posterior. 4:'.‘,

Q\

4. Regides de movimento. Estabilidade

0 comportamento assintdtico de solugbes de sistemas Hamilto-
nianos consiste, em parte, na caracterizagao das possiveis regides que
contenham as Orbitas solugdes, correspondentes a um certo conjunto de
condigdes iniciais. Evidentemente &ste &, também, parte do problema
da estabilidade de tais solugdes. Os tipos de solugoes que mais nos

interessam sao as periddicas e as quasi-periddicas. Adotaremos a se-

guinte

Definigdo: Uma fungao z(t) = ¢(61, 92, cees 8) & dita gquasi perio-
dica se, e somente se:
a) ¢ tiver periodo 2r em cada 8, (k =1, 2, ..., D);
b) ¢ possuir certas propriedades de regularidade

{e cP , € c” ’ analitica)

c) ek = wy t (k =1, 2, ..., N) oWy constantes
n
d} kfl Py ¥ = 0 , com -pl, pz, <e-r Py inteiros, se, e
somente se = = iiee. = =0 .
Pl Pz P,
Iy Ld 13
Seja H = H(xl, xz, ceen X yl, yz, saag yn) analitica

num certo dominio D do espago de fase { §, ;) o

Se o sistema
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. 3 H
X, = -
k ayk

(k =1, 2, ..., n) (4.1)
. 3 H
Yy 3%,

for integravel no sentido ji definido, existird uma transformagio com-
pletamente candnica de D para um dominio A& das novas variidveis
(8 4 E 4 vees EL 20, N 4 vy n)) tal que a imagem K de H em &

1 2 n 1 2
torna-se

K(El' 52, cenr E) .
Tal transformagdo pode ser gerada por uma fungao

W(El’ soey En i YI, Yzl L] Yn)

analitica em D x A tal que

o B W
k BEk
(k =1, 2, ..., n) (4.2)
= gw
Y
Logo, sendo
£, = const. = Eg(k =1,2, ..., n) , %9 ¢ a
SRR t + 00 = wk(Eo)t + ng ., n% e A

em geral a condigdo (d) serd satisfeita.
Resultara que
- -
X, =x (8%, )
k=1, 2, ..., n (4.3)

Y = v, ( 0, M)

Bastara, pois, que cada X, + Y, seja fungao periddica de mesmo perio

do em nl, nz, sees M. Lembrando (4.2)
i 3 W = - -
" T IE, = g lé,y)
_ 9 W _ + >
xk__a_y:—hk(E'Y)

Suponhamos W(Z ,y) uma fungdo periddica de periodo 27 em Y oY e

ceer Y, - Resultard, entao, por ser analitica:
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- >
W= E { AK(E) c,os(kly1 + ...+ knyn) + Bi(i) sen(kly1 + ... + knyn)}
k

e, portanto

BAi o BBﬁ >
n, = I ( cos k « y + sen k - y)
3 N aij 3E
M ]
an 9 Ay 3 By
— il k . .
5y t (-k, 5F sen k+y + k 5 cos k *y)
m Y 3 ]

Considerando as condigdes iniciais xg(o) =x) e yg(O) =yl (k=1,

2, ..., D)

an 9 A 3 B> |
1| = - .%o __k L0y =
3y T (-k, 3E sen k +y” + k_ 7 E cos k+y’) = Gjm
m b b} h
0 k 0 0
agk

Logo, a matriz jacobiana { } & ndo singular na origem (%%, ¥9

3
2
e numa vizinhanga suficientemente restrita existira sua inversa, isto
&, sera possivel obter nessa vizinhanga
> -+
y, = ¥,(&.m) (m=1, 2, ..., n)
Evidentemente

ym(El""’En ,nl,nz,..-,nn) = ym(El,...,En ,n1 +21r,n2 + 21, 00,0 + 27)

e, portanto, as condigoes de quasi periodicidade para X, r Yy serao
todas satisfeitas. Logo, para que o sistema integravel tenha solugdes
quasi-periddicas basta que 8le possa ser reduzido i forma (4.3) por
meio de uma fungdo geradora W periddica de periodo 2% em Y 1Y reee
ceee¥ - Conforme visto, isto & possivel desde que para H sejam sa-
tisfeitas as condigoes de Lindsted-Poincard. Esta condigao, entretan-

to, nao parece ser necessaria. Com efeito, se existir uma fungao W ,

satisfazendo a (4.3), ela serd solugao da equagaoc

oW 3 W _
H(qygt SEEEIREE E VA PR ARRRY y,) = “(El’ﬂ"'£n> (4.4)

- R . . - 3 W
que € de primeira ordem nas derivadas parciails 3y
k

Deve-se, pois, estudar as condigoes sob as quais essa equagao tem solu

(k=1,2,...,n)

goes periddicas. Na realidade, & sempre possivel escrever (4.4) na

forma
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TR ?
> kfl ak(ylr sy Yn) (3

W, 2 _ .
yk) + V(Yll YZ, “eey Yn) = a (4.5)

reduzindo a energia cinética a seus eixos principais. A matriz jacobi

g N SR

ana
7Y, 26

deverd ser nio singular. £ ficil ver que (4.5) te
m

ra, eventualmente, solugdo periddica de perfodo 27 em yl,yz, ceerYy

se

a) Os coeficientes a, forem constantes ou periddicos de perio-

do 2w em yl, RN

b) V(y) £3r periddica de periodo 21 em ’yl, SRR A

No caso, as trajetorias desenvolvem-se sdbre um toro n-dimensional i

parametrizado por (k =1, 2, ..., n) . Para n = 1 , a trajetd-

Tk
ria & uma circunferéncia de raio x? e a velocidade angular sdbre a

mesma € w(x%) , constante. Variando as condigdes iniciais yﬁ ape-

nas mudamos as fases n eo movimento se da sdbre o mesmo toro. Va-
riando as xﬂ mudamos os raios do toro e as frequéncias do movimento.
£ evidente que a energia s depende de £ , £ s+ «««s & . Variando as

1 2 a
fases iniciais “E a energia é inalterada. Além disto, se as

. sao
linearmente independentes, as trajetdrias cobrem densamente o toro cor
respondente. Se, por outro lado, houver uma dependéncia linear entre
os w, © movimento & periddico e depois de um certo tempo a trajetd-
ria se fecha sObre si mesma.

Os movimentos quasi periddicos satisfazem duas propriedades
importantes ao presente desenvolvimento.

1) A trajetdria de um movimento quasi periddico & densa em tdda
parte sobre o toro. 1Isto &, dado um dominio D , o ponto x(t) , yl(y)
é tal que existe um t = T finito para o qual x(T) , y(T) ¢ D . Es-
ta propriedade decorre do fato que, se o & um nimero irracional e
D um arco da circunferéncia |z| = 1 , entdo entre os pontos SEERLES
{n=1, 2, .,.,) existem pontos de D .

2) A trajetdria de um movimento quasi periddico & uniformemente
distribuida, isto €, o intervalo de tempo { 0 , T} que o ponto gas-

ta em um dominio D & proporcional i drea de D para T suficiente-
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mente grande.

Para toda fungao F(yl, Y, e+e » ¥,) s cOm y =g t,in-

2

tegrivel (segundo Riemann) sdbre o toro, a média no tempo & igual a me
dia no espago:

lim [f

0

T+

F(wlt,w t,...,wnt) dt =

= 1 27
B (zw)n 4 '6‘ ! T(Yln YZ' “ony Yn) dyl' dyz’ ey dYn

3) Existirao condigoes iniciais 52 e e Eg tais que para

alguns inteiros Py (k =1, 2, ...., n) nao todos nulos, se verifica

? K
I Py 16,

k=1 0
No caso, a solugdo & periodica. Entretanto, a transformagao para a
forma particular da Hamiltoniana K(§) nao podera ser efetuada por
meio de um processo andlogo ao de Lindsted-Poincaré, pois, havera deno
minadores nulos.

Apesar da questdo de existéncia de solugdes periddicas de
sistemas conservativos estar fora das finalidades deste trabalho, admi
tida sua existéncia interessa-nos sdbremaneira a questao da estabilida
de. Como uma solugdo periddica associa-se aum ponto fixo de uma trans
formagac candnica, o pfoblema pode ser levado ao estudo da estabilida-
de de tais pontos fixos. Conforme vimos, se as séries de Birkhoff fo-
rem convergentes, nas vizinhangas de um ponto fixo eliptico existem
circunferdncias invariantes (ou toros invariantes). T3da circunferén-
cia, de raio r e centro na origem (que & ponto fixo), vai em si mes-
ma por meio de uma rotagao

alr) =a 4+a r+a ri+ ...
0

Tal ponto fixo &, pois, estavel. A transformagao para a forma normal
era possivel quando a # 2m {% , m e n inteiros, as séries podendo
ainda ser divergentes. Vimos, também, que, POr um Processo convergen-
te, a forma normal pode ser atingida até a aproximagao gue for deseja-

da. Se desprezarmos o efeito dos restos destas séries (que podem ser

tornados arbitrariamente pequenos), entao, numa vizinhanga de um ponto
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fixo eliptico haverd circunferéncias invariantes. O adngulo a(r) , pe
lo qual a circunferéncia de raio r = const. & girada, depende de r .
Portanto, havera circunferéncias que giram de um angulo racional com
1t . A consideragao dos térmos desprezados tem o seguinte efeito (como
consequéncia de certos resultados de Kolmogorov, 1954): a maioria das
circunferéncias invariantes para as guais a(r) # %% T , nao é destrui
da, mas, simplesmente, deformada. O ponto fixo &, pois, contornado
por curvas fechadas analiticas e invariantes, arbitrdriamente pequenas
e &, portanto, estavel. Tais curvas preenchem um conjunto de medida
nao nula, tendo o ponto fixo 0 como ponto de acumulagao. Elas nao
cobrem completamente uma vizinhanga de 0 . Entre as mesmas hi zonas
de instabilidade que resultam das circunferéncias com a(r) comensura
vel com =« (Arnold, 1963). 0 que de fato acontece, & que, sujeitas

ds perturbagdes citadas, tais circunferéncias degeneram num nimero par

finito de pontos fixos, metade dos quais sdo elipticos e metade hiper-

bélicos (Birkhoff, 1927).

B

== "

Circunferéncias de pontos fixos Perturbagado das circunferéncias
(forma normal) invariantes

Visto que a forma normal ndo pode ser atingida no caso geral,
mas apenas uma aproximagdoc desta, deve-se recorrer aos métodos de per-

turbagao.

Em relagdo ao problema inicial, isto significa que mesmo sen
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do a parte linear da transformagao do tipo eliptico, a solugao estacio
niria correspondente nao & necessériamente estavel. Infelizmente, es-—
tamos no caso de expoentes caracteristicos imaginidrios puros e os re-
sultados de Poincaré e Lyapunov sObre estabilidade assintdtica sao de
pouco uso. No caso do nimeroc de gréus de liberdade ser um ou dois, os
toros invariantes dividem o espago de fase e um ponto que se encontre
no interior de duas superficies invariantes nao pode, nunca, atravesgé
la: déste fato decorre a estabilidade. Para graus de liberdade em ng
mero maior que dois, isso nao mais & verdade e as regides entre super-
ficies invariantes podem se estender até infinito: nada podemos garan
tir a respeito da estabilidade.

A respeito da estabilidade de sistemas dindmicos integraveis,
sujeitos a perturbagdes, o problema tem caracteristicas semelhantes.
Com efeito, dada H(Xx,y) analitica num certo dominio, suponhamos
que essa fungdo possa ser escrita

H(X,Y) =_H0(?c) + eHl(;,§,s)
onde € & um parEmeEro adimensional. Vamos supor € < < 1 .

As trajetdrias solugdes das equagOes geradas por H o

9 H
x = -9 = = 0 =
Xy 3Yk 0 0 Xy Xy const.
3 H
g o= 0 = 0 = 0 0 =
Yy 7%, wk(x ) . ovy wk(x Yt + Yi k 1, 2, ..., n

representam, em geral, um movimento quasi-periédico sdobre um toro n-di
mensional parametrizado pelas n variaveis angulares yk(k =1,2,..,n).
0 toro & definido pelos “"raios" X, = xﬁ (k = 1,2,...,n). A pergunta
fundamental da teoria das perturbagdes &: quais as condigoes a que de-
vem satisfazer H0 e H1 de modo que, para e suficientemente peque
no, o toro invariante seja apenas deformado. Procuraremos responder
a esta questao em capitulo posterior. Aqui vamos notar que se a res-
posta for afirmativa, satisfeitas certas condiqéeé para H0 e H1 ,
entio a estabilidade das solugdes quasi-periddicas iniciais serd garan

tida para valores de ¢ suficientemente pequenos. Evidentemente, nes

ta classe de problemas enqguadram-se aquéles do significado da lineari-



-62~
zagao de equagbes diferenciais candnicas nas vizinhangas de uma solu-

Gd3o estacionaria (de equilibrio ou periddica).



capfTuLOo 1II \ ¥

PERTURBAGOES DE SISTEMAS INTEGRAVEIS

1. Movimento de um sistema integravel

Neste paragrafo vamos dar maior precisao as caracteristicas
das trajetdrias solugdes de um sistema integrdvel. Partamos dos resul

tados de Liouville. Dado o sistema Hamiltoniano

S S -

k 3yk
t(k =1, 2, ..., n) (1.1)

§ _ d H

k axk

admitamos H = H(X%,y) analfitica num certo dominio D do espagc de
fase. Se forem conhecidas n integrai§ uniformes Fl' Fz' 0000 Fn
involugao, num déminio D'c D, entdio em D' o sistema & integravel
por quadraturas. Ponhamos

pi(?(, ¥) = C, = cqnstante (i=1, 2, ..., n) (1.2)
Em todos os casos conhecidos verifica-se gque as variedades limitadas
geradas pelas equagdes {(1.2) sao toros e sSbre os mesmos o movimento &
quasi-periddico. Pode-se mostrar que, em geral, isto & verdade para
todo sistema de Liouville (Mais precisamente vale o seguinte teorema:
" Seja o sistema Hamiltoniano (1.1), com n graus de liberdade, e se~

jam conhecidas n integrais primeiras uniformes Fl' F , cons Fu em

2
involugao. Sejam as equagoes F,o=Cy (1 =1, 2, ..., n) gerando

uma variedade compacta M o= M, em cada ponto da qual os vetores

grad F (i=1, 2, ..., n) sdo linearmente independentes no espago

i
de fase de dimensao 2n . Ent3do, M & um toro de dimensdo n e o
ponto (x(t) , ;(t)) , que & solugdo de (1.1), tem movimento quasi-pe

riddico sSbre o mesmo "; Arnold, 1963). Esse teorema justifica o fato
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de considerarmos sistemas -integraveis sempre gerados por uma Hamilto-
niana H = H (X) , fungdo apenas dos momentos. As frequéncias
w, = ? Ho/ axk (k =1, 2, ..., n) serao, em geral, incomensuriaveis
é, entdo, o movimento sdbre o toro, parametrizado pelas variiveis angu
lares Y r Yo eeer ¥y € ergddico, isto &, as trajetérias.cobrem o to
ro densamente em tdda regido. Em outros térmos, dado umponto PO ¢ toro,
de coordenadas yg, y:, ey yg eum € > 0 arbitrdrio, @ possivel
obter, em correspondencia, um T(e) > 0 tal que, para 0 < t < T(e)

sejam verificadas as relagoes ]yk(E) - Yﬁl <e, para k=1,2,..., n.

’rﬂlr

“v
-
2

2. Perturbagbes de um sistema integridvel ndo degenerado: . &
e

Consideremos o sistema gerado pela Hamiltoniana n
H =Ho(§)+unl(5€,§;u)‘ , (2.1)
com 0 <y <1l e H1 periddica de periodo 27 em relagdo a yl,yz,...
cees¥y - Procuramos verificar em gue condigdes os mo&imentos do siste
ma perturbado descrito por (2.l) se dao sobre toros proximos dos toros
x, = xﬂ = const. (k=1, 2, ..., n}) . Analizemos, inicialmente, com

melhores detalhes, o processo clissico de perturbagdo. Ble consistia

em reduzir, por transformagdes candnicas, H, as formas sucessivas

n+2 i(n) ] Q(n) i)

2(n)
H = MO(X )+ u Mn+2(

Tal processo, conforme visto, leva 3 equagao do tipo

n
I wk gys=F(;r§)=F(;l;’+z-;)
k=1 k

cuja solugdo contém, sendo zero, pequenos denominadores e as séries
gue se cbtém sao divergentes, em geral, mesmo que OS W sejam inco-

mensuraveis. Notemos que, escolhidos ao acasoc n nimeros w, a pro-
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babilidade de serem comensuraveis € nula. Um importante resultado da

aproximagio diofantina (Koksma, 1936) diz que

" Quase toda n-pla w = (ml, Wor ey mn) de numeros
reais w, satisfaz i desigualdade
[k w +k w + ... +Kk m1>:»<{t;:1 [k |}7°P (2.2)
101 2 2 n oo - i=1 1

para p > n + 1 e para todos os inteiros ki # 0 e para um convenien
te K(ml, wz, coop wn) >0 ",
Veremos mais tarde que, na realidade, podemos enfraguecer a

desigualdade e obter resultados ainda de grande utilidade d teoria das

pertugbaqées. Agora interessa observar que se guase tédas n-pla ml,
i
mz, sees W satisfaz a (2.2), ent3ao para quase todos os valores de

wl, mz, «eey w OS denominadores da teoria classica de perturbagao se
rioc nao nulos e, mais ainda, em valor absoluto, limitados inferiormen-
te por um nimero positivo. Isto, entretanto, ndo & suficiente para ga
rantir a convergéncia das séries obtidas. E de gualguer maneira, ao
variar xg continuamente, os w variario continuamente, podendo atin
gir valores de ressonincia e as séries obtidas serao fungGes desconti-
nuas dos xg .

Teorema de Kolmogorov (1954)

Suponhamos H(X, ¥) analitica num domfnio D { X € G ;
|Im 7| <p} e periddica de periodo 2r nos y, - Seja H==HO(§) +

32 H
+ Hl( §, §) , onde, em D , a matriz jacobiana { TR x } é nao
i p]

i
singular (sistema nao degenerado). Entao, para todo K > 0, existe
um M(X , p , G , Ho) > 0 tal que, se em D tivermos |H1[ <M, o0

movimento definido pelas equagoes

Py = 3 H
k Iy, -
(k =1, 2, ..., n) (2.3)
. 3 H
y = <+
k axk

tem as seguintes propriedades:

1) Existe uma decomposigdoc Re (D) = D +D, onde b & invari
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ante e med D < K med D .
2) D € composto de toros invariantes analiticos n-dimensionais

T, definidos paramétricamente pelas equagdes

-

>
X, + fw (n)

-+
X

-+ -> +> -
y=n+g, (n)

-+ S - .
onde fu e g, sao fungoes analiticas de periodo 2% em n , n ,...
1’ 2

-ees N € W & um parametro que especifica o toro T, -

3) Os toros T, diferem pouco dos toros §=§m , isto &, lfwl < €

->

e Igwl <¢ com e >0 .

4) 0 movimento definido por (2.3) sObre o toro T, e quasi-peri

odico com n frequéncias w = { W oWy ey 0y } .
. 2 H
n, = w, = =L (k =1, 2, ..., n)
k k Ix, |, N i’ g
X = X

satisfazendo a desigualdade

n n -
| L om e, | 2% £ |m | )7
k=1 k=l

para gualquer conjunto de inteiros m nao todos nﬁlos.

Kolmogorov (1954) apenas forneceu uma prova esguematica de
tal teorema. A demonstragdo completa foi dada por Arnold (1963) e in-
clui a demonstragdo de numerosos lemas preparatdrios e um alto grau de
complexidade. Em palavras breves, o teorema de Kolmogorov afirma que,

22 H
se H & tal que det {'53E——€E?T } # 0 , entdo, sob pequenas perturba
i
goes analiticas a maiqria dos toros invariantes definidos por Ho nao
é destruida, mas apenas ligeiramente deformada. A necessidade da con-
digao sdbre o citado determinante & crucial, pois, infelizmente, a
maioria dos problemas & degenerada, isto &, o sistema gerado por Ho
& descrito por um nimero de frequéncias inferior dquele necessario pa-
ra o problema perturbado. Moser (1962) procurando a demonstragao de

um teorema equivalente ao de Kolmogorov, para sistemas a dois graus de

liberdade, conseguiu relaxar duas condigoes:
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32 H
a) A condigao det { 435 } # 0 pode ser substituida por
i .
a2 B 3H
IxX, 99X, 3 X,
i 3 i
det # 0
3 H
3 X, 2
p)

b) Basta que H seja diferenciavel até a 333-ésima ordem.

Ainda em 1963, Arnold conseguiu generalizar o teorema de Kol
mogorov para casos degenerados, suficientemente gerais para tornar pos
sivel sua aplicabilidade a problemas concretos. Limitamo-nos a enunci
ar o:

Teorema de Arnold

Consideremos uma fungdo H , um dominio G, e numeros posi-

tivos p , R, C . Suponhamos satisfeitas as condigoes:

-~ -»> -+ > - > -+ -> -
a) A fungao H(X,Y) { onde x = (xO ’ xl) , Y = (y0 . yl) ’
- -+ ~ , 5 5 - In - . . .
x0 e y0 sao nu-dlmen51onals e x . y1 sao nl—dlmenSLOnals com
-> - . - N - , - y -
n +n =n;Y sao variaveis angulares e H e periddica de periodo
0 o :
2« nestas variaveis } & analitica no dominio F { G0 , |Im yol <e .
+ + - N
|x1 ., ¥ ] <R} e depende de um parametro € , 0 < € % eo 5
1~ :

b) H pode ser posta na forma

H = ﬂo(io) +enl(§,§-) + €2 Hz(§,§,e)

onde
W =B L% 3o +EG T L F LY
1 L (o r Yo L Y
H dy =0
J{ 1 Yo
com
- = > - -+ - -
H =H (x ¥) + H (x X }
1 1( 1) A S S Y,
e
n n n
fx ) = A £ A + L + ra
X T = + T T T T T T
(X T T S S T 13k "1 '3 'k

-~ -~ >
onde Ao P P § = 2 e Aijk sao fungoes de xo e
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2ty = x3 o v v2 oy i=1,2, ..., n
0

¢) No dominio F sido verificadas, para um certo C » 1 , as se-

guintes desigualdades

d) No dominio G0

32 H
det { —L2} 7z o0
3 x2

. -
det { Aij (xo)};o

Sob as hipdteses anteriores, para todo K > 0 & possivel en

contrar E(K ; H |, ﬁl R Go ; o, R, C ; eo) >0 tal gue, para
0

0 <E < Eo e 0 <e¢ <E* , se verifica o seguinte:

1) ©O dominio Re (F) :

-+ >
X € Re H%) , |Im yol =0,0<t <E

constitue-~se de conjuntos FE e fE , um dos quais, FE , & invarian-
te em relagéo»&sequag5es Hamiltonianas geradas por H, e o outro, fE v

€ pequeno no sentido

med fE < K med FE

2) Fg € constituido de toros analiticos invariantes n-dimen

sionais T,  dados paramétricamente por

X, =Xt E, @ oy =0 +g (0

1
x = L2, + £ @)} /2cos (o +g (@)

1w

=
n

1/2
{ 2(1“J + flm (@)1} sen { Q1 + g (Q)}

1@

onde Q = (Qo . Ql) sdo parametros angulares e xow e 1t constan-

tes que dependem do toro particular w .

3) Os toros invariantes Tm diferem pouco dos toros
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X =X = const. o T =T, = const. :
[£,, @] <o E

lg;, @ <o E

4) O movimento determinado pela Hamiltoniana H sébre T &
w

quasi-periodico com n frequéncias w :

0 0 1 1
onde
3 H 2 8
w = — e L
0 Jw ’ 1 3t
ow w

A dembnstragéo désse teorema requer um alto grau de sofisti-
cagao, um sem numeroc de lemas e teoremas preparatorios e no trabalho
de Arnold cobre mais de vinte e nove paginas. £ nosso desejo apresen-
tar uma demonstragao mais simples de teoremas que, para fins de apli-

cagao a Mecanica, sdc equivalentes aos teoremas de Kolmogorov e Arnold.

3. Teorema fundamental. Caso nao degenerado

0 estudo dos trabalhos de Poincaré (1898) e von Zeipel (1917)
permite que possamos enunciar e demonstrar o seguinte teorema. Nos o-
cuparemos de sistemas a dois graus de liberdade. O caso geral & facil

mente obtido, por processo analogo.

Teorema K

" Considere-~se a Hamiltoniana
H=H (x x )+ H X X +H X x , w)} (3.1)
0( L 2) u{H, ( e ;W) lp( L%, PY Y, )

com 0 < u < 1 e as equagbes diferenciais associadas:

. 3 H . 3 H
s k=1, 2 3.2
. 7Y, ( ¢ 2) (3.2)

onde tddas as fungdes sdo supostas analiticas numa regido

p{ |x,] <R; -a < |Im yil < A ;: b e R positivos }

i I

Admitamos, ainda, o seguinte
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> > -+
1) Hlp( X,y) = Hlp( X,y + 2n) r Y real
2 2w > =+ ; k
2 I H X, d d =0
) fo [} lP( y) 7, 9, .

3) Para x° em R :

3{H + y H _}
a) A = 0 TENE
1 3 x0
1
3{H + u H, }
A= 0 18" 5 L, A,
2 3 %0
2
b) ln A +n a ]| > 8(n2 + n2) ! (3.3)
11 2 2 - 1 2

para & > 0 e todos os inteiros n e n nao simul-
1

taneamente nulps (Siegel, 1956; Niven e Zuckerman, 1966).

2
3 {Hu + u Hlsl

4) det { } =2 Nu# O

Bxi axj

5) |H,

1p| <e(8§,N) em D .

Ent@o, existe uma solugdo quasi-periddica das equagdes (3.2), da forma

ix t iy t

Y = A (e - 1) + e (e 1, e 2

k k

ia t ir t (k=1,2) (3.4)

- 1 2
x, = A+ V¥ (e ;e )

com A, constantes, para condigbes iniciais numa vizinhanga de todo

ponto de D ".

Inicialmente cologquemos a Hamiltoniana numa forma convenien-
te a nossos propdsitos. Desenvolveremos H em séries de Taylor ao re
dor de um ponto X0 ¢ D que sera, sem perda de generalidadé, suposto

na origem x =x = 0 . Resultara

H= (A + X + (2 + X +F (x b +F (x b4 ) (3.5)
. 1 “1) 1 ( 2 az) 2 0o 1’ z) 1( XYy Y,

a qual, e facil verificar, satisfaz as sequintes propriedades:

I) «a (1L =1, 2) podem ser tomados iguais a zero.

i

II) Fo e F1 sao analiticos em D .

I1I) F & uma série de poténcias em x e x iniciando com ter
! T
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mos de segundo grau e de coeficientes constantes.
IV) F & uma série de poténcias em x e X, iniciando com tér

1 1
mos de ordem zero e de coeficientes peridcdicos de periodo 2

1 2
2 2w
vy ST sro" P dy dy =0
0 0 1 yl yz

Vi) Em D
[Pl <e (8,N)

para demonstrar o teorema vejamos, inicialmente, dois lemas essenciais.

Lema 1l:
" Q= 5 - .
Na regiao N Ux | <R 5 1 -9, < lz ] <1 +0,
i yj .

R e o >0 } com zy = e , seja
+e2 i(n y 40 v ) N n n
(M (%,3) = by A (x) e V1 272 = 1 A (x) z ! z 2
1 n n =-® nlnz nn “lnz 1 2

172 12

(3.6)
onde, na soma, n e n nio sao simultaneamente nulos (propriedade
2
(V)). Em N seja

8
787 <wR/P . ocwsl (3.7)

(propriedade (VI)).
Entao, a fungao geradora
5 > >
To4l = x1 y1 + X2 y2 + S({X ,y) (3.8)

com S satisfazendo

, 28 4, 2s __ ™%, 9 (3.9)
1 3y 2 Y 1
1 2
isto &,

" n

i A (X) z Y 2z 2
s(X, §) = L nl i +n X GEod )

n, 0, 11 2 2

com A, A satisfazendo (3.3) para um certo 6 2 , define uma
2

1

-~ - . . - . g -+ - F
transformagac canonica entre variavels: (x,y) e (X,Y) por meio

de
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3 S - .3 8 -
Y, =y, + 7??; PoxX = X o+ v, (k = 1, 2) (3.11)
Tal transformagac pode ser escrita
v =Y, + 1L (X,¥) (3.12)a
(k =1, 2)
>  +
X =X+ K (X,Y) (3.12)b

onde as fungsGes Lk e X, sao definidas e analiticas, pelo menos, nu

.= = 1 ’
ma regiao N_ { ]Xil <3 R s l-op ., < Izil <1l+op ., } sendo

iy

ZJ = e 3 , € nesta regiao
lLk] <u hn >0
(k =1, 2)
1 1
IR b e 5w Ryyy < v Ry
A transformagao (3.12) leva, entao, ﬁn em N ",
Demonstragdo: Ponhamos, de uma vez por todas
w/ 4/
Rn+1 Rn g hn+1 = hn
R_ = hls , h =h (3.13)
n 0
. . n-1
Pn T Py T By o i B 5 jio By

(0)

Por simplicidade, consideremos o caso n = 0, pondo F1 =F . Sera

1
facil mostrar que, admitidas as relagGes anteriores, a demonstragao va

le qualquer que seja n > 0 . Inicialmente observamos que a série uni
voca de Laurent de Fl( X,z) & majorada térmo a té@rmo pela fungao
n M{ f, E) , onde, em vista de (3.7)

8 2 l+op l-¢ R
MR, 2) = RS T gt - L0} (3.14)
0 jal P 1 P Y L

Levando em conta (3.3) segue-se que S(X, z) & majorada térmo a tér-

moe pela fungado

e Loy 2 3 )2 X,z
h {(z1 azl) +(z2 5z ¢ MUX, 2) {3.15)
CoA . * > - 3 S
© gque garante a existencia de S(X,z) . Segue-se, tambem, que

3yi
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(i = 1, 2) & majorada térmo a térmo pela fungao
e B 2 42 342 3 2
zZ, 3 7 {5 Uz 53 8+ 2 57 )2} M(X, z)} (3.16)
1 2
para i=1, 2. Destas, segue-se imediatamente que, para IXiI < %% R

0
e 1 - (p0 - h) < ]zil <1+ (po - h) ,

8/
uC R 3
g S| < ! < gh (3.17)
Yy h R

onde C & uma constante numérica escolhida independentemente de h ou
u. Além disso, para satisfazer a sequnda desigualdade, h sera esco
lhido suficientemente pequeno (lembrar (3.13)). Certamente a desigual
dade permanecera valida para todo h =~ pois h > hy {(h < 1). As cons
tantes C, nio necessariamente iguais, definidas ao longo da demonstra
¢80, serao sempre positivas e de mesmo cardcter daquela aqui introduzi

da. Podemos, agora, verificar a invertibilidade da transformagao

- 2 s .
Yj—yj+—a-7; {( =1, 2)

que poremos na forma mais conveniente

iaS
3Xj v -
z2 =2z, + (e -1z, =z, + £, (X,2 (=1, 2
p 3 ( ) p 3 j( P 2) 3 ¢ 2)
Levando em conta (3.17), para lxil < %% R e 1 - (p0 - h) < Izil <
<1l + (p0 - h) , segue-se gque
g%, By s 5-wn . G=L2
para j =2 , 12 ‘=z + £ (X L, X , 2z ,Z) . considerando X , X ,
2 2 2 1 2 1 2 17 T2
: fixos, ponhamos % =z + £ (2) , onde, para 1 - (p - h) <
1 2 2 2 2 0
<zl <l o - h £, < 2 un . ouUtilizando o teorema de

Rouché (Nehari, 1952 ; Whittaker e Watson, 1963) para z N0 anel

p - h (a relagao 1 - p < |z] < 1 + p sera chamada anel »p )y indi-

cado acima, todo ponto 22 no anel po - 2h € a imagem de um, e um

so0 ponto z . 0 jacobiano da transformagao ndo pode se anular senao
2 N

esta nao seria localmente biunivoca. Logo, pelo teorema das fungoes

implicitas
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z =2 +4g(2)
2 2 gz( 2)
ou

z = 2 + g (X X z z) .
2 2 TN Ry B Y

Novamente aplicando o teorema de Rouché a um circulo de raio h e cen
tro Z2 , segue-se gue |§2| < u h . A egquagdo
Z2 =z + £ (X X z z
1 1 TN L
utilizando o resultado anterior, pode ser escrita

Z =z + f (X X z b2
l( 1 14 2 r 1 r 2)

Hhi
—~
N
~—

e para x1 , X, Z2 fixos, Z1 = 2z +

i . , gue por processo ana-

logo fornece z = Z +g (zl) ou

= Z 4 X N
z . gl(llxz.z e 2) (3.18)

e, por substituigdo, obtem-se

z = Z + X , X , 2 Z 3.19
2 2 gz( 1 2 1! z) ( )

As transformaqaes (3.12)a decorrem destas, levando em conta que

e as (3.12)b por substituigdo de (3.12) em

as(X,2
x =X + 25(X,2)
i i ayi

De (3.18) resultara, andlogamente, lgll < uh.

Resta obter uma estimativa para as fungdes K, . De (3.16)

vem gque, para lxil < = R0 e 1 - (p0 - 2h) < |2,] <1+ (p0 + 2h) e

2 gl

lembrande (3.13):
Bk
3
as(X,2)|  *C R n
Yy = hS - 2 7

Fica, assim, o Lema inteiramente demonstrado.

Lema 2:
" Suponhamos gque na regiao Nn { Ixil < Rn g b = Pr <
< Izil <1l + LI } a Hamiltoniana tenha a forma
H=0 +a™)x + 0 +a)x + ™ +r™(%,3) . (3.20
1 1 1 2 2 2 0 1

com H satisfazendo as propriedades do Teorema K , e (3.3) com
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§ > hn 0 uin) sendo constantes. Além disso, suponhamos que, em Nn g
8
1 ™ $rlcur /3 (3.21)
8
1) |a{™] < w2 R/ (i =1, 2 (3.22)
a2 p(®)
ITII') det { _axi % }>uN>0 (3.23)
: 3
22 p®)
<M
Bxi axj
v') (i,j,k =1, 2) (3.24)
33 FE“)
< M
axi axj Bxk

Entdo, introduzindo a transformagao candnica gerada por T ,, (Lema 1)

e uma segunda transformagdo, linear,

LI -
=% -%
(i =1, 2)
J =
Yi Yi
com Ei constantes escolhidas convenientemente no
g : a ' | -
< Rn+1 , a nova Hamiltoniana em teérmos de xi . Yi

Nn+l {lxil < Rn+l A Pa+l < lzil <1+

tomara a forma

+ a(“+l))x

o By 4 p(FD) ey o
1 2 2 0

(x

4 (x4
1 1 2

onde

= an)(i') + o) (%)

P (&)

com as propriedades de (3.20) e, além disso:

7 (n+1) 874
") IFl | < wr.3
. q (n+l) 2 8/3 PR
II") |ai | T (i =1, 2)

(3.25)
intervalo |&,] <
Y, na regiao
pn+1}

F§n+1)( i', §.)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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o 1 (n+1)
22 plnt 22 D
III") —T—=71| < w2 h8 e T T +| < w2 h?
7X] 3% n %] 9% x| - n

sempre respeitadas as relagoes (3.13) ".
Demonstragéo: Novamente demonstraremos o caso n = 0. Podemos escre-
ver, usando T
1

B=(a ta)(x +25&D oG wayx +2SED L e 25T 4
1 1 3Y1 2 2 2 3Y2 0 3y

T -+

+F G+ DT P (3.30)

3y
que pode, por hipGtese, ser desenvolvida em série de Taylor. Em vista

da definigao de S , obtemos

H= (A +a)X + (A +a)X + F (X) +D +D + 0D (3.31)
1 1 1 2 2 2 0 1 2 3
onde
2., 3S, T =+ s > 2 O 3S.T =+ 38§
D =F (X+(=2 ", ¥) ~F (X,y) = ¢ {5g+X+e (=), v) 51}
1 1 3y 1 1=1 1 2y Yy
2 22 F 2S,T, 3 S 3§
D = b {ax X (X+G(——+) o by s
2 4,y=1 i 3 3y Yy Yy
> .
s IF (X)) 5 g a8
D = | BT : + ooy e }
3 ga] i Yy ¥y
e seja D = D1 + Dz + D3 . Definindo
b= —4 2" f27 5 ogy ay
4n2 o o 12

desejamos mostrar que na regiao { [X,]| < ZR1 ;1 - (p0 - 2n) < |z.] <

<1+ (p0 ~ 2h) } sao verificadas as desigualdades

- 8
IB] < u? R1/3
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Comecemos por D . Para | X

a S 3
R A
i
Logo
R8/3 R8/3 .
D] <u2c-—L— —2&— =cu?Rr*=cu?Rrlc L1 273
R K5 0 1 3 1
0
1
Por outro lado, para h < 5
1 1 1/ 1
= R - 2 R =—:—R l] - 4R > — R
12 0 1I 2 | 0 l 4 o
e como a desigualdade vale para lxil = %% Ro , as desigualdades andlo

gas correspondentes as derivadas parciais de 51 seguem-se imediata-
mente da formula integral de Cauchy.
Vejamos D2 0 As derivadas segundas de F0 sao limitadas

poer M , para

1 3 S 3
X,/ <5 R e lxi+eiayilfTRg
Mas ja vimos
R3/3
‘g S‘ < c 92—
yi hs
e, portanto
r23 c RY 8/3
ID | <u2c (=242 = p2 —L1 <2 A—
- ns hlo 3

Usando, novamente, a formula integral de Cauchy obtemos as estimativas
analogas correspondentes as derivadas parciais de 52 o

Finalmente, para D3 , Observemos de inicio que F0 inicia-
se com térmos de segundo grdu. Utilizando o teorema da média e andlo-

gamente a D2

8
| . io. 3.5, | : l_az_Fu_ N [ -2 5o l lio_/i
T 25« % (e x)||x <uc|x
jm1 2% 3¥y o T g ge1 0%y 3K 3Ty 3° ps

Para produzir uma estimativa para 53 analizemos o térmo

(28 = L T T2 (X, §) ay
yi 4n2 0 0 Yi 1 2
3 S z > g
Usando Yi =¥, + 5% (X,y) e desenvolvendo o© integrando ao redor
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de ¥y =¥ pela série de Taylor, resultara

3 S 3 s > = 2 a2 s 3 S
= — (X,¥Y) + T —/—mu—Fr— —
ayi Byi =1 ayi 3yj P 3X:l

Y46 5x

e na integragao a primeira parcela desaparece, pois S & periddica de

periodo 27 em relagac a Y oe Y2 . Logo

3 3 2
2 2 R R R
NPT TPY I AL A
yi j-l Yi YJ _1 hs h“ 9h5 0
Resultara assim
D | < <) R8/3 R para |[X,| < 3 R
3 3 1 0 it - 1

e desta, decorrem as estimativas indicadas para as derivadas parciais.
As estimativas (3.32) serao, pois, verificadas para ]xi|"< 2 R1 . De
vemos, agora, mostrar que existe um ponto E==(El ,Ez) com |51| <R1 o

tal que, se

F(D o 4 pD (3.33)
0 [+] : o
entao ' ] M
» pD) o : '
- 3.34
X |, %y %y ( )
X =1

5 a .
com luil)l < u? R /3 | Neste caso, entao, o desenvolvimento de Pgl)
1

-+ 0 - - g - N .
ao redor de ¢t satisfara as ultimas conclusoes do Lema. Verifiquemos

gue tal ponto E € determinado pelas equagdes

2 32 p(1) -5
f -0 £, = - a, - (3.35)
3X, aX 3 i X
LT 1 g =3

Com efeito, a e 2 /3 Como o determi
i ? Xi =

8
sdo limitados por wu? RO
nante do sistema, por hipétese, & maior ou igual a u N , segue-se que

5
cr/3

E1 e Ez sao limitados por u ——33—— < 4w R . Usando o desenvolvi-

mento de Taylor
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mostra que ail) & precisamente a Ultima parcela désse. Segue-se, en

tao, facilmente, que
5
lal) ] < w2 ¢ RZ < 02 R /3
= 1 - 1

o que completa a prova.

Demonstragao do Teorema: Fagamos, inicialmente, uma demonétraqao es-

quemdtica. Inicialmente, consideremos H na
forma (3.5) com as propriedades citadas validas na regiaoc N { ]xil <
0
< 3 - <
R 5 1=-p Iz, |
método de Poincard, a definir uma sequéncia infinita de transformagoes

<1+ po } . Procedemos, agora, motivados pelo

candnicas com o proposito de ‘“eliminar” Fl( x,y) , por meio das

transformagdes estudadas nos Lemas 1 e 2. No n-ésimo estagio transfor

. - . - I '
mamos (3.5) numa forma equivalente em termos das variaveis xin) N
() . Pl (n) _ L(m)' (n) | () .
2 defzgldas na regiao N X =X + A g Ix{ | <R ;

' . (] A -
1-op, < Izin) ] <1+ Py F Zin) = Zin) } com as seguintes definigoes

n
ale) = ¢ gD (3.36)
3 =1
(1 (3
lEi | < Ry ' &y constantes
1 t

A nova Hamiltoniana sera tal gue, nas novas variaveis (Xin) ; Yin) )

-+ -
as guantidades correspondentes a o . a2 e Fl( Xx,y) tendem a zero
- . + ~ - q n)'
com n — = ; além disso, ( X, y) sao fungoes analiticas de (i( )
(n)' . . . PR . »> g
Y )y . Finalmente, mostraremos que as variavels originais (x,Y)

podem ser expressas em termos de Al g Az g Yiw) 5 Y:G) , onde

¢ D (n) =) =5 (¢ -
Aj 151 £ | e Yj —+Yj j( rj)
Vejamos como tal esguema & levado a efeito. Tomemos, inicialmente,

ho = h > 0 , tal que po - 7h >0 . Se necessario, definiremos nova-

mente R de modo a se ter .R = h}S (Isto & sugerido por um trabalho
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de Moser, 1962). Para construir a primeira transformagao devemos nos
assegurar que as hipOteses do Lema 2 estao satisfeitas. Temos que
a) ]Fll em N0 deve ser suficientemente pequeno para que
seja
J 8,
[F | <ur’3
1 - 0
b} As constantes @y podem ser tomadas iguais a zero de
3 - )
inicio.
c) Das hipateses do teorema e por razoes de continuidade,
se Ro € suficientemente pequeno e ]xil < Ro , entao,

32 F
—— 0
det { FN axj + bij } > 4N

32 F
il + b
9 e ] xj ij

a3 F

z +

Bxi axj axk

< M

< M

by

para |bijl <4 uh, ‘bijk] <4 v h, arbitrdriamente escolhidos. En
tdo, tddas as hipdteses sdo satisfeitas e a transformagio '1‘1 mais a

transformagdo definida no Lema 2, levam a Hamiltoniana em outra, defi-
8 5 .
nida em N, com IFEI)I <uR /3 o lail)l < u? R /3 | Alénm disto,

em vista do Lema 2, tddas as. hipdteses para a aplicabilidade da trans-

formagao T sao satisfeitas. Prosseguindo desta maneira obtemos uma
2

sequéncia infinita de transformagdes. A passagem do estdgio n-8simo

em N para o estdgio (n+l)-&simo em N, correspondera a

+1

Entretanto, notamos imediatamente que, em cada transformagao estaremos

somando o térmo D(“)(x) a an-l) , de acdrdo com o Lema 2, Ent3o,

n
an) =F + I p(d) (3.37)

mas, como

23 p(P)

axi BXJ axk
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32 piP)
3%, % < wihnp
i 3 B
entdo, as hipdteses do Lema 1 continuam satisfeitas.
'-l/ 1 -
= 3 =] —_—

Por outro lado, como hn+l hn ’ h0 h <« 2 ! entao
L h, <3 h (3.38)
gm0 3

e, portanto, Fl { i, ;) tende a zero uniformente em 1 - (pa-Sh) <
<zl <1+ (p0 - 6h) que, em virtude da escolha de h & ndo vazio.

Por outro lado, das consideragGes anteriores, segue-se imediatamente
(n)! 1

1 (n) ,
que, para [X; | < > R e Yy reais,
3H 3 H 1 8/4
s o LIV I LIS e O N IR T
3 Xi 3 Yi
e, das equaqus diferenciais definidas por H
X LA L gD = x¢=) (3.39)
i i j i
j=1
(n) _ _ (=)
Yi — Xi(t Ti)‘ = Y:I. (3.40)
uniformente para todo intervalo finito de tempo. Finalmente, vejamos .

como se relacionam as variaveis ( X,y) com (i(a) ' ?(m)). Inicial

mente & evidente que

N O N N D ... ®N_ D ...nn
0 1 2 n
e a transformagao T .. definida pelo Lema 1 transforma N__, em N
No n-ésimo estigio teremos, pois, formalmente
1 ]
z F( ",z OGN (LY
=T T ... T = T (3.41)
1 2 n n
3y () ()
ou seja
1 t
PR CCOMNNE Y C ORI TCONNT JCORN (LR AL (3.42)
Al
JNE LY ACO NG LSRR SO g(m, (3.43)
Como as transformagces Tn tém todas alcance N0 , segue-se que as
fungdes analiticas U§n) , v;“) (3 = 1, 2) sao limitadas. Mais pre-

cisamente, decorre da aplicagao repetida do Lema 1 gue esta limitaqio'

é 3h , conforme (3.38). Para mostrar que elas convergem uniformemente
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para dnicas fungdes analiticas, mostraremos que elas formam uma seguén

cia uniforme de Cauchy no anel P~ 7h  gue, por hipotese, & n3o va-

zio. Para isto, fagamos uma estimativa de Tn+1 - T, - Temos
¥+ X X'+ 3 X+ 3
n+l B Tn . rI11'1(Tn+1 ) -
> - <
Y Y Y
¥+ R '+ K+ E X'+ R
- F =7 - F
n n n
¥ ¥+1 ¥
onde K = (K1 g Kz) e T = (L1 ’ Lz) sdo as fungdes definidas no Le-
1 A
ma 1, e, portanto lLiI $wh . IKiI S5 ¥Ry - Em térmos das
fungdes u, . vy acima definidas, escreveremos
8, = Ui“ﬂ)(i' +3,% - Ui“)(ﬁ' +%,9 =
(n) *, + > -+ i (n) 2, -+ &
= Ui (X' + A+K , Y, L - Ui (X' + A, Y)
e, portanto,
2 @ Ui“) ' 2 9 Ui“)
A, = I —m K.+ —a— L
i c ? X § 3 Y i
=1 I |%=%r+Reek " 371 I [3=¥+e,
e
o] « 2 2 u{™ | 2 o™ =t
A < I | —— K + —_— L, |
it - ¢ X 3 Y
3=1 3 : 3 3
e, estimando as derivadas parciais pela formula de Cauchy, levando em
1 . 1
conta que, para h < > IRn ~ 3R, > = R, resulta

i 2
il : 3h w (ﬁ— Rn+l

1
- +—h) <wChh

-1

Logo, os Uin) e, anidlogamente, os Vin) formam sequéncias de Cauchy

e cada uma converge para um limite analitico univoco.

Desta forma, fica o teorema demonstrado. O processo conver-
gird para um conjunto de (Al ' Az) tal que a desigualdade (3.3) seja
satisfeita, para um 6 convenientemente tal que 6§ > h < %? . Na rea
lidade, Siegel (1956) demonstra gue, para 0 < w <R, amedida exteri
§

n?
2

or de todos os w gque nao satisfazem a relagao |n1 +n wl 2
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2
47 g § . £ importante notar que Os

para todo n, # 0 & menor que

ay decrescem com u? . Se wu £5r bastante pequeno (0 <y < < 1) a
aproximagao para a solugdo de que trata o teorema demonstrado sera bas
tante rapida. Ccitamos &ste fato pois, no caso degenerado, tratado no
teorema seguinte, as quantidades citadas decrescerac apenas com u .
fste fato & sintomdtico de problemas degenerados e problemas de resso-
nancia, isto &, comensurabilidade. Que os dois problemas sdo analogos
2 £3cil de ser verificado pelas consideragbes seguintes.
. . A - -> e d . >
Seja a Hamiltoniana H = Ho(x) + u Hl( Xx,Yy) e seja x0 um
- PR =

certo valor de X para o qual se verifique a relagao

n

T A, (X)) 0
X n, =
1=l i7" i
(3.44)
9F
A = _—9
i axi - -
X = X
0
para n inteiros nd3o todos nulos. Desejamos mostrar que, para ésse

i
, > . .
valor particular X a Hamiltoniana se reduz a um ¢caso degenerado.
0

Com efeito, definamos as novas variaveis

n
Y = § n;y (n, #0)
1 {=1 i-“i i
(3.45)
Yj = yj (j =2, 3, <.y n)
e fagamos a extensao candnica gerada pela fungao
o n n
T(%,¥) = [ Y, (X, = I n y; X + I ygX (3.46)
j=1 1 3 i=1 1 ym2
Resultara
X = 3 T - n X
1 Y 1
(3.47)
x, =~ =n X +X (k =2, 3, =eey )
k ayk k 1 k r ' [
ou, reciprocamente
4]
ny =Y - I n ¥ (3.48)
171 1 y=2 * i
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& ! (3.49)
SR S T S B
Vejamos como se transforma a equagdo que define S do Lema 1

3 8 _ _ +, *>
£ A 3, - Fo(x ' ¥) (3.50)
Como
9y
3 S 3 S 3 S 3 S
= T = n + —_— (3.51)
3yi 1=1 an ayi i 3Y1 3Yi
resultara, imediatamente
n n
( = nixi)%{s—+ z xi—gTs=-ﬁ(§',§) (3.51)
i=1 1 i=2 i L
e o coeficiente A1 de g;; €, por hipdtese, nulo. Isto equivale a
. :
a se supor que -
3 F (X)

isto e, fo(f) é independénte de X1 - Se houver m < n relagoes in
dependentes do tipo (2.45), entaoc, poderemos reduzir HO a uma fungao
de n ~ m momentos X, e teremos uma degeheragac de ordem m . Reci
procamente & facil ver gue uma degeneragao de ordem m corresponde a
um problema com m relagdes de ressonancia independentes, qualgquer
gue seja o vetor §0 escolhido. Sob éste aspecto, entdo, o caso de
degeneragao torna-se mais crucial que o caso de ressonancia. Se, em
vez de (3.44), admitirmos

n

I A (X)) n, = 0(w , 0 <u <l

i=1 iy i -

a transformagao (3.45) levara, andlogamente a (3.51), i relagao

o = + >
I A = - F (XIY)
iml i l

com A = 0(u) . Uma das frequéncias fundamentais tende a zero para
1
¥ — 0 e, portanto, devemos concluir que ﬁo(ﬁ) nao depende de x1

3|
ou, entao, a TTYQ & comparavel com a amplitude da perturbagao.
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4. Perturbaciao de um sistema integravel degenerado

N&s vamos, apenas, considerar um sistema com dois graus de
liberdade com degeneragao de la. ordem. Os resultados que serao apre-
sentados parecem ser susceptiveis de extensao para o caso geral de n
graus de liberdade com degeneragao de ordem m (o que, na realidade,
foi tratado por Arnold no teorema citado no paragrafo anterior). Em
linkas gerais, a demonstragdo do teorema que vamos apresentar & seme-
lhante aquela do teorema anterior. Serao, entretanto, necessarios mai
ores cuidados nas estimativas das varias aproximagdes, pois aqui vamos
admitir que uma das frequeéncias fundamentais & da ordem da perturbagao,
o que, se aplicado o processo do parégrafp anterior, invalidard a con-

vergéncia das séries obtidas.

Teorema A

" consideremos a Hamiltoniana da forma

H = Ho(xl) + u{Hls(x1 , xz) -+ Hlp(x1 v X Yoo yz)} (4.1)

para 0 <u <1, e as equagoes diferenciais candnicas

s 3 H . _ 9 H -
x, = - 7T§I - vy, =+ 7%y (i =1, 2} (4.2)

onde tddas as fungoOes sao supostas analiticas em D e Hlp periddica

de pericdo 27 em vy e y2 , com média nula. Para um valor fixo
1
x0 ¢ D , sejam
a{Hu + Hls} _ aﬂls
A= , A= e (4.3)
1 9 X L 2 3 x |, .
1 . Xx=x
0 0
satisfazendo a relagao
u A
in +n 2| , S (4.4)
1 A S
1
2
para todos os inteiros n1 5 n2 e n2 #0 . Novamente, utilizando o

A
teorema de Siegel (1956), sabemos que, para 0 < Tl <8, a medida ex-
1

A
terior de todos oOs Tl que ndo satisfazem tal relagao e menor que
1
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4n2
—_—Q 0
3 ué

Em alguma vizinhanga de uo r 0 < uo <1l , seja

32 {H (x ) + w H _(x , x)}
e g 1 2} =2 Ny # 0 (4.5)
xi 3 xJ + 0

det {

Entao, para |Hlp] <e(é6,N) e para u naquela vizinhanga, existe
uma solugao quasi-periddica de (4.2) da forma

it it
2

- -7y + 1
Yy Al(t rl) ¢1(e e )

. i Alt i Azt
= A (t - + ¢ (e e 4.6
yz ¥ 2( Tz) 02( ' ) ( )
.o tAr 1w
X, =A + VY (e j = 1, 2
3 3 J( , € ) (3 )
com Aj constantes ".
Novamente, reduzimos H a forma
H= (A +a)x + (A +a)x +F (X) +F (x,¥) (4.7)
1 1 2 2" 72 0 - 1

com as mesmas propriedades do teorema K . £ necessario, agora, refor-

mular os dois lemas fundamentais do paragrafo anterior.

. " = _' ' { -
Lema 3: Se na regiao N_ { lxil <R ,1-p < Izil <l+p, ti
vermos
i(n y +n y ) ) n n .
IF(“)(E ,§)| = I A e 1:1 22 - § »a z 1z 2 (4.8)
1 n n n1n2 n n nlnz 1 2
172 1772

com n e n n3o simult3neamente nulos e
8
Ff“)(iﬁ,s?)gunn“ , 0 <u<l (4.9)

entdo, a fungao geradora

+ >
Toqp = X ¥, Y Xy +58(%,7) (4.10)
onde
A 25 Ly 2SS ol ey, 3 (4.11)
1 3Yl 2 3yz 1

isto &,
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n n
A (%) 2z 1z 2
n 1 2

n
> =+ .
s(X,y) =1 & -l _o—o—0x (4.12)
ne®, 11 2 2

onde i e Xz satisfazem (4.4), define uma transformagao candnicaen

tre as variaveis (x,y) e ( ¥,¥) por meio de

_ 3 s _ 2 S o
Yi_yi+ axi ’ X =X + (l"' l, 2) . (4.13)

Tal transformagao poderd ser escrita

> » > >
y, =¥, + L (X, %), ox =X 4R (X,T) (4.14)

onde as fungoes X; e L, sio definidas e analiticas, pelo menos, na

e = 1
regiao N_ { X, ] < ok R, 1-(p -2h) <’|Zil <1+ (p, -2h)}

e nesta regiao

1A

n+l

.
< TRn' (4.15)

1
= R
2

assegurando que as (4.14) transformam ﬁn em Nn e
Demonstragéo: Admitidas as mesmas relaqaes (3.13), anteriormente for-
necidas para Rn - hn g , vamos demonstrar o

lema para n = 0 , sem perda de generalidade. Novamente, verificamos
r > - e - -~ > > R

que Fl( X,2z) & majorada termo a termo por u M(X , z) onde M(x,z)

& a mesma fungao (3.14) do paragrafo anterior. Suposto Al >0, 0

que & sempre possivel, resultard (<< significa "majorada por")

- -+ 1 ] 2 I -> -
SIX,y) < < {4 (2 —77) +;:}M(x,z) {4.16)
o que assegura a existéncia de S . Além disso
2 > L D 2. My w3
3y <<z, 5 { o (z2 32) +)‘ } M(X , z) (4.17)
i i 1
3 S 3 1 d_y2 4 X %,z 4.1
X < < 5¥x { h (z2 7z )<+ Y } M(X,z) (4.18)
i i 2 1
1
=3 - - + - h
e para [X | < > R, © 1= (e, h) < |z | <1+ (o )
8/
cr'3
3 S h .
| 35 « < (4.19)
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onde, com relagio a C e h , fazemos as mesmas observagoes feitas no

Lema 1. Procedendo andlogamente a éste, obteremos

1€, (X,2)] <3+ n (=1, 2) (4.20)
lg; (x,2)| <n (4.21)
¢ c ka 3
|§s| 0 _«Llp <t (4.22)
¥y hS 2 1 4 o

as desigualdades sendo validas nas regides correspondentes do Lema 1.
Observe-se que perdemos, no caso, o fator u em tddas as desigualda-

des. Podemos, ainda, para (4.22), obter, em vista da defini¢§o de S

e das limitagoes em g;s e F_, a restrigdo mais forte
2 1 8
R 3
| 25 | cuec - (4.23)
yl hS
Fica, assim, ¢ lema demonstrado.
Lema 4: Suponhamos que na regido N { Ixil <R 7 1l-p < |zi| <

<1+ o } a Hamiltoniana tenha a forma

E=0 +a™)x v . +a®yx 2 5™ + 5 M (%, 3 (4.24)
1 1 1 2 2 2 0 1
onde F;“) inicia com térmos do 29 grau, o valor médio de Fin) € nu

lo e Al e qu lz satisfazem (4.4) com 6 > hn , OS uin)

tantes. Além disso, suponhamos, em Nn : que:

sendo cons

> > 8
,Ilu) lFin)(er)lfuRnla

/3

5
1) fe{™| <w R (i =1, 2)
32 g™
III™ ) det { % % } > uN>0
i J
32 F(n) 33 F(n)
vy ——— 0 e s
» x2 3 x3
1 1

s3o limitadas por M e tdodas as outras derivadas segundas e terceiras
sdo limitadas por u M . Entdo, intrcduzindo a transformagdo candnica
¢ 3 [ - s ' =
T,+1 de que trata o Lema 3 e uma translagao X Xy P Y,
(i =1, 2) , com constantes Ei convenientemente escolhidas no inter-
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valo Igil <R ,, . anova Hamiltoniana em térmos de X , Y na re-

g % O - -
gido N__. lxi] <R i L-p 4 < |Zil <1l+p ,, } téraa forma

H=0 +a@®xr 4w + P x p(+L) gy 4 p(¥L) (F0 gy
1 1 1 2 2 2 0 1

(4.25)

com
p(D (g 4 0D @)

(n+l)

com F iniciando em térmos do segundo griu, e o valor médio de

F§9+1)(x' , ¥Y') sendo zero, e, além disso

v (a+l) ;. . 8/3
1) |F1 (X' , ¥ | £ wRY
v (n+l) , 873 -
II)" lui | <y Rn+l (i =1, 2)
— 22 p(@*D) . 33 ptntl). <y h®
X, 5 X, 7K, 3%, 3%, | -

"

sendo satisfeitas ".

Demonstra;éo: Procedendo como no Lema 2, reduzimos H a forma
H= (A +a)X + (i +a)X +D ¢+ D +D
1 171 2 2 2 1 2 3

obtendo, por raciocinio analogo, as seguintes estimativas

8
|D| < u R /3
1
8y
- R 3 5
3D S /3
| X I <uw g < ¥R
i
8y
3
2 r R
l axa ?x N L— < uRr h®<yunf
0 8/3
33 D ¥ R
| 73X, 39X, 83X < L— < un®
i k R3

0

onde, para estimar as derivadas de D usamos arelagao (4.23). O© pon
. 3 —

-

to £ & definido, novamente, por

2 22 F(l) -
L el £ = - qa, - 3 D
aX 3 X 3 i 3 X
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da qual resulta, analogamente ao Lema 2, lzzl <R e le | <cuR e
1 1

s
destas |u§l)| <uR /3

Demonstragao do Teorema A: Procedemos da mesma maneira que para o teo

rema K, definindo H inicialmente numa re
giao No ecom h >0 , tal que I 7h > 0 , redefinindo R0 se ne.

cessario. Por raciocinio analogo, obteremos que

32 F
—_—0
det { axi et b1j } > unN
]
| 32 F { M (i =3 =1)
__ﬂ.__+b <
axi axj 13 u M {(outros casos)
e
a3 F M (1 =3 =k = 1)
? ot Pagk | S 1L
Xs xj XK ] UM (outros casos)
como bij e bijk definidos da mesma maneira. A Hamiltoniana em N1
sera tal que
8 5
IFfl)l <uR /3 , lﬂil)l <u R /3

A prova segue agora, como antes o fizemos para o teorema K, obtendo-se

no caso

la|

:Chhn—l /’—mb

concluindo-se, entao, a prova do teorema.

5. O problema de movimentos nas vizinhancas de uma soluciao de equilibrio

Considere-~se a Hamiltoniana

H=H(x1 PR veeer Ry P Y 0 ¥, reees ¥ =H(X,¥) (5.1)

analftica num dominio D do espago de fase 2n-dimensional, com xk> e
Yy reais (k =1, 2, ..., n). Suponhamos que ( §,8) ep seja uma

solugao de equilibrio do sistema

J 9 H 0 d H
xk"‘v ’ yk=+ 3% t(k =1, 2, ..., n) (5.2)

k k
Admitimos, ainda, que ( §,3) n3o anula as derivadas parciais segun-

das de H em relagio a x e y . Desenvolvendo H em série de Tay-
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lor, numa vizinhanga suficientemente restrita da origem, resultara
H=H +H +H + ... ' (5.3)
2 3 Y
com H_ um polindmio de grau p em Xy o+ Yy (k =1, 2, ..., n). Ad

mitidos os autovalores associados a H todos distintos e chamando os
2

mesmos de A, A 4 eees A_, —11 0 coogp -An , existe uma transforma-

2 n
¢do linear que reduz (5.3) a forma
He= f A X ¥, +H (%,8) +u (%, %) + (5.4
E k Xk Yi ; ; . 0 aoo .4)

€ Ek = Xk
(k =1, 2, «e., D) (5.5)
e Ny = Yk
com 0 < e <1 . As equagoes
) 9 H
X, = -
k aYk
L] 9 H
¥, = +
k axk
tornam-se
] 9 F
g, = -
k ank
{5.6)
. 3 F
n, o=+
k 3Ek
com
P = ; + T, 0 5.7
= N8 A By e € Fl( £, n;e) (5.7)

onde F1 & uma série de potéencias em &, N iniciando com térmos
do 39 grau. Os autovalores X, (k =1, 2, ..., n) ou sao reais ou
imaginarios puros. Suporemos aqui gue o segundo caso seja verificado
para todo A, e poremos A = ° i W s COM Wy real, positivo ou ne-
gativo. Neste caso, os coeficientes em Fl sdo imagindrios puros.
Ponhamos, pois, F = - i H1 , sendo H1 uma série de poténcias am
Ek L de coeficientes reais e iniciando com termos do terceiro

griu.
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Por meio da transformagao candnica

_ 1
U T3 fk M
(5.8)
£
v, = 2i In —=
N
ou
i Vi
N T Y 2 u e
- o, (5.9)
£ =V 2 uo e
as equagoes (5.6) tornam-se
. 3 H
Yy =7 E 37
k
(5.10)
) 3H
Ve T Y%t ® 39
k
e a Hamiltoniana H(u,Vv) &, pois
y - -
H = I mkuk+eH1(u,v;e) (5.11)

e Hl & periddica de periodo 21 em Ve Vyr sess vV, @ o0s coeficien

tes da sua série de Fourier sao polinémios nos ul, uz, o0 anp un . 0

problema do estudo de solugdes nas vizinhangas do ponto de equilibrio

fica, assim, formalmente reduzido ao estudo da perturbagaoc do sistema

integravel gerado por
H = & w,_u {(5.12)

Os teoremas enunciados, de Kolmogorov e Arnold, nao podem ser aplica-
a2 H

I Iu

dos, pois, no caso, temos que a matriz {
i

} € nula. Por ou
]

tro lado, se acontecer gue

Hl - 1 IZn 27
s (2")‘1 0 0 0

H (4, v)dv dv ... dv
1 1 2 n

for nula, entao também as hipdteses do Teorema K nado sao verificadas.
Além disso, ndo se pode garantir "a priori" que nao exista nenhuma re-

lagio
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para alguns inteiros m, nao nulos. fBste caso, entretanto, ndo serd
o caso geral. Podemos afirmar, em vista do Teorema K, que se Hls for
diferente de zero existirdo solugoes quasi periddicas de (5.10) para €
suficientemente pequeno, Hlp limitada e os A (definidos no Teore-
ma K) satisfazendo a uma certa relagdo de irracionalidade. Por outro

lado, € evidente que H, serd a contribuicdo de térmos do tipo

A ( )P1 ( )pz ( )p“—F ( )
El n1 Ez n2 eee (B, Ny S u1 0 u2 yeees U

(5.13)
com pl, pz' <-er Pp inteiros e aqui torna-se evidente a conexao com
o problema da redugao de H & forma normal. Em geral tais térmos es-
tardo presentes. Se o Teorema K for valido para n graus de liberda-
de, estard provada a existéncia de solugbes quasi periddicas nas vizi-
nhangas de uma solugdo de equilibrio do tipo eliptico, para um certo
conjunto de frequéncias A, » isto &, de condigoes iniciais. Isto con
firmaria um resultado de Moser (1965) se bem que, até o momento, a pro
va désse resultado ainda nao foi fornecida pelo autor. Note-se que ©O
artificio sugerido por Pdincaré para contornar o problema nao se apli-

ca a 8ste caso especifico. Com efeito, seja ¢(H) uma fungao analiti

ca de H . O sistema canodnico

. 9 H
u, = -
k avk
(k =1, 2, ..., n)
. 3 H
v, = +
k auk

pode ser transformado no sistema equivalente

1 3 ¢ (H)

Y = 7 37 3V,

' (k =1, 2, ...,. n)
s . _ ‘1 3 ¢ (H)
g ¢ (h) 2,

onde h & a constante da energia correspondente.a dadas condigdes ini

ciais e ¢'(h) = d¢/dH é suposta ndo nula. Se H = Ho + € H1 e

H=h
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tivermos 32 Ho/aui auj =0 gualquer que sejam i e j=1, 2, ..., n,

& facil ver que det { 32 KO /duy auj } =0 com Ko = ¢(H0)/¢'(h) .

qualgquer que seja ¢ . Nao serao, entretanto, nulas, em geral, as de-

rivadas 32 K su, du, .
o /28y 20y

Uma aplicagdo importante daquilo que acima expusemos € ao es

tudo de equagOes do tipo

u = Uk
Vi T 9 + € Vk
através das relagdes
. i Vi
X, +tiw o x = u e
com X (k =1, 2, ..., n} reais.

6. Construcao de integrais primeiras

O desenvolvimento dos métodos definidos pelos teoremas dos
paragrafos anteriores permite, com uma modificagao formal, obter séri-
es gue estdo em involugdc  com a Hamiltoniana do sistema. O problema
aqui & o de analisar algumas propriedades dessas séries. Sua constru-
gao formal foi, em linhas gerais, desenvolvida em trabalhos recentes
(Giacaglia, 1965 - neste trabalho & fornecida ampla bibliografia sobre

o assunto). Consideremos, novamente, a Hamiltoniana do Teorema K:

-+ > -+ -
H—H.0+EH1—H0(X) + ¢ {Hls(x) +Hlp(x,y) } (6.1)
com
i-» - e
_ *-v- m .y -
Hlp = % Am(x) e . m # 0 (6.2)

Proecuremos determinar para o sistema gerado por H , uma integral pri-
. - b . ~ . -
meira ¢(x, y , e) em involugao com H , isto e

(H,¢) =0 (6.3)
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> -+ - - - - :
Suporemos que ¢(x, y , €) e desenvolvivel em serie de potencias no
parametro € , podendo esta série, inclusive, divergir. As operagdes
com séries formais, anidlogas as possiveis com séries convergentes, sao

licitas em toda sua extensao (Cartan, 1963). Ponhamos, pois,

¢ =9 +e & +e2 ¢ + ....
0 1 2
+ (6.4)
¢ = ¢
P P( X,yY)

Usando a condigdo (6.3) obteremos um polindmio em ¢ gue deve ser nu-
lo independentemente de € e, portanto, de coeficientes nulos.
Partindo de

(H +eH , & +e¢ +€2 0 + ...)=0 (6.5)
0 1 0 1 2

obtemos, entao:

I 2 @ , op) + 1 £@#H ,e)=0

p=0 0 p=1l 1 P
isto &
(H , ¢) =0 (6.6)
0 0
H + (H = =1, 2, ... 6.7
( 0’ OP) ( L ¢p_1) 0 (p 2 ) ( )

A equagdo (6.6) servira a determinagao de ’0 . A seguir, por recor-
réncia, a equagao (6.7) fornece 01, wz, e e

Lema A: A fungdo 00 & uma funcado arbitraria de S e

de tdda forma linear j + 5 + ...+ 3 com 3
iy, v,y i, ¥, Iy

reais, satisfazendo & condigao j1 w + j2 w, + ...+ 3, w =0 onde
w, = 3H0 / axy, -

Com efeito, sendo

n qu QQQ BHO 800 n L)
I | = ) = I w —4—L=0
m=1 3ym axm axm aym m=1 ©° Bym

a solugdo geral resulta ser

30(§) arbitraria.
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Observagdo: Notemos que a solugao do sistema gerado por H é
X, = constante
Y = Wy t + constante

(k=1,2,...,n)

e, portanto, 30 torna-se fungao de uma constante e pode ser despreza
da. Logo, tomaremos ¢0 = 30(§) . Isto, com efeito, & evidente, pois
(6.6) exprime o fato de ser 00 integral primeira do sistema gerado
por Ho-' Como sao conhecidas as n integrais primeiras X = const,

(k =1, 2, «.., n) désse sistema, 00 deverd, necessariamente, ser

uma fungdo destas.

Lema B: Se ¢ = 00(§) e ¢ € periddica de periodo 2r em relagao
@ Y s ¥,e ees Yy com média nula, entao (Hl , 01) & perid
dica de periodo 27 em 'R SURRTERES S tem média nula.

Com efeito, observemos que, para p =1 , de (6.7) decorre:

0 1
e desta - 2—1- n :{_1_
351 wy ayj = jfl Pj 3Yj (6.8)
com 11‘:| = Pj(i) S a¢0 /@ X, - O membro i direita de (6.8) &, certa-

mente, periddico de periodo 2 em Y o Y,r oeeer ¥y @ tem média nula.
Entao, ¢1 pode ser definido com as mesmas propriedades desde gue se
despreze uma fungao arbitraria e os Wy satisfagam uma certa condigao
de irracionalidade - |m.w| > 6§ > 0 com Moy My s Ty inteires nao
todos nulos e um & conveniente. Seja, agora, @ =p1 y1 + p2 y2 % ooo
.- P, Yy, um argumento da série de Fourier de H1 , com pl, pz, 0oa
<0 Py inteiros nio tcdos nulos. Em vista da linearidade de (6.8)
podemos fixar a atengao apenas neste argumento. Entao, de (6.8) resul

'~ . -, >
ta, a menos de uma fungao arbitraria de X

A I |
¢ - Szl ( - A sen 8 + B cos 8) (6.9)

onde supusemos H = A ¢cos 6 + B sen 6 + ... .
1

Chamando o fator do membro a direita de (6.9) de Cc(x) , resultara
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3 C B? - Aa?
==} { >

(H:1 ’ 01)0 =] { - jil pj

sen 28 + A B cos 28 }

o que prova o lema, pois, térmos independentes de 6 sdmente podem

ser produzidos por fungoes trigonométricas do mesmo argumento.
Resulta, assim, gque ¢2 , a menos de uma fungao arbitraria

de X , sera periddica de periodo 27 em Y @ ¥, eeer ¥y @ de média

nula.

Lema C: Se as fungoes °, e forem periddicas de periodo 27

wp—l

em Y s Y, r cses ¥, € satisfizerem i equagao
n 20 n M de _, AH e
I @ ——P=- 7 (=—L1 P> _ 1 __PB7 -5
j 9y X 2y Iy 3 X P
i=1 ] =1 | ] h| ]
com 05 u, satisfazendo a uma certa condigao de irracionabilidade, en
tao a fungao °p+1 definida por
n ¢ n 9 H 3¢ aH 3¢
Ioey 5B e I (gt - gt AR T T Fpa
x
g=1 3 2 ¥y g1 3%y 2¥y 0¥y % d

- -~ 0 -, -> - .-,
serid, a menos de uma fungao arbitraria de x , uma fungao periodica de

periodo 2% em ' SR de média nula.

2
Bastara mostrar gque, suposta Fp periddica de periodo 27

em yl, Y, ¢ oeeer Yo de média nula, o mesmo resulta ser verdade para

2

F Por razoes de linearidade, fixemos a atengao num certo argumen

p+l °
to 8=p vy +pP ¥, *...otp ¥, + COM P (k =1, 2, ..., n) in
teiros nao todos nulos. Ponhamos
H =2A + B cos 8 + C sen ©

) =D cos 8§ + E sen ©

p-1
Impondo a condigao citada para F, resulta, facilmente
BE - CD=20 (6.10)

Além disto, os térmos de argumento 6 em Fy serdo

9 A
X

P
P ju1 4 3%y

)(- D sen & + E cos 6)

e, em correspondéncia

n

) 9 A
-( L p, =)
o Y ax1
op = jn (- Dcos 6 —- E sen 8) =M (- D cos 6 - E sen 8)
( ¢ )

yo1 Py ¢y
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Calculando F

p+l obtemos, para © argumento @ , conservando somente

os térmos em sen? 8 e cos? 8 (gue sdao os Unicos que podem fornecer

termos constantes ):
e ) 2 3 C 2 3 E 2
Fp+l = { [ M(~ 5% E cos® 8 + X% D sen® ¢ - B 3% sen 8 +
j=1 k| b 3
2 D 2 3 M 2 _ 2 _
+ C - cos 8) + - (DC cos® @ BE sen‘ 9)} =
=m{ 22 (cp-BE)} +CB-BE ; 3M . cos 20 + ...
2 3 axj 2 1 axj

... Sen 20

e, em vista de (6.10), fica provado o lema.

Os lemas acima demonstrados permitem enunciar o seguinte:

Teorema W: Seja H uma Hamiltoniana satisfazendo as propriedades do
Teorema K. Entao, existe uma série formal
$=¢ +ec0 +e?2 ¢ + ....
0 1 2

que esta em involugao com H e satisfaz ds seguintes propriedades

I) 00 = @D(;) & arbitraria

II ¢
) P

Y roe-nr ¥, © tem, em relagao a essas variaveis, média nula.

¢P( X,¥) & periddica de periodo 27 em ¥y,

A demonstragao € imediata, bastando-se aplicar os lemas A& ,
B e C . Entao, concluimos que, se a partir de um certo p , as fun~

forem todas nulas, a fungdo ¢ = ¢ +

CELCI N NI TR 0

+ €0 + .... + P ¢P &€ uma integral do sistema gerado por H . Para

1

que isto se verifique bastard ser ¢ =0 , pois, de (6.7) tdodas as

p+l

fungoes poderao ser tomadas iguais a zero (ou igua

Op+2 ' ¢p+3 r eas
is a fungGes arbitrarias de X). Por outro lado, se nao existir p 3.1
tal que ¢ =0 , a série ¢ = b e 0 4+ e? LIRS sdmente serd
integral se for convergente. £ evidente que tal série ndo poderad ser
convergente para todos os valores X pois a condigdo de irracionalida
de |3 .| >8>0, paraum & finito, nao sera satisfeita a mencs

que § se torne infinitésimo. Escolhido um & suficientemente peque
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no-(da ordem de € ) vemos, agora, que as séries ¢ serdo, em geral,
divergentes, pois, como & evidente, de (6.7), as fungdes @p conterao
(3 . )P em denominador. A divergéncia dessas séries esta no fato
das frequéncias WG, s ey W nao serem as frequéncias dos movi
mentos quasi periddicos gerados por H (vide Teorema K), mas sim, ape
nas uma aproximaqio, de ordem zero, dessas.

E possivel se escolher 00 de modo que a série termine con-
forme mostraremos mais tarde. Entretanto, o problema de se determinar
um tal ¢0 , em geral, nao parece apresentar uma solugao simples. Se
tal problema pudesse ser resolvido estariamos na situagac de fornecer
as condigoes de integrabilidade de um sistema gerado por uma Hamiltoni
ana de propriedades bastante gerais. Infelizmente a questao esta pra-
ticamente em aberto. Quando a Hamiltoniana tiver um ponto estaciona-

rio, algumas contribuigoes ao problema global vém dos trabalhos de Mo-

ser (1955) e Siegel (1941).






capfTULO IIIX

CURVAS E SUPERFICIES INVARIANTES

1. Situacao do problema

Ja descrevemos, no primeiro capitulo, algumas relagdes entre
pontos fixos de transformagdes analiticas isovolumétricas e solugoes
periddicas, ou de equilibrio, para sistemas Hamiltonianos. Verifica-
mos, também, gque tais transformagdes, nas vizinhangas de um ponto fixo
nao podem, em geral, ser reduzidas 3 forma normal. Por outro lado ob-
tivemos, -por um processo que € uma generalizaqéo dos trabalhos de Birk
hoff (1927) e Siegel (1956), uma forma normal aproximada e verificamos
que a existéncia de curvas ou toros invariantes dependia dos efeitos
de uma perturbagao dessa forma normal aproximada. Neste capitulo ire-
mos fornecer alguns resultados que decorrem dessa perturbagao e que es
tio em relagao direta com os resultados e problemas apiesentados no ca
pitulo anterior. Para que Os presentes resultados sejam melhor compre
endidos, faz-se necessdria uma conceituagdo geral do problema a ser
tratado.

Conforme foi visto, as trajetdrias de sistemas integraveis
Ho desenvolvem-se sobre toros n dimensionais se o grau de liberdade
do sistema (nao degenerado) € n . Os-toros sao definidos pelos momen

tos x, (k =1, 2, ..., n) e sobre o toro as trajetdrias sdo parame

trizadas pelas n variaveis angulares Yo (k =1, 2, ..., n) gue se
exprimem no tempo pox Yy = 9 t + yﬂ e as constantes dependem,

em geral, de xl P X oeees X Por simplicidade consideremos, ini-
2

cialmente, o0 caso n=2 . As Srbitas serao descritas por

Bibliotéca da Escola Politdcnics
Sdo Paule

F-318y
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Yy Wy (x1 0 xz) t + Yy

(k =1, 2) (1.1)
- X£

O toro T? correspondente pode ser individualizado de duas maneiras:
ou por uma superficie toroidal, produto de duas circunferéncias de ra-
ios x1 e x2 , ou por um quadrado no plano (y1 ’ yz) . Esta segun-
da representagdao parece mais simples. Como a medida de y1 e y2 é
médulo 2x , podemos identificar pontos de lados opostos de um guadra-
do de lado 2r , isto é, (0, yz) com (2n , yz) e (y1 ,0) com
(yl » 27) para todo y1 e y2 no intervalo [0 , 2v] . As trajeto-
rias sao, pois, segmentos de reta sdbre o toro, inclinados de mz / ml

sdbre o eixo y1 . E evidente que, para valores racionais de wz / ml

as trajetorias ndo cobrem todo oquadrado e as solugdes sio periddicas.
b4 g .
i Para mz/u1 irracionais, entretan-
A

to, as solugbes cobrem completamen-—

te o gquadrado e as solugoes sao qua
si periddicas (escoamento ergddico) .
Em ambos os casos as solugOes perma
necem sdbre o toro, que & pois, di-

to invariante em relagao ao escoa-

mento. Admitindo-se a hipdtese
_ a2 H
Y (Kolmogorov) det { }# 0
Escoamento em T? ! ? xi 3 xj !

~entao, prova-se que com H = Ho + u Hl (analitica), e u suficiente-

mente pequeno e para todo conjunto de wl G wz racionalmente indepen-

dentes satisfazendo as desigualdades |m1 Qe + s w2| > K para todos

os inteiros m1 R m2 ndo simultdneamente nulos, existem toros invari-
antes

¥ =A (Y ,Y)

1 2

k k

e as solugoes sobre cada toro saoc dadas por §'=wk ou Y =wt + Yg .

Exprimimos éste fato dizendo que um escoamento ergddico pode ser "pro-
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longado" sob perturbagbes pequenas e ao contrario, toros para os quais
w e sao racionalmente depéndentes (escoamento periddico) guando
sujeitos a perturbagoes serao, em geral, destruidos. A redugao désse
problema a uma transformagao isovolumétrica de um conjunto em si mesmo
apresenta vantagens que decorrem da estrutura geométrica de tal trans-
formagdo. Os trabalhos de Poincaré (1912) e de Moser (1955, 1962 e
1964) nos fornecem idéias bastante produtivas a ésse respeito. Com e-
feito, consideremos.o problema de Moser (1962), a respeito de transfor

magoes isovolumdtricas de um anel circular em si mesmo.

Dado um anel A { 0 < a < < b } , considere-se a transfor-

magao
U0 : 8* = 9 + w(r) , r*¥=7r (1.2)
com
d
3% >0 , rehA .

Tal transformagao conserva circunferéncias e as faz girar de um angulo
w(r) , que & tanto maior guanto maior f6r r . Considere-se, agora, a

transformagao

o* 8 + w(r) + F(r, 8)
U s (1.3)
r* = r + G(r, 8)

comn F e G pequenas, isto €, em A :

|[F(r,0)| < < w(r) . para todo 8
le(r,8)] < <x
e periddicas de periodo 2 em 6 . Moser mostra, entao, que sob cer

tas condiqées, para w{r) , F e G, desde que U0 e U conservem a
irea (Jacobiano unitdrio) , a transformagaoc U possue curvas fechadas
invariantes que estao proximas das circunferéncias invariantes de Uo'
Uma das condigoes essenciais & a necessidade de w ser racionalmente
independente de 2% . E intuitivo que deva haver uma conexao entre &s
ses resultados e aguéles que se referem i perturbagao de sistemas con-
servativos. Inclusive espera-se que o tratamento geométrico da ques-
tao possa fornecer resultados adicionais. Desde ja observamos que as
curvas invariantes podem corresponder as varias determinagoes de uma in

tegral.
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2. Sistemas com dois graus de liberdade

Seja a Hamiltoniana analitica em D(X,y)

H=H + H + H ’ I3 r .
0(x1 , xz) u { ls(x1 , xz) 1p(x1 x, Y, yz) } (2.1

periddica de periodo 27 em Yy, 1y, e 0 <u<1l. Admitamos satis

feitas as propriedades do Teorema K . Admitido, em D , que

3 H oL
N 70 < 5> # 0
2

poderemos resolver a equagao

H (x X ) + uH (x X ) = h = const.
o 1 " T2 P ARAPRL AR ST £

em relagao a X, obtendo

X
2

sendo K analitica e periSdica de perfodo 2r em Y, oY, - Entdo,.

i(xl ’ Yl ’ YZ » R, on) {2.2)

€ possivel desenvolver K em s8rie de poténcias convergentes de p .

Na realidade, serd suficiente que se possa escrever

=R h + i g ’ r h
xZ 0(x1 ’ Yl r Yz ’ . 0) u 1(xl ’ yl Y2 ’ u)

e, em vista de (2.1), serad possivel escrever

’ Y2 ¢ h , u) (2.3)

x =K (x , h) + u K (x , vy
0 1 1 1 1

2

A relagao (2.2) permite eliminar o tempo do sistema gerado por (2.1)
tomando y2 como varidvel independente. Com efeito

dx

a___l_=f_1_=_3H/3H=aﬁ
Y, Y, ayl axz ayl
g (2.4)
a o
3;1' = ;l = 3;{ / g;{ =" g:f
2 2 1 2 1
com K dado por (2.2) . Pondo y =71 , X =x e y =y, as equa-
goes podem ser escritas
x'=:—§ . y'os - s (2.5)
com K=K(x ,y, t, u = Ko(x) +uwK(x ,vy,1,un .
Considerando o espago (x , y , 1) , o estudo das solugles

de (2.5) pode ser reduzido ac estudo de uma transformagao 'I'u do pla-

no t =0 sdbre o plano 1t = 2r . A transformagao T, € definida



por (2.5) como & facil mestrar..
Sejam as condigdes iniciais Tt =0 , X

a solugao de (2.5) correspondente

X ¢(T,X0,Y e u)

0

\li(TuXo,Y :u)

7 0

A transformagao Tu é, pois, dada por

x*=¢(TIXIYI“)
T
U
y*=¢’(TIXIY;U)
A
// 7/
Ve /
// //
/ . s
Vg T /

Transformagio isovolumétrica em coordenadas cillndricas
(dois grdus de liberdads)
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(2.6)

(2.7

para u = 0 , atransformagao T0 {x* =¢0(21 f X, Y) L Y* =w0(2n X, y) )

onde ¢0=¢(2“1x'Yr0)e‘bO:u’(z“rx!y

crita imediatamente. Com efeito, para u = 0, K

e Y
y(T'XO’y0)=Y0+w N
2
X(Tlx [ = X
0 YO) 0
onde
a H
wy = 7;;% (x1 ' xz(y1 P Y, xl)) = w, (x)
e, portanto
w .
w = UL = w(xX) .
2
Definindo
a(x) = 2nw(x) '

a transformagao To se escreve

14

0) , pode ser es-

K (x)
0

e, portan-
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X* = x
T = (2.8)
¥Y* = yv + a(x) )

‘que & do tipo (1.2) estudado por Moser. Resulta que a transformagao
T, podera ser escrita

X* = x+ uG(x,y ,u)

y*=y+talx) +uF({x,y ,u)
devendo x variar no anel 0 < a <x <b . Certamente a transforma-
gdo T congerva a Aarea, isto &, dx dy & invariante com 'ru . Por
outro lado, sers facil mostrar que G e F sdo periddicas em y de

periodo 2r . Se no anel, w'(x) > 0 , e w(x) satisfizer i condigdo

‘ m -%" g
|w - w27 2un + 0 inteiro > 4 , m e n inteiros, n # 0 , en

tdo, o teorema de Moser nos permite afirmar que Tu possue curvas in-
variantes que, para u suficientemente pequeno, sao préximas das cir-
cunferéncias x* = x invariantes de To . Isto significa que as cir-
cunferéncias invariantes (Toros) se conservam para pequenas perturba-
qaes,'sendo sOmente deformadas. Por outro lado, se existir uma inte-
gral ¢(x,y) = const,, teremos, obviamente,
¢(x* , y*) = ¢(x,y) = const.

e, portanto, as curvas &(x,y) = const. sao invariantes. Isto nos
fornece uma condigao necessdria para aexisténcia de integrais de (2.5)
proximas das integrais x = const. para u = 0 . Vejamos como se ex-

prime a condigdo a'(x) # 0 . Como

9aH
X x (x ))
axl ( L 2( 1)
a = 2% B
-—L0 (x x (x
axz ( L 2( R)
vem gue
da 7u 3H0 azan 32 Ho dx aﬂn 32 Hn aZHn dx
= a—l - +
ax 3 H t% ¢ ;P ax ax &) "% Gxoax 3 x2 e
1 (=—0)2 2 X 1 2 1 1 1 2 = 1
? X 1 .
2

o H 3 H dx
—--0 —f = i &
Mas, de Ho(x1 . xz) = h , vem que axl + axz a;f 0 , isto &
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dx 9H 9 H
T = " x /%
1 1 2
e, portanto,
da 2%
& < " E A k%)
1 (___D_)S
ax2

onde A (xl , xz) é o determinante

32H 32 H aH
0
2 x2 ax1 axz axl
1
32 H 32H 2H
A= IxX ax 3 x2 X
x T2
2
3 H 3H 0
I —_
) x1 F) x2

que, entao, devera ser diferente de zero. Esta condigao & mais geral
dagquela imposta no Teorema de Kolmogorov, e, de fato, ela ja € mencio-
nada por Arnold (1963) na demonstragao daquéle teorema. Aqui ela e ob
tida, naturalmente, pela aplicagcao das condigdes do teorema de Moser

(1962) .

3. Sistemas com n graus de liberdade

Consideremos a Hamiltoniana analitica

a=no(§)+unl(?z,§.u) (3.1)

periddica de periodo 2v em vy = (yl B ALY y,) . Para uw =20,

as solugdes quasi periddicas

¥, = nk(§°)t +y0
(k =1, 2, +.., D) (3.2)

= 0
X T *x

se desenvolvem sdbre o toro T® e o escoamento & ergddico, como gene-

ralizagao imediata do que foi visto para n = 2 . Ao longo de tdda so
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lugao do sistema gerado por (3.1) teremos
H(§,§)=h = const.
Suponhamos que 3H / ax # 0 . Entao, poderemos resolver H = h para
xn , obtendo . '
X = f(x1 0 x2 reser X 1 y1 0 y2 resss Yo o0 h , w) (3.3)

n

Pondo y, =t e eliminando o tempo das equagoes

(k =1, 2, ..., n) (3.4)

,;<
1}
+

-2V

teremos

(k =1, 2, ..., n) ‘ (3.5)

sendo f dada por (3.3). Notemos, inicialmente, que f dependera,
em geral, de t e, portanto, ni3o serid uma integral de (3.5). Se H &
analitica, f & analitica. Novamente, o estudo das solugdes de (3.5)
pode ser reduzido ac estudo de uma transformagao Tu do plano Y,= t=
= 0 para o plano Y, =1 = 2r , Tu sendo gerada por (3.5). Com e-

feito, escolhamos

(x0

A 44 (k =1, 2, ..., n-1)

no plano yn'=0 . A solugao de (3.5) passando por €sse ponto em Tt =0

sera
X, = xk( t; X0, ;0 e u)
. (k =1, 2, ..., n-1) (3.6)
ykEYk('r?xo ryo T
e, portanto,
‘ x; = xk(21 ;X ; e W)
Tﬁ : (k =1, 2, ..., n-1) (3.7)
yi - yk(Zw P X, § r W)

Por outro lado
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3fn BHJL 3H Qk
= / = - — (X x coop &3 3.
X, ax, IxX, 2, 1 T2 ! v X! (56
e, para u =0
— 0
*x *x
(k =1, 2, ..., n-1)(3.9)
O
- 0
Yy nn (xl 0 x2 Ao 0ap xn_l)t + Yy -
Sejam
8
ck(x1 IO xn-l) 2% Qn . (k =1, 2, ..., n-1)
Logo
XgE = %
T (k =1, 2, «.., n-1) (3.10)

*
vf = ak(x1 reeer X q) t Y
Poderemos, entao, escrever para i #0

x; =X, + Gk(x1 reese Xo g o0 y1 5 yz oo o dif yn_l)

T . (3.11)

N = .
yk yk+ak(xl,...,xn_1) +Fk(xlr---1xn_l ,er 'Yz.---lyn_l)

com k=1,2, ..., n-1 , e X variando no anel 0 < a, < X, < bk 0
k=1, 2, «.., n-1 . £ claro que Gk e Fk dependem de y e devem .
tender a zero para u — 0 . Como o sistema & Hamiltoniano, (3.11) de
ve ser isovolumétrica, isto &,

n-1

kfl dxk dyk = dv
é um invariante em relagao a T .

Uma integral primeira do sistema gerado por H sera

G(xl,...,xn ;yl,...,yn) = r(xl, xz,...,xn_l ;yl, yz,...,yn_l) = const.

e sujeita a T, vai em si mesma, isto &,

r{( i, ;) = p(x* , ;*) = const.
e, portanto, a hipersuperficie I = const. € invariante em relagao a
T, - Além disto, uma solugdo periddica de periodo 27p , p intei-

ro » 0 , sera tal que
xk(ZWP ’ ;0 ’ ;0)

]
]
=
o



-110-
e, portanto,

onde P € o ponto (x° , ¥%) . Logo, & um ponto fixo de T, . Em
térmos geométricos, agora, o problema de Kolmogorov pode ser posto na
seguinte forma. Procura-se determinar sob que condigoes a transforma-
gao T, tera superficies invariantes perto do toro X, = xg que € in

variante de To 5 Esse toro pode ser visualizado por um hipercubo de

aresta 2r com as faces opostas identificadas, isto &,

(o, Y ’ Y3 reeey Yn)

1 (27 , YZ [} Ya reeey Yn)

(y . 0, Y3 recny yn) = (Yl ;r 20, Ya reees Y )

y vy . Yy reeer 0 2 (y) P Y, ¥ eeees 2M)
Entretanto, o equivalente geométrico da figura correspondente ao caso
n=2 ¢&de dificil visualizagao. Pode-se, também, assegurar que as
solugoes quasi periddicas cobrem o cubo densamente. Neste hipercubo
as trajetorias s3o retas que tém com o eixo Y, inclinagao que & fun-

¢ao de nl g nz reees 8 e, mais precisamente,

1
2 2 2, /2
nk/{nl+nz+...+nn}

830 seus cossenos diretores, para k = 1, 2, 5B &n B B
Para aplicagoes posteriores, definamos a norma da derivada
- - 8
s-esima de uma fungao f(x1 P oeee xn) e C

8

€], = sup | (520 1 (522 (52 ™ E(X e, x|
8 I X FES Tt oY ax 1 77 T
1 2 n
] + s + ... + s < s
1 2 n -
com x1 o x2 + +++ ¢ X percorrendo o dominio onde f£(x) & definida.
Consideremos a transformagdo (3.10) definida noanel 0 < a, <
aak
< x%x < b (k =1, 2, ..., N) , sob a condigdo det { } #0 . os
- "k - Tk axj

toros X, = const. sao invariantes para T0 - Consideremos, agora,
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Tu dada poi (3.11), com F, e G limitadas e de periodo 2x em
y1 o y2 reser Yy oo Faremos, agora, a seguinte hipotese: "Toda super-
f{cie limitada e fechada que & proxima do toro x, = const. (k =1,

2, ..., N) , representada por
xklsfk(y1 o y2 pooog yN) =fk(y1 + 2w , yz + 2% pee.r Yy t 2x) (3.12)

com afk/ayj limitados convenientemente, intercepta sua superficie i-
magem por T, “. Se admitirmos que T, é isovolumétrica e conserva

os toros x, = a , entdo, tal hipdtese sera, obviamente, satisfeita.

k k
Em particular, a superficie imagem do toro x, = const. devera inter-
ceptar éste toro e, portanto, G (x ,§) tem, pelo menos, uma raiz §°
para cada valor fixo x0 Qe ¥ . £ nosso desejo demonstrar que sob
as condigoes anteriores T, Ppossue superficies limitadas e fechadas
invariantes, para valores suficientemente pequenos de F, e Gy des

de que estas fungoes sejam diferenciaveis até uma certa ordem conveni-

ente s .

Teorema M: Dadoum e > 0 e um inteiro s > 1, a transformagao Tu

tem uma superficie limitada e fechada invariante

> - +
y=y"' +ply")

IO o (dimensao N) {3.13)
x = x0 + gly")

onde 3 e a sdo periddicas de periodo 2w em yl, yz, cese Yy oo de

classe C° e kals + g lg < € , desde que:

a) Para a transformagao Tu , tdda superficie fechada do ti

po (3.12) e sua imagem se interceptam.

> 1 , pode ser en

b) No anel 0 < a, <Xx,_ <Db

k k k k k
contrado C0 > 1 , tal que
3 ay (%)
a, {(x
leldet{—ak—x—}|<N!CN (3.14)
N!C 3 0
0
Sera possivel determinar 60(5 , S Co) > 0 e um inteiro m(s) tais
que Fk B Gk e C® e
F + |G < 4§
I, + 160, < 8

(3.15)

luklm M IFklm i Ilem N Co
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Além disto, asseguramos que a transformagao induzida sdbre a superfi-
cie (3.13) & dada por

§k =yp + uk(io) =y + 0y (3.16)

Mais precisamente, dados w satisfazendo as relagoes

k

0 (3 +e<cu <a (B -c¢ (3.17)
para as quais

-3/2

N
3 @, =21 3. .| >e (L |3, ]) (3.18)
k=1 kK N+1 kol K

para todos os inteiros nao simult@neamente nulos, existe uma su-

I

perficie (3.13) com ak(ﬁo) = w (nlmeros de rotagao).

k
Vamos, inicialmente, nos ocupar de um teorema mais simples,
que diz respeito 3 transformagao
L
x; =x + gk(x P ¥}
T : . (k =1, 2, ..., N)
YE =y, +x + £ (x,y)

k
$X <b ,onde f, e g sdo periddicas de pe-

definida em 0 < a,
riodo 27 em Y, s ¥, s cecn Yy € by o-oa 2 é% . Admitiremos
£ 1 +lg | <8 ‘ . (3.19)
e
D™ £.| + |D® < C 3.20
ID® £, 1 + 10" g, <, (3.20)
onde
P P q q
3 9 N ] 3 N
D" = (=) ! ... ( ) o )l . (o)
ax1 axN ay1 ayN

+ + oie. + + + + ... 4 =m .
CopN PR A Py +q, *4q, qy =m

Os nimeros de rotagao w, serao escolhidos de tal forma que

k
a +e < w, < bk - € (3.21)
e tais a satisfazer (3.18) na forma
5
-0+ 5

lz 3 .8 = 2n 5,0 26 (2 3,1

¢ inteiro > 4 .

Anidlogamente ao que foi feito na demonstragao do Teorema K ,

iremos reduzir T , por um processo de iteragdo, a transformagao
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x¥ =x
k

* =
Y =¥t X

Sejam Q , M , § trés parametros satisfazendo is relagoes

M=Qv>Q>1

§ = M 29

com

q = —%— L v=6(s+1) , m=3+1lv (3.22)

o proceéso de iteragao convergira de tal forma que o desvio de To de

n

cresce com 63 onde n & o estagio atingido.

M

-1 n-1 '/ 6

n-1

mo estdgio de iteragdo serdo relacionados com N , M, 8§ por

Os parametros Q referentes ao (n-1)-&si

q qn-l
Q=0 1 ’ Q.1 = Q0
q qn—l
M=l , Moy, = M
q n-1
6 =83 ) , bpey = 85
admitindo-se a cada estagio que
1
£ |+ gl < 6,4 em I, = wl < o (3.23)
q +q +...+q+1 p tp +...7%p
o m 12 N 12 il
10"y £l + 10" My ol 2000 Ma1 §eoet)

+ + ... + + + + ... F = m)
(@ +q, qy * P * P, Py

Para n =1, as condigdes (3.23) e (3.24) devem coincidir com (3.19)

e (3.20), respectivamente. A primeira sera verdade desde que 60 se-

ja suficientemente pequeno. Além disso, tomando M0 >1l/e e lxk-mkl <

< bk . A segunda regquer

< l/M0 < ¢ , teremos, certamente, a, < X,

uma pequena andlise. A relagdo (3.20) implica que

= + |D"® cC M
0% g £ | + 10" M g, ] s C M
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pois M > Q . Em vista desta desigualdade e sendo

+ + ... + + + %" ooao &P = m > v
ql q, dy P, P, Py o
g +q +...+ q p +tp +...+p
1 2 Nyt 2 N o™ sq¥> M
Qo 0 = Qo - Qo -0
resulta que
+q +..+ +p +..+ +...4q,+1 +p +..+
c M <c qu 3 W Pi*P, Py qu 9y Mpl P, Py
0 0~ o0 0 0 =0 0

desde que Q0 > C0 " Entdo, para n = 1 , deveremos tomar MO > 1/¢

e Q,>C , isto e,

2q

60 < e . c~2av

1]
podendo-se, eventualmente, tomar um 60 menor ainda.

Demonstraremos, agora, um lema, analogo aos lemas referentes
ao Teorema K, que diz respeito ao n-&simo estidgio da iteragao menciona
da.

Lema E: Seja a transformagao T satisfazendo &s propriedades (3.19)
e (3.20) e‘tal que toda superficie fechada regular vizinha de
x

k
temente pequeno existe uma transformagao de coordenadas

= const. e sua imagem, se interceptam. Entao, para 60 suficien-

- -+
X, = Ek + uk( £E,n)
(3.25)
1 1 1 q
para jg,_ - w, | < - = > — , satisfazendo
k M__] M M
ol + Tald ) < % (3.26)
‘e tal que, em !
1
IEk— mkl <F
a transformagdo T toma, nas coordenadas (&, n) , a forma
Er=g 4o (.0
R (3.27)
ngEon b gt (8,n)
onde
1
lo, | + v | < 6= 6:-1 em lg, - ol < T (3.28)
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+p_+..4p +l  q +q_+..4+
A T Pt

+ > + >
D2 b3 0 ¢ | + [DE DI My | <0 (3.29)
n n £

g
para p + b; + o tpgta taq + ...+t gy =m.

Para poder demonstrar tal lema & necessaria uma certa prepa-
~ ragao de elementos a serem usados frequentemente. Para isso torna-se
imperiosa a demonstragao de dois lemas cujo espirito baseia-se na cons
trugdc de solugdes de equagbes diferenciais nao lineares por processos

discretos (Moser, 1961, 1962).

Lema E1: Seja a equagao diferenga:
S(Y,8) - S(Y) = FY) (3.30)
onde S e F s3o supostas periddicas de periodo 27 em relagao a

Y. y2 reeer Yy € de média nula, o vetor “» satisfazendo i relagdo

1
’

i PO S (3.31)

N
- 27 jN+1l.: e ( i Ijkl)
onde 1 =0 - >3 , o inteiro . Entao, se F(?)- tiver 1t > 3 de

rivadas continuas, a equagao (3.30) tem uma solugao continua, tal gue

c
ls(r)lo i |F|T (3.32)

com C uma constante independente de qualquer parametro. Além disto,

poderemos tomar

s(0) =0
Demonstragig: Usando para F a série de Fourier

-
F = I Frel Iy

ECL) .

a solugdo & imediata

3 17,3
s = 1 1 .t3 (3.33)

Em vista de (3.31) & necessadria uma estimativa dos coeficientes. Como

F tem 1 derivadas continuas, entao

N
5 T .
eyl < E Fl, @ 15l A0

5,h T IFl,

Por outro lado



-+ -
T ] . w 27 j N
et 3+ %.1| = 2 sen | 3 nad > é? e = |3.D 0 540
k=1
e, portanto
F+
e . -3/2
l - | = 72 ¢ =N 3 D |F],
e ' -1

Ent3o, a série (3.33) converge absolutamente e (3.32) fica provada pon

do
N
. -3/2
C =7 £ ( L lgkl):”
365 k-l
Observagdo: Se F( X,y) & fungao periddica de periodo 27 em y e
média nula, entdo a equagio diferenga
S(X,y+w) - S(X,y) =F(X,¥)
pode ser resolvida como antes e obtemos
C AT
{s| ETID_’FIO (3.34)

. y
Vamos, agora, introduzir uma operagao de alisamento para fun
gbes de 2N varidveis que aproxima fungSes F(X,y) por fungdes mais
lisas. Seja F(X,y) uma fungdo continua no anel

ak < xk < bk

(k=1, 2, ..., N)
—w<yk<+w

- . - > =+ - Q q N
0 grau de aproximagao em X e Yy sera mantido independente e medido

por dois parametros M , Q >1 . A fungao alisada (F) sera defi

TM,Q

nida no anel mencr

1
@, =a + — < X, <b

—_l.=B
k k M k k M

k A --<yk<+m

onde suporemos 2/M < bk - e e sera dada por

-

(F(X,)) =7 F oo f £ 4 oo f X, (x-F,y-m F(§,m af dan
a b

T
M,Q <E. < e o+ MQ
k k k k (3.35)
2z *> w2 "
com di = dal dEZ ey dEN e 4n = dn1 dn2 . an . 0 "nucleo xM,Q
sera tomado da forma
X,  (X,¥) =MX MX) .QX (@)

M,Q

onde X(X) & uma fungdo C- satisfazendo
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X(%) 0 para %, | > 1 {3.36)
e
+ » k k 1 para T k, =0
Sl fx b x xR d§={ 1 (3.37)
- = 1 0 para 0 <L k, <m
onde k, >0 e m & um nimero fixo. Entao, T Q dependera de m
e 8ste ser3 escolhido em harmonia com (3.22).
A condigdo (3.36) mostra que X, , se anula para lyk| > %%

e kal > %? . Entdo, o intervalo de integragao em (3.35) pode ser
restringido aum intervalo contido em a, < Ek < bk pois @, < X, < Bk“

Logo, (3.35) pode ser escrita, introduzindo novas variaveis
-> -+ -+ - > E -+> 3 b d ->
Ty Q(F(x Y ) =r o555 I X (u,v) Fix - w Y- ?T) du dav
t

1,1
ju <1 lvkl <1

kl (3.38)
Finalmente, a condigdo (3.37) mostra que polindmios P{ X,y) de grau
menor que m sio invariantes, isto e,

Ty.q ®(X,¥)) =P(X,¥) (3.39)
Podemos, agora, demonstrar o
Lema E : Se F(X,y) & continua em a, < x <Dy, entdo, em a, <

< x < B8 verifica-se

k k
> > _ p.tp +..+p q +q +..+q
|3 oP Ty 4 <Ca 12 Nyl 2 : sup |F| (3.40)
¥ ! a, < xS by

para todos os inteiros p1 o p2 roeerr Gy © ¢ uma constante gque de-

pende da fungao X , de 5 ede g . Se FI( %¥,y) e c" , entdo, em

< < ifi -
Xy Bk verifica-se

*k
-p -p,~--"P -q -q _~----4q S

|F - Ty M(F)[ <cqo ! 2 Ny 12 3 sup |pd Df F|

4 pl+p2+..+qN-m X Yy

< x, <b

a
k k k (3.41)

onde a constante C depende da fungao X, mas & independente de Q e M.

Demonstragdo: De (3.35) sesgue-se, imediatamente, gque

+ - + >
q P O >
ID; D; TQ,M(F)] < . :2ulb (| s...s|p3 DP Xy, QX &Y - | dg an <
: k "k k x ¥
p +p *+..-+p q +q +...%q - - . - . N
< sup |Fj Q! ? Nuro2 Noprpd x(X) jax s... DD X(y)ldy

nk<xk<bk x y
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© gue prova (3.40).
+ Q + v
Consideremos agora (3.38), desenvolvendo F(X - %} , ¥ - %%

. -, -+ -»> -* - ~
em serie de Taylor ao redor de u =v = 0 , até térmos de ordem < m o

com resto. Como TQ y conserva polindmios de grau < m , apenas o
b

+

resto Rm(§ , Y, 4, V) daquela série contribuiri para F;—TQ y(F) =
»

= (I - TQ WE - Aquéle resto € estimado ficilmente:
IR | < sup N 2 T [pd P F(E, 0|
- p +...+ +q ...+ +
m p1+p2+...+qN'm Qp1 pz Py Mql qz ay Xy
-+ -+
(u , v)
onde
1 1
N R S L A L
e
[a, | <1 . vl <1 ..
Logo, de (3.38) obtemos
“P -P_-"-.."P “q,=q =..=qy F >,
| (-1 F(X,y)| <c sup o ! 2 Ny 12 |D3pP F(E,n) |
’ P +..+qN-m Xy
1
I,

onde

q q 9y P P +
C =N sup f...flull u22...uNN vl1 vzz...vNN Xy i, v)| dad av

’

p1+...+qN-m
0 que prova o lema.

Observagao: Para a, <x, < bk temos, com p1 + p2 toet py =1,

q1 + q2 +...+ qy = o,

g% = ]S(TQ.M(F( X, 900 < é} | D; TQ’M(F)IO <Cc %; lFIo
e, escolhgndo Q > %& , o =1 +1, resulta.
s* < Ecott! Il = ¢cqo’ LN (3.42)
Da mesma forma
s*2 = IS(S(TQ’M(F(E&))))I < & c Q* 7l - (3.43)

P -
£, também, facil mostrar que é possivel construir uma fungaoc X(x) com

as propriedades enunciadas.



-119-

Prova do Lema E: Consideremos, entao, a transformagao

+ >
x; Xy + gk(x YY)
T : (3.44)

SRR NENE 2
em lxk = wkl < Ml‘ , gque deve ser transformada por meio de
n-1
> o+
xk=Ek+uk(£vﬂ)
(3.45)
Y = M ¥ vlEan)
para nova transformagao
* = N -+ -+
Ef =g + o (E, M) )
T* (3.46)
= vl B &S
nt o= nkA+ g, + ¥ (E,m) >
que €& mais proxima de To(gk = £ =0 .

Das relagoes acima decorrem as equagoes
X

g+ o (BT + (B, AN =g vy (E, ) g 4T, T

ny + &+ o (BR) +v (RN = n + v B g ru BD) + £ (BT, B +9)

ou seja
o (T, %)+ u (B, T = (EL )+ g (T S, 0, A vEL
> -+, > ‘ <> > > > > > > > +->++(3'47)
v (E,m) + v (E*,n*) = v (E/m) + u (&,n) + £, (6 +ulg,n), n+v(g,n))

Vamos, agora, linearizar as equagdes que resultam de ¢,
=y, =0 supondo £, , g s Wy o+ Vi © Iak - mki da mesma ordem de
grandeza u . Os térmos que forem da ordem > p2 serao desprezados.

Desta forma, obteremos

v (F, i) - v (E, 0 = w (i) + £,0E,0)

a (B, 7 +8) - (E 0 = g, ) -4
que sdo equagoes diferengas. A segunda, que é do tipo tratado nos le-
mas anteriores, somente pode ser resolvida se gk( t, n) tiver média
nula nos ; o E, de qualquer forma, as fungoes fk e Jy deverao

ser convenientemente alisadas, de modo a contrabalangar a perda de de—

rivadas. Entao, definiremos u e v como solugoes do sistema



> + -+ + > -
w (&, n+w) —u(f,n) =T(g, - g,
k k k k (3.49)

VlEr R4 - v (L0 = u (F,0) + 1, (E, 7)), 5, =0

onde T = TQ M € o operador definido anteriormente e §k e Gk indi
. =
- o, -~ -
cam as medias em relagao aos n .

Se efetuarmos a média da segunda de (3.49) obteremos

e, portanto, da primeira:

u, = S(T(g,)) + ﬁk = 5(Tlg,)) - TUET (3.50)

Da segunda de (3.49) vem, entio

Vi = S(uk + T(£)) = S(S(T(gk))) + S(T(£.)) (3.51)
As relagoes (3.50) e (3.51) definem, agora, u, e v, no anel
1 1
6 = ol < - Few
n-1

Vejamos a verificagao de (3.26), (3.28) e (3.29)

a) Utilizando (3.42) e (3.43) e considerando (3.28), vem que

20 . 20 20 ,,~2
+ C § =C M 3.52
gl + lal ) <c o L@ (3.52)

loe | + vl < c @ a-1

e, analogamente

20 . ~1
IDE u | + IDE vl = C2 Q" M
(3.53)
20 -1
]D; uk| + ID; vkl <C QM
Como admitimos v > 2¢ + 1 , entio
1
[u | + [vy | < oM
(3.54)

1
Iukll + Ivkll <,T

e que prova (3.37). Segue-se due U vy sdo definidas no anel

1 1 3
ey - ol < g —-w%>w
n-1
1
desde gue se tome M0 > 4fq+I] e nesse vale (3.52). Pelo teorema das

fungdes implicitas, a imagem de lg, - ”kl < %} sujeita a transforma-

gao (3.45) cobrira, no minimo, o anel lxk - ”kl < %% e, portanto, a



transformagio inversa & definida univocamente em jx, - wkl < - eé

k
continuamente diferenciivel nessa regiio se M(> M ) £0r escolhido su
2 G

ficientemente grande. Logo, a transformagao (3.46) @ definida e dife-

rencidvel em |[x, - mkl < {% pois (3.45) transforma essa regido em

1 1
lxk—wkl 3 lEk—mkl‘l'lukl <T+Q—M

e (3.44) em
1 1

1
I = w | <lx -l +8, ,<wrgmt

2

+

2
‘™

=

onde a transformagio inversa de (3.46) & univocamente definida

b) O cdlculo das estimativas de |¢k| e [¥ ] enm
1
e = ol <5
faz uso dahipbtese de que tdda superficie fechada vizinha de x, =cons
tante, ou seja, Ek'= ££ tem superficie imagem
* = g0 20 R
£ = & 7 $ (&7 )
0 zo 7
que encontra Ek = Ek e, portanto, ¢k(5 ,n) tem, pelo menos, um
zZero em ; . Decorre que

sup ¢, (80 , 7)| < osc ¢, (80 , W) < 2 sup lo, (£0 , 7)1 + 2, (8]

[ n n
onde zk(E) sao fungSes arbitrarias de ¥ e '"osc" indica a amplitu
de de oscilagdo da fungao ¢, gque é periodica em 7 . Por convenién-

cia tomaremos

2, () = - T(g (€, 7)) -

Obtemos de (3.47)

L e @Rl < L @R - g @ =
= Ju (R - w A g (B T, - g E

Usando, agora, sucessivamente (3.49)1 e as estimativas (3.53), vem fi
nalmente

1 + » 20+1 -2 }
F le Em]| <c 0 M2 gy - el + u ) el + Ind)

+ Tl G| Gl + v ) o+ 1 - ) (g KN
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onde a norma dos térmos indicados como fungSes de
fato de serem definidas no anel |E, - w, | < £
kT % S H

te obtemos, subtraindo (3.48)l de (3.47)2

* > 20+1
Nk(E.n)lo <c,Q

> N
+ IT(fk(x,y))I1 (Iuklo + Ivklo) + (1 - T)(fk(x,y))lo

(X,¥)

1
M

indica o

-~ . Analogamen-

-2
MY g - ow |+ lvkl1 (|¢klo + |'k|0) +

Somando essas duas estimativas e considerando os resultados do Lema Ez 0

isto &,

C
i
Img) ) s e mlg ] < 3

C
| ~3
|T(gk)ll b

e com (3.24)

2041 -3 1+(1-q)m
logly + dvgl =c ( MTT o+ QT )
Mas
2g + 1 -3
C Q20+1 M-} =c M VY < 1 M—Zq
4 4 2

para Mo suficientemente grande e

20 + 1
> = 60 + 3
V73T
Também:
1 + (1-q)m 1 ,-2¢q _ 1
€ Q-1 o o v

desde gue se tepha
m{g.— 1) > 1+ 2qg?v

o que € verificado. Logo, de (3.55) vem

-2q _
I¢k|0 |U)k|°<M =38

e isto prova (3.28).
¢) Finalmente, vamos provar (3.29).

Introduzindo

Re=Mx,  , f . =ME , §, =0y

a transformagao T torna-se

_zqzv

n~-1

’

n = Q ny

(3.55)

(3.56)

(3.57)
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Fe = F + G (%, 30 g =M

_ " k gk r Y . gk gk

T L (3.58)
-~ - Q ~ -+ > - _
yi = yk + —xk + fk(X:Y) ’ fk =Q fk

De (3.24), para P, + P, + ... Pyt q, + q, + ..o v Qg =M,

> > > + Q q +q +..+q, M q +q +..+q
Ppd Ppd M n-1,%1 "2 N . n-1,7% "2 N
|pPpY o £, |+[pPDi Mg | 20,y - (g , (=) <
Xy xy n-1
Q
M n-1.m _ ~1+(1-q) (m-v)
£ “o) TG <1

Por outro lado

1
o} fkl + M gk| <sMS = F < 1

+1

[V

para |x, - w. | <M.l . Logo Ek e §, sdo definidas para todo

g30 limitadas por 1 assim como suas derivadas de ordem m . Pelo
teorema da media, aplicado sucessivamente a tddas as derivadas até
aquela ordem, resultara
> 3 -,

+ X <
X, ¥ |+ 1 (x,y)l, <€

£, ( .

e a constante C5 depende s& de m . A transformagao T (3.58) se-

ra, pois, tal que

Para a transformaqio de coordenadas (3.45), na forma .

"~
i
™
-
+
(]
=
™
3

obteremos, analogamente, para P + P, +...% py t q, + q, +o..t qy €

<nm + 20 ,
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- ~ 290 -1 20 1 1
e, agora, o teorema das fungdes implicitas afirma a existéncia da trans
formagao inversa com as derivadas até ordem m limitadas por constan-

tes independentes de Q , M em |xk - | o< {% . Entao,
Wlo<2 , &Y <2
m

e a transformagdo

s =atlia
€ dada nas suaé componentes por fungdes cujas derivadas até a ordem m
sdo limitadas por uma constante Ca independente de M e Q . Logo,

para ¢, e y,  valerdo as estimativas

> 4 > p tp +..+p q *+q +..+q
[P pd @ v |+ D2 pim ol < c 0 12 Ny 2 N
n n

1
para p, + P, + ... 4 py + q + q, * .o tqg<m, em Iak - mkl <+
desde que se tenha Q0 > Ca .

O Lema E estd inteiramente demonstrado.

A seguir vamos mostrar que o Teorema M & consequéncia do Le-

ma E, no caso em que ak(z) =X s, 8= 1 . 1Indiquemos
- ->
xi =x, + gk(x r Y)

+ >
yi =y tox fk( X,y)

e Ifkl + |gk| < 60 para |79 - T

O Lema E afirma que existe uma transformagao

g, +u (€, 1)

»
[}

Y = 0+ vl i,
que leva T em T! por
1l =y’ 0w

onde, formalmente
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Repetindo o processo de redugao de 79 definida num anel sempre menor,
obtemos
™ =W T W (h =1, 2, 3,...) (3.59)
com
n _ .® = q
It T| <8, §._1 (3.60)

+ > = . n ~ - .
Se (&£,n) sao as coordenadas relativas a T , entao, esta e defini

da em
1 _ 1
lEk - “’kl e (3.61)
n M
n-1

Em virtude de (3.26) a transformagao W, de coordenadas do (n-1)-&si-
mo estigio para o n-&simo, se aproxima da transformagao idéntica de

uma forma gque pode ser escrita
1 !
w -1 < - = 3.62
| o l]. Qu Qq ( )
n-1

As relacdes (3.60) e (3.61) mostram que sdbre o toro & = o, . o

converge para ° que & uma rotagao "i =n, + o . A relagao entre

- > > +

t,n (de ™) e x,y (de 19) sera dada por

W W ...W
n 1 2 n

7]
n

como decorre imediatamente de (3.59).

- . . 1
A transformagao S = & definida em lg, = wkl < ﬁ; e reduz

&ste ao anel menor |x, - mkl < ﬁ; . Escrevendo S na forma
’ 0
n, + =+
Ak—Ek+pk(€,n)
n, + -+
Yy = ne F g &)

sera suficiente mostrar gue as fungodes pz e q: e suas derivadas
primeiras convergem para fungodes pk(;) e /qk(;) uniformemente. Se

isto for verdade, a superficie invariante do Teorema M (no caso especi



. -+
X, = wy + pk(n)
- + ("'
Yi = ng g, (n)
Para mostrar isto, verificamos imediatamente que
n n
n n 1
okl + lagl < £ (ugd+ fvgh < 1 &
t=] . t=1 *t
e, para Q0 suficientemente grande, o ultimo térmo pode ser tornado

< ¢ . A convergéncia das derivadas de p; e q: requer um pouco mais

de cuidado. Indiquemos a matriz jacobiana de Wn por Jn . Como se

tem
R e P
b b h| ]
jLZE :135 ayk - s . avk
? Ej 9 Ej ! ] n.1 kj F] nj
resultara
auk auk
Jn-I= an anJ
avk avk
2 °

0 maximo do valor absoluto dos elementos dessa matriz, |Jn -1} , se-

- . 1
. ra, em virtude de (3.62), para ]ukl1 + ]vkl1 <5t
1
IJ - II e
n Qn

Agora, a matriz jacobiana Gn de Sn serd, evidentemente, o produto

das n matrizes J1 pBoog Jn 3

Gn = J1 Jz ceea Jn

: - ] N n n
e, por outro lado, a convergencia das derivadas primeiras de P © 9

€ equivalente a convergéncia do produto J I, +.J, =6, . Mas ama

triz J_ & majorada por

1 5  coBob 1
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Logo, basta provar a convergeéncia do produto

ot 1
1 (I + =-U)
t=1 Q.

que & comutativo e, portanto, menor ou igual a
L L
U
I exp o = exp I o
t=1 t t=1 *t
que certamente converge. Obtemos, também
o«

le_-1| < | = (1+§-U)—I|51 exp ( T
t=] t t=

L3

(o]
= -2 -
, @ U) -I| < exp g, 1<

Dtn
=

t

Escolhendo Q0 suficientemente grande, obteremos
|Gn -I| <€

que mostra ser |pkls + quls < ¢ para s =1 , conforme o Teorema M
requer.

Finalmente, podemos mostrar gque a prova do Lema E fornece a
prova para oTeorema M no caso emque se elimine a hipdtese ak(;z) =X -
Com efeito, sera suficiente efetuar umamudanga de varidveis. Represen

temos Tu por

> >
xX* = Xy + Gk(x , YY)

y* = Y t+ ak(z) + Fk( ;, ;)

O sistema (3.63), em vista de (3.14) e (3.15)2 tem solugao e a trans-
formagao (3.63) & biunivoca admitindo m derivadas de uma dada limita

gao. A transformagao Tu torna-se, entao

> >
E;=Ek+gk(51n)
T
> -
ng o= g, t fk( E,n)

com
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£, ) =P (XD , N
G, 8) = a X+ &E,F)) - 0 (D = o (B + EED, W - o Ed))
e, portanto, (3.19) e (3.20) seraoc satisfeitas para um C0 convenien-~
te. O anel onde T é definido contera, Ccertamente, o anel de "largu-

1

ra" C; , isto e,

ak(S) - uk(;) > C;l

com ‘
@ (B) < g < a (B)
que resulta de (3.63).
A demonstragao do Teorema M para s > 1 sera feita andloga-
mente, bastando estabelecer novas relagoes entre os parametros M e Q
6§ eentre q, 8, v, o0, m . Nao iremos prosseguir tal tarefa pois
se reduz a um sem numero de repetigdes do que foi feito para s =1 .

E, entretanto, importante notar que

I) En relagEo ao teorema de Kolmogorov, o Teorema M e
equivalente, mas ndo requer analiticidade da Hamiltoniana, mas sim,
apenags uma diferenciabilidade até uma certa ordem (que, em geral, re-
sultara grande, mas finita). Isto ficou evidente e resultou, natural-
mente, do fato de adotarmos métodos discretos na demonstraqio, cuja va

lidez se fundamenta nos Lemas E1 e E2 a

I1) 6 aparecimento dos pequenos denominadores nas séri-
es obtidas, do tipo el ; e - 1 (vide Lema El) € controlada por uma
estimativa do tipo (3.31). Resultados classicos da aproximagdo diofan
tina mostram que uma tal relagao, para todos os inteiros i, + somente
na3o sera satisfeita para um conjunto de valores Wy cuja medida, em
relagdo a medida do hipercubo unitario 0 < W < 1 (k=1, 2, ..., n)
€ da ordem de ¢ e vai a zero com éste. Os pequenos valo;es possiveis
de tais denominadores sdo contrabalangados pelo fato de que a conver-

n
géncia para a transformagdo T  se dia com 63 .

III) Obtivemos, como no caso de dois graus de liberdade,

uma condigao mais geral de nao-degenerescéncia em relagdo i condigdo
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de Kolmogorov, porém menos geral daquela expressa no Teorema K. Com

0

efeito, lembrando a definigao de @y = 2wwk = 2n 55 0 nn #0 , a con
n

digao (3.18) se exprime

N+1l=n n

. . ~3/2

|z 5. a0 2 € £ [3.D
k=1 Ok kDS k=1 K

que & equivalente a condigdo de Kolmogorov. Por outro lado, vejamocs a

Bak _
) # 0 , que € a (3.14). Temos

que corresponde a condigao det (

3 x
]
8 H
S
axk
@ = 27 3 H (xl,..., X 1 ¢ X (xl e x2 reeer X 1 0 h))
3 X
e, portanto,
aH 32 H 32 H IxX 3H 32 B 32H  3x
L e e e Tolle e s ihdiew e F v
auk axn 3 Xy ax:l X, 39X, xj Xy X, x:I Bxi xJ
3IX e ? H
(=2
X .
Mas, d¢ H (X , X_,e.0s X y = h , vem gue
o 1 2 n
3 H 9 H X o
— 0 4 —0 =0 o
ERS Ix I x
3 n
9 X 9 H I H .
SN Ry q— ..
3 X 3 x X
3j n
da 3H 32 H aH 32 H 3H
k| T [ 0 ( 9 0 QL 0y 4
axj ( 3 H 3 axn axk axj axn axk axn xj
IX
n
3H 32 H 3H 32H 3H
T Tax 3% 3x Ix. 3 X )}
k n n 3 x2 3j
3 H . N - auk .
e como 7;;1 =a & finito e ndo nulo, a condigao det (54—) #0 &
n ]

equivalente a
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32 H 32 H 32 H 3H
__Q- a a * e a0 a ao 0
5 x? xl x2 x xn 3x1
32 H 32 H 32 H 3H
a a -—_D- . * a w9 o o
x2 x1 3 x2? 4 x 9 X X
2
® 8 A S aB A e P e e e ® ¢ = a = a8 s e e 00w ® 4 0 8 v a0 a # 0
32 H 32 H 32 H 3H
D O - % w09 0
dx ax1 axn X 3 %2 I x
3H 3H 3H
— —— ] Aol o ] 0
axl 3x2 axn

£ claro, também, que se a #¥0 (k =1, 2, ..., n) e se a condigao
de Kolmogorov fOr satisfeita, esta também serd. Entretanto, pode esta

ser verificada sem o ser aquela.

4. Sistemas degenerados

Vamos encerrar éste capitulo fazendo algumas observagdes gque
permitirdo demonstrar, de maneira analoga ao paragrafo anterior, um te
orema que & equivalente ao teorema de Arnold e ao Teorema A 8

Seja ¥ o pequeno pardmetro que entra em H , a Hamiltonia-
na do problema, tal que 0 < y <1, maé que em geral &muito menor que
um. Admitamos, ainda, alguns nk =0 para k=1, 2,..., p<n. En

tao definiremos, como foi feito no Teorema A , a parte "secular" Hls

da perturbagac e a partir desta, sendo H = Ho +ou (Hy o+ Hlp) s
aﬂls
nk- 7 x (k’l, 2' ceey n)
k
aH
njaTX—Q‘ (j-p+1,p+2,...,n)
3
Entao, a transformagao T, ira poder ser escrita
X =x, +'uG (X,¥) (k =1, 2, ..., n)
- +> >
YR =yt Lo (x) +F (x,y)} + 8 (k =1, 2,..., p) (4.1)

y*=yj+aj(§)+urj(?:,§) (3 =p+1 4 p+2 , ..., n)
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definida em 0 < a, £x, 5 bk o bk - ay

Nestas condigdes o Teorema M ainda serd valido, com as se-

>1 (k=1,2, ..., n) .

guintes modificagdes essenciais:
a) A transformagdo (3.16) deve ser substituida por

Fo = yh 4w oo (X0 =yl b u e (X0 k=1, 2, ..., P

Fyo=Fp o+ e @) =yl o+ KO (j = p+l, p+2, ..., n)

|

e, ainda, 60 poderi ser escolhido independentemente de u . Isto &
importante pois se para uw — 0 , tivessemos 60 — 0 , a demonstragao

perderia totalmente a sua validez.

b) A transformagao ’1‘0 sera substituida por

x; = X, (k =1, 2, ..., n)
yi o= w oo () 4y, + B (x=1,2, ..., p)
y: = aj(;) + YJ © (3 = ptl, p+2, ..., n)
com
Woa (R < u oo (R <uoa (B)
¢) O intervalo definido por (3.17) devera ser modificado pa
ra

we ~ By

-+ -
ak(a) + € < < uk(b) = f

e, finalmente, a condigao (3.18) sera escrita

p n-1 n-1 -
| ¢ ik uow + L ij wy - 27 inl >ue (I Iikl) L
k=1 j=p+l k=1

, i, n3o simultaneamente nulos.
k ]

Com estas modificagEes o teorema se demonstra andlogamente,

para todos os inteiros i

sem maiores problemas.






capITUuLO IV \

QUESTOES DE MECANICA CLASSICA

1. Movimento de um sblido com um ponto fixo

Analizaremos certas propriedades do movimento de Euler-Poin-
sot. Sejam ¢ (longitude do nodo), ¥ (ascensao reta) e 8 (incli-~
nagao) os angulos de Euler que definem a orientagado de um sistema trire
tangular ligado ao sélido, com origem no ponto fixo (isento de atrito).

Usando a nomenclatura usual, com

ps&senesenw+écosw
q = isenecosw—ésenw (1.1)
r = ¢ cos 8 + ¥

valem as equagoes de Euler
Ap - (B-C qr =0

By - (C - A pr = 0 ' (1.2)
cr - (A -B) pg = 0

que admitem as integrais primeiras

27T = Apz + qu + Crz = 2E = const.
(1.3)
A2p? + B2gq? + c2r2 = G2 = const.

Estas permitem reduzir o problema a um grau de liberdade. £ convenien

te, para efetuar esta redugao, escrever (1.2) na forma canonica. Sejam

e
-
]
ulw
o |1
fl
>
o)
1]
1]
b
<
+
w
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[¢]
Q
w
-
n
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e
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e as variaveis (p¢ v Py s Pgi® s ¥, @) sao candnicas e a Hamiltoni

ana &

F = .k {osen ¢+ cos ¢)2 + 1 (ocos ¢~ sen y)2 + 1 52 (1.5)
o 2R Pg 2B Py 3¢ Py .

onde

g = (p¢ - pw cos 8) / sen 8 , 8 #£0 , 7 .

A solugdo da equagdo de Hamilton-Jacobi associada a (1.5) j& foi obti-
da por Jacobi, Serret, Radau e outros classicos. Entretanto, todo pro
cesso uéado, recai em complicagbes excessivas, envolve integrais elip-
ticas de varios tipos e, na realidade, ndo parece resultar em nenhuma
simplificagdo do problema, nem do ponto de vista matematico nem fisico.
Provdavelmente a melhor idéia esta na descrigao geométrica de Poinsot.
E nosso desejo apresentar uma redugdo simples que €& intermedidria dos
tipos citados.
L]

A figura representa uma esfera de rdio unitdrio e centro no

ponto fixo O do sdlido.

I

Representagio do Movimento de Poinsot
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Sobre essa esfera tragamos as intersecgdes de trés planos:

N'N plano inercial, N'M plano invaridvel e NM plano xy ligado ao
sSlido. O eixo OX & inercial e o eixo Ox & fixo no sGlido. No ca
so, omomento angular total d=06 E & constante, isto €, G = const..
Sua projegio H = G cos I sdbre o eixo 02 inercial, também & cons-
tante, pois I @& invariavel. Entretanto, sua projegao L = G cos b
sdbre oplano xy fixo no s6lido sera, em geral, varidvel. Essas quan

tidades relacionam-se com (1.4) pelas equagoes

P, = H
Py = G sen b sen (2-v) (1.6)
p“,=L

e os angulos b e ¢ estao indicados na figura, isto €, L=MM' e

b = M'AIN' . No tridngulo esférico N'NM temos
dg = - sen(¢y-2) sen b de + cos b d{y~-2) + cos I d(¢- h)
qué, multiplicada por G e, em virtude de (1.6), fornece
Gdg + L d¢ + H dh =.p9 de + pw dy + p¢ d¢ .

Logo, a transformagao (p¢ 1Py 1 Py ;¢ , %, 0 —(L,G,H;t , g, h)

é completamente candnica. Nestas novas variaveis

I S | 2 1 2 2 _q2 1l ;2
Fo T (TT sen< L + 5 cos L) (G L4) + 5E L (1.7)

As equagoes do movimento sao, pois

L=-751 ’ =93
] AF ] AF :
G=-73g ' 9 =736 (1.8)
3 2 Y
i=- 55 g h = 55
as quais mostram, em particular, que
G=const.=G°
H = const. = H (1.9)

h = const. = h
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como era de se esperar.. A primeira € a integral do momento angular e
as duas outras mostram que o plano por O perpendicular a G €& inva-

ridvel. No caso A = B a integragiao é imediata:

L = const., = Lo
1 1
Lt =-L (= - =)t + 28 = t+ 2 1.10
o(A C) 0 “) 0 ( )
S
= t + = u t +
g A g‘o ) 95

Se A =B =2C, o llnico angulo variavel € g , como & fisicamente evi-
dente. O movimento (1.10) &, em geral, quasi periddico e, em virtude
da ndo degenerescéncia, €le serd mantido sob perturbagdes suficiente-

mente pequenas (por exemplo: B-A=¢A , 0<e¢e <1 .

2

(t =04

Movimento de Poinsot (A = B) em T2

Consideremos o caso geral, supondo C > B > A > 0 . A Hamil
toniana Fo é constante ao longo de toda solugao de (1.8) . Dadas as
condigbes iniciais LosG s H &t ,9 h0 , toda solugdo

£ = (2 , G ,L ; t)

.t)

(e}
i
[Te]
-
o
)
13

L=L(10,G , L ; t)
produzira

1 2 1 2 2 _ g2 1 ;e ey
(7 sen? ¢ + 5 cos® 2) (G Lé) + F L° = 2E(LQ‘, G0 ’ Lo) = const

(1.11)
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e o valor de E somente depende de lo . Go . L0 .

Fixados os parsmgtrbs A, B e C e G0 , as curvas definj
das por (1.11) no plano de fase (&, L) sb deﬁéndem de E . 0 pro-
blema fica reduzido a um grau de liberdade e a analise da totalidade
dos movimentos se faz anilogamente a do movimento de um péndulo simples.
Com efeito,se C > B > A > 0 , as curvas (1.11) no plano (%, L) tem

a forma esquematizada na figura, simétrica em relagaca L = 0-e

L =1/2 .

\ (G b AR
RS RS Pt
oy
/\-/\ L 0o
j
] TS

~G

Diagrama tsoenergitico do Movimanto de Poinsct

Verificamos a existéncia de um ponto elibtico (r/2 , 0) e dois pon-

tos hiperbdlicos (0 , 0) , (7w, 0) . O primeiro & uma rotagao ac re-
dor de Ox e os outros dois ao redor de Oy - Rotagoes ao redor de
0z correspondem is duas retas L = t G = const.. A estabilidade ou

instapilidade dos varios movimentos decorre imediatamente. As trajetd
rias que unem os pontos hiperbdlicos sao movimentos assintoticos que
tendem ou departem de movimentos estacionirios instaveis.
consideremos, agora, O s6lido sujeito a um campo gravitacio-
nal constante, tomando © plano horizontal como referéncia (plano NfN)-
Se w €& O péso do sdlido e Z, a cota do seu baricentro em relagido a
ésse plano, o potencial de gravidade & V = wi. . sejam (Xg¢ Yg¢ zg)

as coordenadas de G relativas ao sistema oxyz rigido com © solido.

Entao

. + + cos 8 .
ZG xG sen ¥ sen 6 YG cos ¢ sen 8 zG
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Do tridngulo esférico NMN' obtemos
Cos 8 = Cos b'cos I - sen b sen I cos g
sen y sen 6 = sen I seng cos L-+(sén b cos I+cos b sen I cos g) sen 2
(1.12)
Cos ¢ sen @ =-sen I sen g sen L+ (sen b cos T +cos bsenlI cos g) cos %
onde cos b = L/G s, cos I = H/G e 0 <b<7mT ,0<I<mw,

A Hamiltoniana do s6lido pesado torna-se

= 1,1 2 1 2 2 _ g2 l .,
F F0+V=—2-(Asen !.+Bcos L) (G L)+?EL+

+w{ senI seng (xG cos L - Yg sen L) + (sen b cos I +

(1.13)
+ cos b sen I cos g)(xG sen L + Yg cos L) +
+ zG(cos b cos I - senb sen I cos g) }
e, no caso geral, temos duas integrais
F = const, = E
(1.14)
H = Gecos I = const. =H
Os casos de Lagrange (A = B , Xg = Yg = 0} e de Euler-
-Poinsot (% = ¥g = z,) estudam-se facilmente.
4—"\
%
N
2. S6lido pesado com simetria dinimica de revolugao QQA
No caso, sendo A =B , vem que
1 1 _ 1, .5 1 .,
F()’T(—c_ A) L +ﬁG (2-1)

Escolhendo o eixo Ox convenientemente, resultari Yg = 0 e, portan-
to,

v -w{xG[senIsengcos t+ (senbcosI+cosb senlIcosg) sen ¢£] +
+ 2z [cos b cos I - sen b sen I cos g ] } : (2.2)

Dadas as constantes E e Ho ; © problema tem dois graus de liberdade.
Além disto, com escolha conveniente das unidades, podemos sempre supor

0 <w <1l e teremos
F=F +wF (¢wF =1V (2.3)
0 1 1
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Verifica-se, ficilmente, que F & analitica e limitada para valores
de L ,G,H, %, g fisicamente possiveis'(e limitados). Por outro
lado, o sistema gerado por Fo & degenerado em relagao a F pois em

F0 nao aparece o momento H . verifica-se, imediatamente, que

1 27 2w 27
F = J ! I F dt dg dh = 2z, cos b cos I
ls 3 0 0 0 1 G
(27)
ou
L H
F =2 — .
ls G a2
Sendo ¢ =F + weF , obtemos
0 1s
32 ¢ 32 ¢ 32 ¢
5 L2 ILIG 3L 3 H
32 ¢ 32 ¢ 32 ¢ 2y2 N
=2Y" (yLH+aGY - 48L2G%) #0,
3G L 3 G2 9GaH c8
32 ¢ 22 ¢ 32 ¢
SHIL 3H G Bne

onde

= 2 L1 1 _ 1 =
a"'z_A'l B_Z(C T) ,Y—'WZG.

Aquéle determinante nao sendo nulo, podemos afirmar a existéncia de so
luQSes quasi-periddicas para W suficientemente pegueno. Chegamos a
resultados analogos no caso de s3lidos assimétricos (A , B , C quais
quer) , desde que a diferenga |B - A| seja suficientemente pequena.
A ésse respeito Arnold produziu j& algum resultado interessante (1963).

Trataremos, finalmente, da questao de integrais primeiras a-
dicignais para o casec A =B . Al1ém da Hamiltoniana, a unica integral
a disposigio & H que alias serd suposta como um mero parametro. Per
guntamos se existe uma integral primeira (L. , G, ¢ , g) em involu-
gao com F . Em particular, consideraremos integrais due possam seér
escritas como séries de poténcias convergentes em € = W , isto €,

¢ =¢ +c & +e2 & + ...,
0 1 2

(2.4)

0=0k(L,G:"-'q)

k

se & que tal integral possa exigtir. Os resultados descritos em capi-
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tulos anteriores permitem afirmar que, para ¢ suficientemente peque-
no e valores condicionados de A e C e das éondigSes iniciais, a
transformagao perturbada daquela gerada por FO , tem superficies inva
riantes que contém as solugdes. A construgao efetiva de tais superfi-
cies n3o € simples e aqui nos propomos, apenas, de produzir uma inte-
gral, mas como aplicagac do método descrito no fim do Capftulo III

Verificaremos que € possivel obter uma série (2.6) que, de fato, termi

na e €, portanto, uma integral para todo valor de e . Para isto sera
necessario escolher convenientemente 00', A, C, X s zG .. Como pa-
ra e =0 ({ou kG =z, = 0) as integrais s3ac L e G , entdo qual-

quer outra integral éorrespondente a éste caso deve ser fungdo de L e
G (Note-se que a propria Hamiltoniana F0 satisfaz esta condigao) .
Na realidade, poderiamos considerar integrais ¢ fungdes de H também,
mas como F independe de h , & facil ver que nada’ poderiamos conclu-
ir sobre a dependéncia de H a menos de somas de fungOes arbitrarias
déste momento., Por outro lado, supor ¢ fungdo de h & flsicamente
incoerente, pois, em vista da simetria de revolugao, nao podemos ter
uma integral que depende da escolha particular da diregaoc inercial OX .
Consideremos, pois, a Hamiltoniana
F=F +¢F
0 1
e a série formal
P =¢ + e & + ....
0 1
com
¢ = y(L , G)
0
¢ =4 ,G,2,q Cotk=1, 2, ..

Da condigdo involutdria (F , &) = 0 , temos

(FOI“)-O
(F° P b))+ (F1 v ) =0 (k =1, 2, ...) (2.5)
e a primeira ser3 satisfeita gualquer que seja ¥ . Ponhamos

-2 12 b2
Fo - L + - G
(2.6)

F, = A" sen(t + g) + BY sen(t - g) + C? sen ¢ + D cos g + E°
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onde
1
A°=xG(L+G)(G2—H2) /2/2G2 ,
0 2 2,42 2
B = x,(L - 6) (6% - H?) /26 .
0 2 2y1/2 2
cY = xG H(G* - L*) / G ’ (2.7)
1 1
- D =z (6? - 12) /2 (6 - H2) /2 / @
0 -2
EY = zG LHEHG
Teremos, entao,
3 30k aok 1
al 5 +b G —5—g= { A9 cos(t+q) +B? cos(2-4g) +CY cos 2} — +
30k_l
+ {20 cos(t +q) - B® cos(2 - g) - D? sen g} ——F=+
0 0 0 0 0} ? -1
- { AL sen(t +g) + B/ sen(t - g) + CL sen ¢ + D cos g +E/ —_— +
0 0 0 0 0 341
- { Ag sen(t + g) + B¢ sen(t - g) + C. sen & + Dg cos g + EQ } =
(2.8)
Para k = 1 , resulta imediatamente
Ay, + wo) BO(y, - ¥) coy
01 e W S sen(f + g) + ——F—p g sen(t - g) + —/(/¢— sen L+
DY ¥,
+ g cos g+E' = A' sen(g +g) +B' sen(t -g) +C' sen L +D' cos g+E'
(2.9)
onde E' & uma fungdo arbitriria de L , G . A fungao * é da mes-
ma forma que F1 . com efeito, isto & necessario, pois, tomando

v =k FD , k constante, deveria poder resultar 01 = F1 + fungao ar-
bitraria de L e G . £ evidente, também, que nao existe nephuma fun
gao ¢ # 0 tal gque se tenha 01 =0 .
para k = 2 , de (2.8) obtemos

oz = AO,l cos g-+A0'2 cos 2g+A1'__1 cos(z-g)“rhl’o cos L-PAl,l cos (L+g) +

+ Al,z cos(t+2g)-+A2’_2 cos(2!.-2g)-+A2,_1 cos(2l—g)-+A2'° cos 23 +

+ Az,l cos(21+g)-+A2'2 cos (21+2g) +Bl,-2 sen(2-2g) +Bl,—1 sen{t-g) +

+ Bl,O sen L +Bl,1 sen{t+g) +Bl.2 sen(t+2g) + E" (2.10)
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onde E" & uma fungdo arbitriria de L , G e A y € By 3 fungdes
» b}
de v, , Vo A , B? , c® ,p% ,E',L,G,a,b e de suas deriva

das. Se impusermos a condigdo ¢ = 0 , todos os coeficientes devem

se anular, resultando déstes

E"=Ei=E(';=0

e, com k uma constante nao nula

A' = k Al

B' = k BO

c' = kcf

D' = k D@
e, portanto, resultara oo =k F0 0 01 =k F1 que, evidentemente,
fornece uma integral proporcional a F . Equivale adizer que gualguer

integral da forma ¢ = 00 + ¢ 01 € proporcional a F .

De (2.8), para k = 3 , obtemos

3 3
= ] 2 ] ]
o3 k:i3 3:13 { Ak’J cos(kt + jg) + Bk’j sen(kt + jg)}

com k e j nao simult3neamente nulos e Ap y B} 3 fungbes de
L »
R a® , B% ,c®,p% ,E'",E",L,G,a,b edesuas deri-

vadas. Anulando todos os coeficientes déste polindmio, obtemos:

'

I) a=b (A= 20
1) pP=©e%=E'=0 (z;=0)
IXI) © ¢ = (G2 - L2)2 s ab

1v) E" = 2 xé {G?(L2 + H2) ~ 2 L? HZ} / A2 G*

Com estas condigdes, obtemos de (2.9):

2 X 2
01 = ——;E (1 - E‘-;-)/Gz - H? {(G - L) sen(2 # g) - (G + L) sen(t ~ g)} +
A G
4xG§i
A’ g2

: 3
+ (G2 ~ L?) /2 gen

ou
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¢1 = 3G G2 sen? b { sen I (sen g cos t - cos b cos g sen &)+
A
- cos I sen b sen & } . (2.11)
Finalmente, de (2.10), obtemos
4xF 1 12 4 g2 L2 H? 1 H2 + 1.2 | L2 H?
$ = {5« -2 ) - 5 (L - + ) cos 2g +
2 a2 G2 G4 e G‘o
PR /- H. cos gl
G2 G2 G?
ou
4 xé
¢ = (1 - cos? b cos?2 I - sen? b sen? I cos? g +
2 AZ .
+ 2 sen b cos b sen I cos I cos g) (2.12)

e fica, assim, obtida a integral

¢ = & +wod +wlo (2.13)
0 1 2

Mostraremos que esta coincide com a integral de Kowalevsky (ver, por
exemplo, Leimanis, 1958) . Cologuemos ¢ em fungéo de p,q ., e

dos angulos de Euler. De (l.1), (1.3), (1L.4), (1L.6) e (1.7) decorre

que
- 2 -
) e =a%ce (1-E)2 =G sen* b= (p2 + g2
0 GZ
1I) ° == 4 x, A" {(p? - q?) sen v sen 8 + 2 p g cos y sen 6}
- 2 -2 2 - 2 a2 2
III) 02 = 4 xe A (1 - cos® 8) = 4 Xg A sen< @
Logo, chamando
i -1
u = w XG A
E = sen y§ sen @
n = cos ¢y sen 8
{ = cos §
resulta
¢ = (p2 - g2 - 2u §)2 + (2 pgq - 2u n)?

0 gque prova nossa afirmagao anterior. Pudemos, dessa maneira, construir

a integral correspondente accaso A =B = 2C , por um processo de apro
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ximagao sucessiva e mostrar que esta € a unica do tipo indicado. £,
também, evidente que tal processo de pesquisa de integrais pode se tor
nar extremamente laborioso e se tal integral dependesse, digamos, da
décima poténcia de w , ndo cremos seria possivel resolver oproblema,
pois, as séries gerais que se obtém teriam da ordem de 500 coeficien-
tes a serem anulados. Este & um dos problemas em que se faz sentir a
necessidade de um computador rapido (Note que programas que efetuam de
rivagao, integragdo e multiplicagdo de séries, em forma literal, ji es

tao em pleno uso em varias Instituigdes fora do pais).

Mostraremos, agora, como se pode obter a mesma integral por
meio de transformagoes candnicas do tipo discutido no Lema 1 do Capitu

lo II . Por simplicidade usaremos unidades tais que se tenha
B=A =1

C = %f (relagao admitida "a priori")

e poremos
2w Xo / A=c¢
A integral de Kowalevsky escreve-se, entao,
¢ = (P2 -q?-cp)?+(2pg-e )2 =e +ed +e? .,
com

°0 = (p2 + q2)2 =‘ (GZ _ LZ)Z

Consideremos as variaveis

X = (GZ - LZ)Z
1

X = G
2

X = H

e fagamos a extensao candnica

- 2/4 L (G?2 - L2)

s
[}

v =g + G/L
y =h

Nestas variaveis a Hamiltoniana F = Fo + € F1 se escreve
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F = 2 o 2

= F (x x )
0 2 o1 " T2

1 . 1 .
F = (x2 - x2) /2 x1 gen g cos & +x X fu 37312 gon 4 4
1 2 3 2 3 1 2

1 1/, 1 -
+(x2 - x2) 12 (x2 - x 2y 12 y=2 oo g sen ¢
2 3 2 1 2
onde

1 1 1
L = - 4{x? - x /2) l2 ' /2 y
2 1 1 1

y t+ty

1
x 12
1 1 2

= 4
g xz

Em vista da escolha de x1 desejamos, agora, efetuar uma transforma-
gao candnica para variaveis (x; , yj) de modo que a Hamiltoniana ex-
pressa em térmos destas ndo seja fungao, pelo menos, de y; . Tal
transformagao candnica sera gerada por uma fungao .

s = x; y, o+ x; Y, * x; y, te SI(§' . Y) + €2 52(2' b Y+ .
tal que

35S

= ' —1
Xi Xi+£ ayi"‘.-.

38
yi=yi+£—a—;i‘+...

Seja, ainda
F'=F'+e¢eF'+ ...
0 1
a Hamiltoniana F expressa em teérmos de (i' , YY) . O método de Poin
caré fornece
F' = F (x' , x")
0 0 1 2
3F 3S
1

. 3F 23S
F'=F + +
ax' 3 ax' 9
1 1 1 Yl 2 Yz

e da sequnda

3S 3S
L] 1 L] ]
L' 171} + G 3 g + { -3~ sen I' (1L + cos b') sen(g + ¢) +

+ —%—sen I' (1L - cos b') sen(g -~ t) + sen b' cos I' sen £ } =~ F
1
e como
2 2
P' = - J ) { ... } dr dg = 0
1 (2')2 0 0

resulta para Sl g
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+|+

S1 = SETEFLT sen I' (1 + cos b') cos(g + t) +

1
+ e =TTy sen I' (1 - cos b') c95(g - 1) +
1 " ll
+ v sen b' cos I' cos ¢ .

Logo, em primeira aproximagao

9 S 1 2 o 2 2 L
D cm— L + = ' - +
X 3 xl € 3 O(E ) X 4E(G L ) L 3 ¢

38 ‘ 25 38
+ 4e(G? - L2) 6 5L + 0(e?) = x! + de(c? -LHG 5 -5+

+ 0(e?) = x; + e {-2(G~-L)2senI (1 + cos b) sen(g +1¢) ~
+ 2(C+L)2 sen I (l-cos b) sen{(g=-2t) + 4(G2-1L%) sen b cos I sen & }+
+ 0(e?) =x; - 4¢ G2 sen? b { sen I (cos b cos g sen & - sen g cos £} +

+ senbcos Isen & } + 0(e?) = x' - ¢ @1 + 0(e?)

1
1
isto &,
X' =x +¢ ¢ + 0(e?)
1 1 1
e, como

F' = F‘; + 0(e?) pois F' =0

entdao, com um érro da ordem de €2, x' & constante, isto &, & constan
. n
te com o mesmo &rro xl + € 01 que & parte da integral ¢ . Pros-

seguindo na determinagao de S2 iriamos obter

X = x'
1 1

38s
- e & + €2 —2 + 0(eH)
1 3y
e devera, certamente, resultar
€2 —2 = - ¢2 L 0(e?)
anulando-se, a seguir, todos os térmos de terceira ordem em ¢ . Isto
é facil de ser verificado, bastando para isto definir S2 por meio

da equagao

aFO asZ aF‘l asz 1 32F 38 1 32F 3s )
F! + + { 5 —2L (5h° o+ —2L (5h2 o+
3x @ 3x @ 2 ? =z F]
2 1 yl 2 yZ axz Y ax: Yz
3¢ F 3as as 3F 3S 3F 238
+ 1 1 1 1o+ 1 13},

Q +
3 3 9 X q
Ix, 3%, ayl Y, axl i 2 yz
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onde F; é definido por
2% 2m

Pt = 1 f r { ...Ydrdg=F'(x' , x' ,x")
2 (2m)2 0 0 2 1 3

que, no caso, resulta nao nulo.

3. Movimento de Euler - Poinsot

Consideremos a Hamiltoniana

1 ,sen? & cos? &, ;-2 _ 2 1 .2
5 (== + === (6% - L9 + 3z L

H =
e mostremos como se obtém a integragdo do problema associado, por apro
ximag3o sucessiva. £ claro gue, no caso, isto nao & estritamente ne-
cessario, mas fornece um processo de se obter séries convergentes gque
coincidem com os desenvolvimentos em série das integrais elipticas que

resultavam da integragao direta. Admitiremos C > B > A . Vamos defi

nir um parimetro ¢ através da relagdo

e =1 - %} 5 0 < e <1
Resultara
= (L - &) g2 111, . e 2 4 € (g2 - 12 =
H= (33 - g5 ¢+ {5 (¢ =) * TR } L2+ 45 (G L2) cos 2t
=aL2+'aG2+,r:y(Gz-Lz)coszz=Fo+eFl. (3.1)

I) O sistema gerado por F/ & integravel

t = 2 a L t+ 2
0 0

=286 t+
9 0 go

II) O problema € nao degenerado, pois

32 F 32 F
L fc :
2
aL =4u8=2—€(i—_2-—=)
32 F 32 F A— "¢ 2
0 _9
3G 3L
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C # §~é—§ . Mas, se a igualdade f£or

verificada, como C > B , resultaria AB > B2 contra a hipotese de

que sera diferente de zero se

ser B > A .
III}) H €& analiticae ¢ Fl limitada para valores finitos de
G e L.
Desta forma o processo citado no Teorema K € convergente pa-
ra (G2 - L?) / 4 A suficientemente pequeno. Fagamos, pois, a trang

formagao candnica (L , G ,%,9) — (L' , G' , £' , g') por meio de

S-L'L+G'g+esl (L',G',r.)+.:2s2 (L' , G" , 2) + ...
com
2S
L] 1
L = L' + ¢ 71 + ..
G = G'

2SS
L'-l+¢ﬁ}-+....

95
g' =g+ e gt
Desenvolvendo H em série de Taylor, resultara
aF 3S
F +e¢eF =F (L', G') + e{—=F—++F (L', G', £)} + 0(e?) =
0 1 0 aL I ) 1
= Fgl) 4+ € F:l) + 0(e?)

e, desta resultam
I) F =F (L', G") =alL'?+pG'?

3 F 35

' ' = (1)
II) -_a_Lq'ﬁL+F1(L , G' , 2) F

1

2
I11) Ff” = 5 ;R ALY, 6, ) dr =0
e, portanto
Y G|2 - LIZ

= - .2
sl T S éen 2 2 (3.2)

e, a menos de térmos de 0(e?) , teremos

EYGIZ_le

L=L"—2T_L|—C052£
2 r2
z'=z+‘1—°1%senzz (3.3)
L'

€ G'
g'=g—-—2-alrrsen2!.
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Esta & uma transformagio candnica gerada pela fungao

TI-L'L+G'g+eSI(L',G',l)- (3.4)

Escrevendo (3.3) na forma explicita teremos que resolver a eguagdo de

Kepler

12 "2
2!.'=2!.+—2—Y-G +2L sen 2 ¢
LI

Desta resulta que

' T sen 2p ' e vy G'2 + L'?
g = &' + I Jp(p—ﬁ-———-—)

p-l p le
4a L'? " sen 2p t' ey G'2 +1L'2
sen 2t = — L J_ (p 53
Y G'2 4 L'2 p=l P P L'2
12 12 y 2 12
c0521=—c41G +L +22c0522 J.(peyG'+L)
L'? p=1 L'2

onde Jp(x) é a fungao de Bessel de ordem p e argumento x e

d J_(x)

JI;(X) = =

Temos, por exemplo:

X2 xb %5

.Jl(x)_—f'(l-—g— ———2- -§-2—6~+ vee)

2 2 4 6
X X X X
J2(2x) = 5 (1 - 3 + 57 - 360 + ...)
r 1 3x2 5x* 7x5
JI(X) =5 (.'L'—-—8 +m gm+ vas)
_ X 2x2 x" x6
J;(ZX) _T (l"—3‘+ -8_—§_6+ ees)

teoossammsecsssnssssmnesametarban bl

Logo
_ €y an + LIZ , € Y GlZ + le -
cos 2 L = T ——---L'z + 2 :J’1 (W _——L'z ) cos 2 L
€ Yy G'2+L'2 cos 4 ¢' e y G'2+L'2 cos 6 &'
+ 2 J; (2 -TG_ L|2 ) 5 + 2 J; (3 _2_0_ L'z ) 3 +.oe
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cos 4 &' +

G|2 + LIZ € v Glz + le
coszr.=cos21.'—%_7~.— G+ 0L
a

+ £X
1,2 4a

:2 Y2 (GIZ + LIZ)Z {
16 a2 L'2

+

... COS 2 &' + ..., cos 6 L' } +

e3 y3 (GIZ + L'2)3
64 al L'

+ { ... cos 4 2"+ ... cos 8 2"} +

E" Y“ (GIZ + L|2)I.
256a" L2

+

{... cos 2 ' +... cos 6 &' +...+ cos 10 &'} +...

e teremos

cos2l=coszz'—T—sYM+
a L,z

e y G'2 4+ 1'2

= 1 ' 2
aa iz cos 4 L' + 0(e%)

Introduzindo esta em L :

12 _ 12 2 2 [ - 'y
L=L"'- %Tl G~ - L% cos 2 gt + 82 Y G L% 0(e?d)
. Z 8a? L'3

2 .YZ Gl2 _L'Z

2 2 12 _ 2
E< vy (G L ( =
Ba?

L2 =1'2 4 2 )2 + £ )2 cos 4 &' +
8a2 =

52 12 Gl" - LI'Q
4al e, 0F

+ 0(e?)

- 5;1 (G'2 - L'2) cos 2 ' +

Resultari;

H(l) - aL'? 4 8 G'2 4 el 72 G'Y - 6G'2 ,'2 4+ 5Lk n

8a L'2’
+ 3 ﬂ;z72 (G'ziﬁL'z)z cos 4 &' + 0(e3) = ﬁ:l) + €2 Efl)
onde ﬁfl) & a parte periddica de H) |
Efetuando n transformagGes déste tipo, obtemos
P R LS LTS CY R CO J
yml

o e2n Q(n) (G(n) , L(n)) — (2n+1 L(n)) . 0(*:2n+1)

No limite teremos
H* = g L*2 + B G*2 + €2 p(G* , L* ; ¢)
gue gera um sistema integravel e

L* = const. , G* = const.



i* = 2 P =
R* = 2 a L* + £ 55 = m: = const.
§'=ZBG*+EZ%=¢0 = const.
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As relagoes entre L , £ , g e L* , t* ,b g* serdo do tipo (3.3) e

G* = G . Finalmente, a transformagao
L' = L* + ¢ ¢(L* , G* , ¢€)

G' = G* + ¢ Y(L* , G* , €)

com
6 = 8 G2 p )1/2
a2 L2 + a G2
v o= + ( a L2 P )1/2
a B L2 + B G2
reduz H* & forma
H'=GL'2+BG'2

e as frequéncias das variaveis conjugadas t' e g'

4. Oscilacdes autonomas guasi-lineares

serao 2a e 28 .

Até o momento consideramos sistemas conservativos. Neste pa

ragrafo vamos mostrar como métodos semelhantes dqueles descritos podem

ser aplicados a um sistema dissipativo em geral. Inspiramo-nos, aqui,

em idéias semelhantes aos métodos de Krylov - Bogoliubov (1943) e van

der Pol (1926, 1927) e nos trabalhos de Bogoliubov (1945, 1963), Mitro

polski (1964), Arnold (1961) e Moser (1956, 1965).

Consideremos a eguagao diferencial

-

z +wlz=¢2(z,2,¢)
supondoc 2 analitica nos argumentos reais z , z : €
do espago (z ,2) epara 0 <e <1l . A frequéncia

tante.

Por meio da transformagao

(4.1)

em alguma regido

-
w e real e cons
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z = %?- sen y (4.2)
z = /Y2uwux cosy

a equagao (4.1) se transforma em

:'<=e/%’5 cos y Z*(x,y) = e g(x,y) (4.3)
y=w-¢22Y ga(x,y) =uw+eflx,y) (4.4)
2w x

e admitiremos que as fungdoes g(x,y) e f(x,y) sejam periddicas
de pericdo 2r em y , o que & razoadvel em vista de {(4.2). Novamente

procuraremos linearizar o sistema (4.3) e (4.4), isto &, obter uma

transformagao _ _
x=E+evin,e) +eV(in,e)g =x(&, n ,¢)
(4.5)
y=n+euln,c) =y(n, )
de modo que (4.3) e (4.4) se reduzam i forma
£ = 0(g?)
(4.6)

A= @+ 0(£2)
A escolha E = 0 evidentemente reduzira (4.6) a um sistema diretamen-

te integravel, No caso, admitiremos o sistema mais geral

X=g+Mx+eg(x,y)

. , (4.7)
y =w+x+e¢ £lx,y)

e mostraremos que existem constantes f , M , A funqaes de € e w ,

tais que (4.5) reduz (4.7) a forma

E = 0(52) _
(4.8)
n o= w+ 0(£2)
Sera possivel resolver o problema original se resultar
Q@ = M=0
(4.9)
@ = w - A

Suporemos as fungdes v , V , u periddicas de periodo 2% em n , a-
naliticas em € e n e de média nula em relagao a n . Além disto,

suporemos
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M= M1 e + Mz €2 + ... (4.10)
Q=0 €+ 8 €2 + ...
e, em vista das hipdteses de analiticidade
v = v0 + € v1_+ €

2 v + ...,
2

v

VvV + eV +€e2V + .... (4.11)
0 1 2

u=u +eu +e2u + ...,
0 1 2
com Vv, . Ve » 9y (k =0, 1, ...) desenvolviveis em séries de Fouri-

ar; por exemplo

- ijn ) =
vk = § vkj e ’ vkj = const.
De (4.5)z vem gue
L. au -
y = n+ e I n
e comparando com (4.6)2 g
?;+s-g—‘:r'1=w+x+ef(x(5,n.e).y(n,r:),) (4.12)
De (4.5)1 :
s _ AV aV . -
x = £+ 50 +.€ 54 En+eVE

e comparando com (4.6),

E+ e ::ﬁ+c-%%eF\+evé=n+m(g+ev+eva)+
+¢g(xte , n, €, yin, €)) (4.13)

A derivada parcial desta em relagao a £ fornece:

3 E dv 3 AV - AV _ 3n 2E _ ag
aE-!-t:————n——ai‘{-|p:~—-—3"n+e:——anEaE+eV———at‘:--M(l+t-:V)+t:_a€
(4.14)

Admitidas (4.8) verdadeiras, para £ =0 , resulta de (4.12), (4.13) e

(4.14) :
au .
Cd—a—n—l"’ef(ivlﬂ"'ﬁu)
IV
e w34 = g+e¢Mv+eglev,nte u) (4.15)
av ag
€ w5 = M(L+€V) + ¢ % (e v , n+eu)(l+ce V)
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Resta mostrar que de (4.15) é possivel obter as fungdes u ,
v , V definindo convenientemente ) M e @ . Usando (4.10) e

(4.11), os térmos de ordem € fornecem

du
w—aﬁQ=A1+f(0.n)
dv
w 75#’ = ﬂl + g(0 , n) (4.16)
av 3
vy =M +5E 0,
Em vista das hipbteses:
£(6 , m) =1 £ () etkN
k
g(g , n) =1 g, (&) elkn
k
dg, (%)
=] = —k " _ikn
BE(EIH) i dE e
Pondo
- ik n
u0 = i Uy, © (k # 0)
a primeira de (4.16) fornece
1 2r
11 = - fO(O) D = o % £(0 , n) dn = const.
£ (O
uok =T =% - const.
Analogamente
1 27
I go(O) =- 37/, 90, n dn = const.
9y (0)
vOk = T © const.
e
dg 2w
m—— e 1§ 29 = .
Ml- TED'(O) T fo 3% (0 ., n) dn = const

g (O)
Vok = T w & = const.
o0 que mostra que as séries formais (4.10) e (4.11) podem ser obtidas.
A prova da convergéncia dessas séries, se w £56r limitado inferiormen

te e supostas (4.17) convergentes, nd3o apresenta maiores problemas e &
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facil ver que, para térmos de ordem ek (k = 2, 3,....) as equagoes
sao do mesmo tipo que (4.16). Resultara, entao, em geral,

n=uwt+n
0

® K 1j(w t + ﬂo)
x=¢vin , €) =€ L T E ij e
k=0 j
w K 1j(w t + "o)
y=wt+n +e I L e ukj e
g k=0 j

e, portanto, em vista de (4.2), teremos uma solugdo periddica da egqua-
gao (4.1), generalizada convenientemente para levar em conta os térmos

introduzidos de (4.3) e (4.4) para (4.7) .

Um exemplo tipico de (4.1) & a equagdo autonoma de van der
pPol (ver, por exemplo: Hale, 1963) em que 2(z , 2 , €) € um polind-

mio sem térmo independente. Ponhamos com z1 =2z e 22 =2 3

2(z , z , ) =w Z +uw 2z +P (z , z , €)
1 1 2 2 2 1 2

com P um polindmio iniciando com térmo do segundo grau (no minimo).

As eguagodes

z =z
1 2 (4.18)
z2 = -wlz +e2lz ,2z , €)
2 1 1 2
podem ser escritas
z =z
1 2 (4.19)
3 = (ew -w?)z +ew z +eP (2 ,2 , €)
2 1 1 2 2 2 1 2

Admitamos as raizes caracteristicas definidas por

distintas, isto &, w? # ¢ w + %% X wi . Entdo, a parte linear de

(4.19) & redutivel 3 forma diagonal por meio de uma transformagao
‘Z"=B)‘E ’ lBlfo ’

desde gque
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Resultara

X=AX+¢€B = A X + g(x) (4.20)

P

2
e, necessariamente, Iy (k =1, 2) s&o polinomios em x , x2 inici
1 )
ando com térmos, pelo menos, de segundo griau. De acdrdo com os métodos
desenvolvidos no Capitulo I , procuremos sob que condigOes existe uma

transformagao

X=3(Y) =%+ $%(¥) (4.21)

tal que (4.20) se reduza a forma linear

Y=Ay (4.22)
ou seja _
Y = A ¥ (k =1, 2) .
Ainda suporemos ¢ uma série de poténcias em y1 e y2 e
¢i inicia com térmos, pelo menos, de segundo grau.
Levando em conta as varias equagoes, resulta
a-’ -+ - -+
2L Ay =3 +3d (4.23)
3y
> = + ., -+ - s, q
que e uma equagao para ¢ . Em vista da forma de g , sera facil veri
ficar que as equagdes
2 3¢n
kf]_ P Ve Xk Ye = An ¢, = gn(tbl ’ ¢2) (4.24)

para n =1, 2, fornecem os coeficientes de ; se
"2
L X Py - Aj # 0 _ (i =1, 2) (4.25)
k=1 ).
com p1 + pz > 2 , sendo p1 e p2 inteiros nao negativos.
Se as partes reais dos Ak tiverem o mesmo sinal, a prova
da convergéncia sera feita anidlogamente ao processo utilizado por Sie-
gel (1956) para a demonstragao do Teorema de Lyapunov. E digno notar

que as hipoteses acima se verificam para a equagac de van der Pol (que

tomamos agui como exemplo) :
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z + w2 z=c¢e(l-22) 2 (4.26)

desde que

5. Solucdes periddicas da equagao de van der Pol

Mostremos como & possivel determinar uma solugdo periddica

de (4.26). Por meio de (4.2) obtemos

X = %Z? {2(1 - wx) sen 2y - w x sen 4y }
(5.1)
3 X X
y = w - 7%; + 75; {97— +cos 2y - 27— cos 4 y }
Escrevamos © sistema correspondente a (4.7) na forma
:‘c=n+Mx+-£—2Tx {2(1 - wXx) sen 2y -~ w Xx sen 4y}
(5.2)
Y = w + A* 4 75: 355 + cos 2y - !§§ cos 4y}
Por meio de (4.5) reduziremos (5.2) a forma
no= &+ 0(g2)
. (5.3)
£ = 0(8%)

onde nos interessa o caso £ = 0 . Resultard uma solugdo periddica de
frequéncia & a ser detexminada. procedendo de acdrdo com o expdsto

no paragrafo anterior, obtemos:

-~ 3u _ ~ 3 w _w

ean—m—w+x*+—ﬁ—{Tev+cos2(n+eu) 5~ € V cos 4(n+e u)}
(5.4)

- 3V clv

cw —— = Q+sz+—2?{2(l-e w v) sen 2(n+e u) —e w v sen 4(n+e u) }
(5.5)

~ AV _ 3 2 2

€w a—n-(l+eV) {M+;sen2(n+e u) -2 elvsen2(n+e u) ~¢ v sen 4{n+eu) }

(5.6)
que deverao ser satisfeitas independentemente do valor de € , levando

em conta (4.10) e (4.11). Aqui tomaremos
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A= w o= @+ AW (5.7)
e mostraremos que se pode obter M = Q =0 e A% = - — |

Os térmos de ordem & fornecem

_ du 1

w 75% = Al + anlcos 21
dv

w 75% = 91 (5.8)
av

=4}

1
?ﬁ? M1 + 3 sen 2 n

e destas, resulta a solugio

A =8 =M =0
1 1 1
u = -sen2n , v =0 , V = -1 — cos 2 n
0 4 v ow 0 0 2 0w
Para a ordem e? temos
;2 P )
mml=xz+4—1ﬁcos4n—u§en2n

;O .
® 75% = 92 + vo Ml + L sen 2n
_dV 2u . Y_q.
® 75% = Mz + —;ﬂ cos 2 n —2v0 sen 4 n -V, sen 4 n-+M1 V0 + =L sen 2 n

que, em virtude dos resultados anteriores, fornecem

A = ”'"-_"'"_—"‘1 ’ 2 =M =0
2 8 w2 o 2 2
1 .
u = —————sen 4 1 G v =V =0
1 32 w2 g2 1 1

£ facil ver que, em geral, obteremos

A, = ) Q, =M =0 (k = 2, 3,...)

k 2k-1 k k k
T ow

2
e, portantoc 1 = M = 0 conforme anunciamos. Por outro lado

2 3 k

€ € € € 1
A= + + ... 4+ too= 5o {

8w2 ® 3203 2 2%k=1 kgl “

e deve-se pois, ter, em virtude de (5.7),
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Desta resulta, impondo a condigdo que para ¢ = 0 seja ® = w ,

G = 4w - € + /-lﬁu“ - 24w? € + €2
Suw

que & a frequéncia da solugao periddica de (4.26). £ interessante com
parar éste método com Os pProcessos classicos (ver, por exemplo, Hale,

1963) .

1
/{4

6. Pontos fixos no problema restrito dos trés corpos

Moser (1953) ja mostrou a aplicabilidade do teorema de pon-
tos fixos de Birkhoff ao problema restrito. vamos agqui, mostrar essa
aplicabilidade de maneira mais simples e mais direta, baseados nos de-
senvolvimentos apresentados no Capitulo I .

Em térmos das variaveis de Poincaré (1892, vol I) a Hamilto-

niana do problema restrito plano circular, com unidades convenientes,

pode ser escrita

H=_l - X +—‘12—

2 x2 1

2 3+ y2) + H -’,—’v' 6.1
(x2 yz) u 1(x y u) ( )

onde u @& a massa reduzida do menor dos dois primdrios. Se a (semi
eixo maior), e (excentricidade), & (anomalia média) e w (argumen
to de pericentro) forem os elementos da elipse kepleriana do movimento

do corpo de massa infinitdssimo em relagao ao primario de massa 1l -w ,

entao
xl =7 a ’ yl =2 +uw -t
x2 =+ 2(L - G) cos{w - t) 0 y2 = -+ 2(L - G) sen(w - t)
onde L =Y a . G=L/1-e?

Para u =0 , (6.1) reduz-se a
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-1 1
H = - X + (x2 + y2 6.2
0 T o M TT Xy (Bo7d
1
cuja solugao &
x = x% = const.
1 1
y =(n? - e + yo , y? = const. ] n? = (Lys
1 1 1 1 1 %0
1
X = ¢ cost-n sent
2 2 2
y =§£& sen t +n cos t 5 [4 e n constantes.
2 2 2 2 2

Por outro lado, para e = 0 (solugao periddica de primeira espécie):

= (nl -~ 1)t + yo
Y, 1 Y,

X = = 0
2 YZ

e o periodo &

2n 2n

P = —= = =
0 ng -1

Poincaré (1892) mostrou que se “ # %i . p=20, ——%—, tl, £ 2,....,
entdo, para u > 0 , suficientemente pequeno, existem solugdes periédi
cas com periodo Po e para estas & possivel tomar yl(O) =0 e resul
tara yl(Po) = 2% . Sejam x; = xl(O) . x; = xz(O) 5 y; = yz(O) e
H' as condigées iniciais e o valor de H que produzem tais solugdes
periddicas para u > 0 . Mostremos que nas vizinhangas de tais solu-
¢oes periddicas existem outras que se fecham apds um periodo préximo
de um miltiplo inteiro de Po (Ver também: Moser, 1953). Para isto

aplicaremos o Teorema dos pontos fixos de Birkhoff.

Consideremos as condigdes iniciais definidas por H = H' e
x (0) = x' + €
2 2 2

yz(O) = y; + n, (6.3)

yl(O) = 0

Para £, = n, = 0 obtemos uma solugdo periddica de periodo P . Pa-
0
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ra u, Ez N suficientemente pequenos a solugdo correspondente a

(6.3) cortara o plano y, = 2y apos um tempo P = P0 + T e teremos

x (P) = x' + ¢!
2 2 2

P = LI '
yz( ) y2 n2
y (P) = 2«

1
H = H*

Em vista da analiticidade da solugdo em relagdo 3s condigoes iniciais
(estamos excluindo os pontos singulares), poderemos escrever
5; =ag ¢+ g n, + térmos de grdu superior
(6.4)
n; =y 52 + 6 n2 + termos de grau superior
que & uma transformagao isovolumétrica tendo a origem como ponto fixo.
Admitamos que 8ste seja estdvel (no caso, ponto eliptico), isto &, os
autovalores A da parte linear sido imaginarios puros e conjugados de
médulo unitirio. Admitamos, ainda, A2 , ¥ , A% diferentes da unida
de (Condigao de Birkhoff). Entao, de acordo com o expdsto no Capitulo
I , existe uma transformagdo isovolumétrica que reduz (6.4) a forma
E' = § cos § - n_ sen 1+ .....
2 2 2
(6.5)
n' =& sen 2 +n cos 0 + .....
2 2 2

que & da forma (3.37) do Capitulo I ; e teremos

0 =a + B(E2 + n2) + ...
2 2

Bastara mostrar que g # 0 e poderemos aplicar o teorema de Birkhoff.
Como a e @ sao fungdes analiticas de u bastard mostrar que B8-# 0

para u = 0 . Mas, neste caso

B0 = - L @) ¢ F el = - o v O YD)
' ' (6.6)
e a solugdo correspondente &
x1 = xl(O)
1 ) 3

= - ne ot Ky
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X =f cos t-n sen t
2 2 ] 2

y = & sen t +n cos t
2 2 2

. - 2 2

e para y1 = 2% , isto e, p1 = H:_g_T = ;? , resulta
2w 27

x (P = '= co§s — - sen —

2 1) EZ 62 “’1 “2 “’1

(6.7)

2% 2w

P = n' = sen — + cos —

yz( 1) 2 E2 Wl n2 ”1

que, para u = 0 , corresponde a (6.5). Logo, para u = 0

3
2 2q _ 2w x7(0)

= — =

wyoomel o x:(O)

Pondo E: + "2 = § e observando que para § = 0 , o, =uwl e x (0) =
1
= xg , resulta de (6.6)

27 _ 3m (1 + w0)
w? xg (wo)3

2 = § + .....

O que mostra que, em geral, B8 # 0 .

Logo, de acordo com o teorema de Birkhoff (vide Capitulo I ,
paragrafo 3) existem pontos fixos para uma certap-é&sima iteragao da
transformagao (6.5) e aéste correspondem solugoes periodicas (u # 0 ,

e # 0) de periodo pP , com P = P1 + 1 (u) .

7. Movimento guasi-periddico de um satélite artificial

Uma aplicagao imediata do Teorema A & ao estudo das solugdes

do sistema gerado pela Hamiltoniana

_ al 1 3 H? 3 3
F—"_"——— {;‘('T+T-G—;) +(T-T—-—);;cos(2g+2f))

correspondente a um geopotencial aproximado (ver, por exemplo: Brouwer,
1961). O momento H & constante e pode ser considerado um mero para-

metro. Para ¢ = 0 , o problema & degenerado, pois o momento G nao
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esta presente em Fo . Escrevendo F na forma

F = Fo + € (Fls + Flp)

verifica-se, facilmente, que

1 1 3 B2, 13
F = - — (- + ) —
1s Ls T T GZ) G3

e as condigdes do Teorema A sao satisfeitas (supondo r suficientemen
te grande) . Entao, existe um sistema de coordenadas (L' , ¢' , &',
g') nas quais a solugdo do problema gerado por F se escreve

L' = const.

Gl

const.

l'

At + 2!
1 0

'=¢ X t +g!
g 2 gO

com
A = —%i-(F + € Fl )
1 0 8 lL=L,G=G, H=H
0 0 0
9
A = — F
2 3G "1ls|y -, ,g=G ,H=*H
0 0 0
para Al , 12 satisfazendo 3 condigdo (4.4) do Capitulo II . Isto

mostra que, pelo menos com O potencial usado, ¢ processo de Poincaré

(chamado de von Zeipel na literatura citada) € convergente.

8. Perturbacdes periddicas lineares. Sistemas nac autonomos

Analizemos, finalmente, o exemplo de um sistema nao autdnomo.

Em particular, considere-se a equagao generalizada de Mathieu:
z+w2z=c¢F(t, ¢z (8.1)

onde F(t , €) = F(t + 2n , €) & analiticaem t , € para 0 < e £ 1

e tem média nula. Por meio da transformagao

z = 7 355 sen y
z=72xuw cosy

(8.2)
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a equagdo (8.1) se reduz i forma

‘% = 235 X sen y cos y F(t , ¢)
. . (8.3)
Yy =w - — sen? y F(t , ¢)
por nds ja considerada no caso autonomo.
Por meio da transformagao
x=f+evin, t, e) +eVin, t, et
(8.4)

y =n+ ceufn , t, e)
vamos mostrar que existem fungdes v , V e u periddicas de periodo
2x em n e t , tais que (8.3) se reduz i forma liﬁear (para & = 0):
n=ale, w (8.5)

Isto nos permitira definir o expoente caracteristico associado 3 solu-
g30 de (8.1) conforme a teoria de Floquet. Procedendo de maneira ani-

loga ao paragrafo 4 déste .capitulo, obtemos ficilmente

du ju, _ - - € 2
(8 —— + =3) - C Q o sen®(n + eu) F(t , e)
v . v 2¢?
e(@ 5 + 5§ = =— v sen(n f eu) cos(n + eu) F(t , €)
e (R JL% + %}!) ‘= %f (L + eV) sen(n + eu) cos(n + eu) F(t , €)

Destas, supondo w - & = ¢ A , resultam as equagoes

au au _ 1 2 I
Q *—5—n+ W A ™ sen (n + Eu) F(t, E) (8.6)
IV AV € .
Q - + TE ™ = V sen{2n + 2eu) F(t , ¢) (8.7)
0 el ‘13““ £V 4+ 2 (13+n V) = £(1+ V) sen(2n + 2ew) F(t , €  (8.8)

Suponhamos que de (8.6) se possa obtpr A° e a fungd3o u periddica de
periodo 27 em t e n . Ent3o, os membros i direita de (8.7) e (8.8) ,
divididos, respectivamente, por v e (1 + eV) serao fungdes conﬁeci
das de t e n e periddicas de periode 27 nessas variiveis. Se v
e 1+ ev. forem submetidas 3as mesmas condigdes de contdrno & evidente
que

v=14 eV (8.9)
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Por outro lado, derivando (8.6) parcialmente em relagao a n resulta

] au 9 au 1 au
na—n(—s—n-)+ﬂ(—ﬁ) -—Tsen(2n+2eu)(1+:a—n) F(t , )
ou seja
] 3u L] Ju € Iu
Q = (L+e an) +=5% (lL+e Tﬁ) 3 (1L+¢ a_n) sen(2n + 2eu) F(t ,¢€)

o que mostra que, a menos de um sinal, a equagac para 1 + € 7;% é da
forma que (8.7) ou (8.8). Em particular, teremos necessariamente que

£n (1+e:—:“)+£nv-f(n-nt)

onde f & arbitraria. Pondo £ = £n g(n - @ t) , resulta que
(L+e3Dv = gln -2t (8.10)

onde g & arbitriria. -Se for possivel determinar u(n , t) , entao,
as fungdes v e 1 + ¢V sdo determinadas algébricamente, a menos de
uma fungdo arbitrdria. Se u f£or periddica de periodo 2r em n e
t e se desejarmos as mesmas propriedades para v e V , a fortiori a
fungao g(n - 2 t) devera ser tomada constante, a menos que 2 seja
um racional. Isto, entretanto, conforme veremos, & uma condiq&o que
deve ser excluida se quizermos obter a fungdo u de (8.6). ‘Bntéo, te
remos necessdriamente

vil +¢ :—:) = k(e , w) = constante. (8.11)

Suposto isto, a transformagao (8.4), para £ = 0 , se escreve

Xx=¢vin, t, ¢)

y=n+c¢cuin, t, €
ou seja

x-ev(nt+n0,t,€)

(8.12)
y=8¢t+n +e¢ u(@ t 40, t, €)

onde v e u sio periddicas de periodo 2x em n e t . N3o serao,
entretanto, periddicas em t , desde que ficou excluida a hipdtese de

ser 1 racional. Tendo em vista (8.2) e levando em conta (8.12), e

facil ver que se obtera

z = a(t) cos 0o t + B(t) sen O t
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o0 que prova ser 2 o expoente caracteristico de Floquet.
Resta, pois, provar que (8.6) define a fungao u(n , t) pe-

riédica de periodo 2 em n e t e a constante A =A{(2 , w , €) .

Supondo
u=u +eu +e2u + ... , Amxr +ecir +€2 A + ...
()} 1 2 0 1 2
e
u, = uk(n , B) = uk(n + 2% , t + 2%) o
27 27
J I u dn dt =0
0 k

au 3u 1 ;
ﬂ——p-an+—-o-at=lo-752n nF(t,O)
e, portanto, AO = 0 ., Por outro lado, por hipdtese, poderemos escre-
ver
F(t ,e) =z F () e*® | F (e) =0
k F 0

o gue fornece uO , conforme ja discutimos no Lema E1 (Capitulo III)
em relagdo 3 equagdo (3.29) do mesmo capitulo. Sera suficiente que se
tenha
ka-3] » e |k

com k inteird nao nulo e p um nimero positivo conveniente, para to
do j inteiro. A demonstragdo da convergéncia da série u & em todo
analoga a que fizemos no Teorema M , sendo a cada estagio u,  defini-
da por uma equagao do tipo

' auk auk

- A(k) _i(p n + qt)
] 3 + e = Ak + I Ap,q e

onde tomaremos

Resultard, por fim
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a qual fornece
Q=20a( , w =uw+ e? 2 (u) + 3 ﬂa(w) + ...

que & o expoente caracteristico procurado.

Se a equagao (8.1) corresponder a um problema n-dimensional,

isto &
> -> -+
z+A z=¢ B(t , €) z
g q
com 2z = (z1 0 22 £GOO 0 zn) , A uma matriz constante e B(t , €) wuma

matriz periddica de periodo 2% , o processo acima indicado & aplica-
vel bastando gque A tenha autovalores distintos. A Unica diferenga
essencial seri o fato da equagao correspondente a (8.6) nao ser apenas
fungao da incdgnita u, , mas sim de tddas as outras U, (3=1, 2,...
oo, k=1 , k+1 , ..., n) e vj (3 =1, 2, ..., n) . Isto, entretan-

to, ndo invalida o processo de obter u e Vv por aproximagoes suces-—

sivas, simultaneamente.

9, Observacoes finais

N3ao & a finalidade déste trabalho prolongar a sequéncia de
aplicagdes possiveis, que sao inGmeras, das técnicas desenvolvidas. E
nosso desejo, porém, ressaltar que muitos problemas considerados funda
mentais ainda aguardam uma solugdo que poderia, eventualmente, ser oOb-
tida por convenientes generalizagoes ou modificagdes dos resultados ob
tidos. Mencionamos, entre outros problemas, aquéles que nos parecem
mais evidentes dentro da estrutura dessa tese: estabilidade de pontos
fixos elipticos paralsistemas com mais de dois graus de liberdade,
existéncia de solugdes periddicas (que agui pouco nos preocupou) , gene
ralizagao do teorema de pontos fixos de Birkhoff para sistemas com mais
de um grau de liberdade, estrutu;aq&o analitica do Teorema de Bendixson-
-Poincaré em térmos de perturbagdes (ver, por exemplo: Coddington e Le
vinson, 1955), extensdc dos teoremas dos Capitulos II e III a sistemas

nao conservativos (da natureza indicada nos paragrafos 4, 5 e 8 déste
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capitulo), generalizagdo da teoria de Floquet para sistemas lineares
cujos coeficientes sao fungdes quasi-periddicas, e, finalmente, exten-
sdo das técnicas utilizadas para sistemas contiInuos (infinitos graus
de liberdade) para os quais Arnold ja fez contribuigdes fundamentais.

Os resultados obtidos ao longo déste trabalho mostram que,
ainda no ambito da andlise clissica, & possivel definir de maneira pre
cisa certos aspectos do comportamento qualitativo de sistemas nao inte
graveis.

A necessidade da Hamiltoniana ser decomponivel numa parte
correspondente a um sistema integrével e outra parte convenientemente
limitada € suficientemente geral para a aplicabilidade das técnicas de
perturbagdo a um nimero grande de problemas. Por outre lado, o requi-
sito de analiticidade nao é essencial conforme demos exemplo no tercei
ro capitulo. £ necessirio, porém, que se tenha diferenciabilidade até
uma ordem suficientemente grande. Em Mecdnica, eésses requisitbs sao

normalmente satisfeitos.

- -
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