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LAJE PROTENDrDA E PERDAS DE PROTENSÃO RESULTANTES

DA RETRAÇÃO, rLUÊNci A DO CONCRETO E DO AÇO

José Cartos de Figueiralo Ferraz
Professor Catedrático

Este tema tem sido objeto de trabalhos esparsos que , não obstante sua
grande valia , propõem soluções muito complicadas , de difícil aplica
ção. Mesmo no que se refere às tensões , deformações e deslocamento$
na fase de aplicação dos esforços, pouco se tem publicado.

No presente trabalho buscamos apresentar solução deste problema, come
çando por estudar os efeitos do carregamento no instante inicial de
sua aplicação . Em seguida , abordaremos os efeitos da retração , flu
ência do concreto e da fluência do aço , dentro de um mesmo processo
geral, particularizando nos casos cujo exame isolado se faça necessãrio

l , TensÕes , deformaçÕes e deslocamentos
para t = 0

ConsidereInos uma laje de altu
ra h , protendida nas duas di
reções normais entre si , x e
y

A protensão é total e com aderência posterior ,

Uma fibra situada a uma distância z do centro de gravidade da seção
de largura unitãria sofre , respectivamente , nas direçÕes x e y , as
deformações :

ecxo
o cx.c)

EC
v acyo

E
C

(I.1)

Ecyo acyo _v M
Ec Ec

sendo v o coeficiente de Poisson do concreto .

Apelando para a hipótese de Kirchof f podemos escrever .

acxo – v acyo Ec (Ax + Bx . z )
(1 .2)

acyo - v ocxo Ec (AV + By'z)
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sendo A_, B_ , A., , B., constantes a serem determInadas das equações de
equilÍbrio das ÉeçÕás .

Fazendo

Ec (Ax + Bx . z)

Ec (AV + By'z)
G

vem :

e

acxo
F + vG
1 - \) 2

(I.3)

acyo
G + DF
1 - \> 2

Por razões de equIlíbrio ,

dS + aaxo 0 (1.4)

sendo aaxo e Sax , respectivamente , a tensão de protensão
da armadura protendida por unidade de largura e

e a area

Assim :

a [ J [ E c ( J1P1 x + B x o z ) d s + v J E c ( J1P1 y + B y + z ) ds ] 0+ axo

Como

J z 1(1jl s
resulta :

EmS_

1 : :qR11 ( JPL }:b + V dPL 11/r ) + a aL x o S a x = 0
(I.5)

De maneira análoga encontraremos :

= ( A y + v A x ) + a a y o (1 .6)

Das duas equaçÕes ( 1 . 5 ) e (1 . 6 ) obtemos :



+1

7+



/e Í%}e?ghZ %11de

LX

Ay

D 1 outra pa r te

Mx = jacxo zd S + aaxo ex Sax (I.8)

a excentricidade dos cabos de protensão na direção x .

Então :

f
+ aaxo ex Sax

]N1l )1!b = a [ j E c ( JP|L )8ib + B }<b e z ) z 1Eh1IS + v Ec ( Ay +

Sa axo ax

(a=
aya

vaayo Say) Gs

S a y v a a x o S a x ) €
\==• r r

sendo eXP 8

s] +

e (Bx

De modo análogo:
EJ

MY = 1 : ;2 (BY + v Bx) + aayo eY

N1 x = = ( T + + ) + a a x o e x S a x

My = > ( t + t ) + a a y o e y S a y

Então :

Por outro lado , sabemos que :

2 z 3; = 7 o

ou seja /

EJ

+ aaxo (1.9)

(1.10)

Mxy

Como

z dS
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]P1l }{ 11r = 2 1C=1r L1 c a
Fazendo

D = , resulta:

Mx = D (= + a) + aaxo ex

MY = D (+ + t) + aayo ex Say

]N|[X\l/r = ]E|1 ( 1 » V ) P >:b 1l11

+qPor razões de equilibrio,

a2Mx _ 2a2Mxy + a2MY
a 8? ax ay a y;:

sendo q a carga por unidade de área .

DaÍ resulta:
o\1+a- w a- w a'' w

2 W + 7 +

1

PyPX

Py PX
(1.12)

q

82 exS S+a0 ayo ayaxo ax a 2 ey
aY 2

q (I.13)

Fazendo

Px.o

P
yo

sendo Pxo e PTO as protensões por unidade de

34 w

1

largura ,

aq,, a 2 Aq,

a 1:y = q
(1.14)

No caso particular de :
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= 4fx x (1_e • x)X 1X

e y = e1 y ( 2 y » y )

vem :

b'

!

a2Êx = _ 8fx = qax2 Êx2 -PX

a= ly = _ !3 , q
a y 2 2+, 'py' 1

Fazendo

qPX + qPy = qP

resulta :

(1 .15)

Assim, o efeito da protensão , como era de se esperar , é o de um car
regamento q_ , por unidade de área de laje , atuando contra o carrega–
mento . Y

Então, para t = 0 , isto é , na fase inicial de carregamento , as ten
sões no concreto , em qualquer fibra , à distância z nas direções x e y ,
são conhecidas pelas equações (1.3 ) ou seja , pelas equaçÕes ( 1 . 2) ; e
isto porque , determinados os deslocamentos w, ficam conhecidos B_ =

a2 w a 2 w À
- 7;; e By = - n '

t+
II . EquaçÕes reológicas

f

Da teoria da fluência linear , as deformações são conhecidas por :

E d1>111HH t = E r + a •l1>111HF o 1 v a y o t + a x t : vaZ t ( 1 + ç )

EL = E + aya - \)axo A + ayt-''vaxt (1 + b)
yt 'r E 2 E 2
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Txo cPt
Yxy =T 7 +

tXy t
G

(nl)

sendo :

$+ o indice genérico de fluência ; o Índice "0 " corresponde ao
té t = 0 ; $ ++ é o indice de fluência no caso de cisalhamento .

ins tan

T é 0\'

1-

P} rigor, o indice $t :eria melhor {epresentado por +tT , ondeinstante em que se bdã a solicitação .
+

Quanto a $ +
+

(ou melhor, @ L_ ) ,tI seu valor pode ser dado por :

+

$t $t
1 -\) (II.2)

onde v é o coeficiente de Poisson.

Não serão considerados , neste trabalho , as variações , no tempo , dos
valores E , G e v ; mesmo porque são de pouca relevância nos resulta
dos finais .

As parcelas das deformações totais, correspondentes apenas
e fluência do concreto e aço são , pois :

à retração

E f x t = E r + o x o E v a y o $ t + a x t E v a y t ( 1 + t )
axo – vayo _

E

a
er + @+ + Âaxt - vôoyt (1 + $t)

' E 2
(II.3)

De maneira análoga:

E f y t = E r + @ t + A a y t E v a x t ( 1 + 3 ) (II.4)

(11.5)Y f x y t = T 7 o ; t + A T : y t ( 1 + ) )t'

III . TensÕes , deformações e deslocamentos ao final
do tempo t

Admitindo a hipótese de Kir
chof f , da normal à superf 1
cie média da laje permane
cer normal depois da def or
ma Ç ao / vem :
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E r + a X 1C) = : a y o $ t + a 1111h|111HF t M Ev A a y t ( Ux + Xx ' 2

Er + o70 - :axo +t + Âayt -EvAaxt yy + Xy ' z
(III.1)

Fazendo

b ht v 1 + b
2 rt Se concreto rt = q,

Se aço r+ = 92

K = E (Px + Xx , z ) ( axo

( aVO

+t - Ect
(III . 2)

L = E (Py + Xy ' z) +t - E:cr

Então ,

Aa3,t.
K + VL

rt (1 - V2 )

(III .3)

Aayt
L + vK

r;(1 1 v 2 )

Ademais , sendo wF o deslocamento vertical da superfície média da laje ,
produzida apenas'pela retração e fluência do concreto e aço , temos :

wfxyt 2 z = = T 7 o $ : + T 7 t r : (III .4)

Como

Àx
a2wt

a x 2Tq

(III.5)
À 1
y T

y

a 2wf
ay 2

signifIcando , neste caso , os raios de curvatura , nas direções x
da superfÍcie wf .

e y/
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Por razões de equilíbrio ,

Nfx =JAaxt ds = 0 ; NfT =JAaxt zd S = 0 (III.6)

Estendendo a integral às áreas do concreto e aço ; de ( III . 6 ) , ve

1 A a x t d s x = J [ E c ( p x + À x a z )
Jv. [.Eg ( Vv+ À,r . z )

+ { J [ E a ( P x

q, (1 -v 2 ) [Ec PxSc
\)‘

" q (1- \, 2)
2

+ + [Ecu,.
92

rFl

IU

va

8

e A

$ t(a yoxo

• (a cyo

+À z ) -X

(N exo

[E -\) N11 (NS cxoC cyoC y

S

Ecer] dScx

cxo J Pt-E:ccr J dScx

aaxo Qt] d Sax

- vNcyo) $tSc - EcErSc ]+

$t - Ec tr Sc] +

(III . 7)aaxo Wt Sax]

Analogamente ,

J A a 117 t d S 1>/r= a [ E c P 111r S C ( ]N1 C y O V ]Nc x o ) @ tEc r Sc 1 + n
S

[Ec PPc – (Nc2.o - v Nora) t+ 1,Sc] + ;x [EcPx'-uaxo %] = 0 (II1'8 )

Da segunda equação (III . 6 ) , segue :

M f x = 1 A a X t z d S x = q 2 ( 1 V 2 ) J [ E C ( P X + À X n Z ) ( a cxo Da @ ) $ E % r ] z dE o<

e JvtEc (Py+Ày'z) - (oq,o-vawo) $t-Ec r] z d’h

+ {2 | [Ea(Px + Àx
z) c axo

A [ v x • + v À y @ t
+;;(EaJax Àx - Oaxo ü t ex Sax)

1 ] z d Saxt

i2

(Mcxo MOrO ]

0 \,JL=•Hnl OUr /
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Analogaxmrte,

Mfy= JAayt zd sy = ê2 (Itv,) [À), + vIx - @t(McYO -vMcxo) ]

# (Ea XY) aa),o pt ey Say) (111.10)

Das quatro equaçÕes ( III , 7) , (III, 8 ) , (III. 9 ) e (III . 10 ) ficam deterrni
nados ux , uv , Xx , Xv , we , levados em (III . 3 ) permitem calcular as vie A nw n J + J = = =riaçõesde tensão ab longo das seções x e y.

Voltando a (I1, 5) , e lembrando que

2z a 2 w

ax ay
27 1

Pfxy
2Z 2 W00xy

T xyo
G

+

+ t(1 ++)
2tYfxyt

DaÍ:

A T 111>1 )r t = 2 1c:11 z a T 1H!>( 17 1c) $ :
(111.11)

O momento de torção será pois :

Mfxy z d Sc ( 2 G z a + T x y o o 1 ) z d s c
2

2G 2 W
axay

(III .12)

Como é sabido da teoria das lajes,

82 M
a Mfxy + a2Mfy = o

3 xa y a y 2
(III . 13)

eis que a variação do carregamento externo é nula .

!evando es expressões de Mfx , Mfy e Mfxy em ( III ' 13 ) , chegaremos a E
1

ma equação do tipo: L'- '’ - “ 1

D a Wt
X

a 4 a 11

DxY ax2;,72 + Dv (III .14)
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cujo significado é o da própria equação clássica das lajes , ainda do
tempo de Lagrange , onde atua como que uma carga fictícia que produzi-
rIa os deslocamentos Wr resultantes da retração e fluência do concre
to e do aço.

P +

+)
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