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LAJE PROTENDIDA E PERDAS DE PROTENSAO RESULTANTES
DA RETRACAO, FLUENCIA DO CONCRETO E DO ACO

José Carlos de Figueiredo Ferraz
Professor Catedratico

Este tema tem sido objeto de trabalhos esparsos que, ndao obstante sua
grande valia, propdem solucdes muito complicadas, de dificil aplica
¢ao. Mesmo no que se refere as tensdes, deformacoes e deslocamentos
na fase de aplicacdo dos esforcos, pouco se tem publicado.

No presente trabalho buscamos apresentar solucao deste problema,comg
¢ando por estudar os efeitos do carregamento no instante inicial de
Sua aplicacgdo. Em seguida, abordaremos os efeitos da retracao » flu
éncia do concreto e da fluéncia do aco, dentro de um mesmo processo
geral, particularizando nos €asos cujo exame isolado se faca necessa

I. Tensbes, deformacdes e deslocamentos
para t = 0
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Consideremos uma laje de altu
ra h, protendida nas duas di
regoes normais entre si, x e

Y.

&

L

A protensdo é total e com aderéncia posterior.

Uma fibra situada a uma distancia 7 do centro de gravidade da secdo

de largura unitaria sofre, respectivamente, nas direcodes x e s as
deformacoes:
Jexo Ocyo
e = _v._jL_
CcXo E E
c c
(I1.1)
s _ Uczo “\}cho
(] c »

sendo v o coeficiente de Poisson do concreto.

Apelando para a hipotese de Kirchoff podemos escrever.
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sendo Ax’ Bx' A, By constantes a serem determinadas das equacodes de
equilibrio das secgdes.

Fazendo
Ec (Ax + Bx.z] = F
E (A, + B_.z) = G
c Y ¥y
vem:
g _F +vG
cxXo T 4 _ G 2
(I:3)
_ G +yF
9cyo © 1 —yi2
Por razoes de equilibrio,
(I.4)

JGCXO ds + Uaxo Sax =: B

sendo Oaxo © Syyr respectivamente, a tensdo de protensdo e a area

da armadura protendida por unidade de largura.

Assim:
1

Ty [ J[Ec(Ax+Bx.z}dS+vJEc (Ay+By.z)dS] # OBl = 0
Como

szS = 0
resulta:

Ecsc

—_1_\)2 (AX +\)Ay) % Gaun Sax =0 (I.5)
De maneira analoga encontraremos:

Ecsc

- (Ay *vA) + Yays say =0 (I.6)

Das duas equacOes (I.5) e (I.6) obtemos:
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1
Ax = - (Uaxo Sax - \"Uayo Say) e
cc
1 (X.7)
Ay = - (Gayosay -vcaxosax) = =
cc
D'outra_parte
Mx = Jocxo zd S + Uaxo exsax (I.8)
sendo e, a excentricidade dos cabos de protensdao na direcao x.
Entdo:
1
Mx = Iovz [JEC(AX4-BX.Z)z<iS +V JEC(A +B .z)zd S]1 +
* Oaxo x Sax
ou seja,
E J
M = Ee
X 1-y? (BXNBy) * axo ©x Sax (1.9)
De modo analogo:
E J
M = CcC C (B +'\)B ) + O e S {I‘lo)
Y 1-v? Y X ayo ®y "ay
Entdo:
E J
c c L V
MX 1 =y2 (.O + 5 ) +Uaxoex -
X
E J 4
My_ Ccz 1 Dy +Uayoeysay

Por outro lado, sabemos que:

3°w _ T xyo
dxdy G

- 2z

Como

= e |T
Mxy = J Xy0 zdsS
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vem:
1
= 2 =
Mxy GJc =
Fazendo
3
D = Eh ; resulta:
12(1 - v?)
- D(L . v
Mx . D(px ¥ py) . csaxa::u exsax
M =D(L+2) 40 o g (I.12)
y oy 0xX ayo x “ay
1
M.=D(1 =3 ) —
Y pxy

Por razoes de equilibrio,

3°%Mx _ 5 3% Mxy + oMy _

.32 9x oy dy?
sendo g a carga por unidade de area.

Dai resulta:

3"y 3" w 5w d2ex J2
—a ey _
Fazendo
9axo Sax = Pxo

a = P
ayo ay YO

sendo Pxo e Pyo as protensbes por unidade de largura,

9" 3 2" 32
T P 2Tt it Pro e * Pyo 3y?

No caso particular de:

= q (I.14)
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5
4f
= 4 -
e, = x(’ix X)
X
4f
=—-¥ -—
ey Ty Y(Ey y)
vem:
2
Chy sy
ox? Lx2? Pk
iy gy
dy? [} Py
y
Fazendo
px * dpy = 9
resulta:
o 3" 3t
LN L, S W=c_{-q (I.15)
X X2 gy2 y 2

Assim, o efeito da protensao, como era de se esperar, € o de um car
regamento qp, por unidade de area de laje, atuando contra o carrega-
mento.

Entao, para t = 0, isto €, na fase inicial de carregamento, as ten
Soes no concreto, em qualquer fibra, & distancia z nas direcdesx e y,
sdo conhecidas pelas equacoes (I.3) ou seja, pelas equacdes (I.2); e

isto porque, determinados os deslocamentos w, ficam conhecidos Bx
. 8 2

—'B—-EByz—az.

II. Equagoes reoldogicas

P

Da teoria da fluéncia linear, as deformacdes sio conhecidas por:

Oxo - VOyo ¢ ¢ Oxt — VOyt O ¢
Eep “Ep+ ——X° Tt xt- Pyt o, Y¢
xt “r E 2 E 2

O9yo — VOxo Ot Oyt - VOxt ¢t
Epp =6y # — 4 (1 + —)
y E 2 E
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6
Txo ¢t Txyt ¢t
g st 2 (IL1)

sendo:

o indlce generlco de fluéncia; o Indice "0" corresponde ao instan
tE t = 0; t* € o indice de fluéncia no caso de cisalhamento.
A rigor, o indice ¢, seria melhor representado por@t , Onde T e o
instante em que se da a solicitacao.

Quanto a ¢t (ou melhor, ¢t:)' seu valor pode ser dado por:

by 2 b (IT1.2)

onde v € o coeficiente de Poisson.

Nao serdo considerados, neste trabalho, as variacdes, no tempo, dos

valores E, G e v; mesmo porque sao de pouca relevdncia nos resulta
dos finais.

As parcelas das deformacoes totais, correspondentes apenas a retracdo
e fluencia do concreto e ago sao, pois:

. e f. %0 - vcyo B ® %t - vgyt -+ 33)__ G:n:o---\”CT o _
fxt b of E t E 2 E
Ogpq _ VO Ao véo ¢
B B 20 b A by + it ¥% (l-r—E) (I1.3)
E E 2
De maneira analoga:
o Vo Ao VAo o)
: yo - “xo yt = VA% e
Cfyt = Ep * - Py # - Sl
xyo ¢y , “Txyt M:; (II.5)
= + + — <

III. TensOes, deformacdes e deslocamentos ao final
do tempo t

| Admitindo a hipotese de Kir
| choff, da normal & superfi

G cie média da laje permane
I 7L 1& cer normal depois da defor
z magao, vem:
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o Vo Ao vAo ¢
X0 - ""yo xt - yt fai TSR
B ¥ B ¢t + T (1+ 5 ) . * Ax . Z
o] Vo Ao VAC ]
0 - V%0 vt - Xt t
§ i _ RO + l+—) = + A .z ITT1.1
By = by = ( 2) My y ( )
Fazendo
T b P = r Se concreto r, =
5 t t 9.2
Se acgo r, = a,
K = E(ux + lx e Z) = (Uxo = voyo) ¢t - Eer
(II1.2)
L = E(uy + ly .2z) - (oyo =NGo) b ~ EE_
Entao,
Ao " - K + VL
(III.3)
A = L + vK
9%t = rt(l = M)

Ademais, sendo w. o deslocamento vertical da superficie média da laje,
produzida apenas pela retracdo e fluéncia do concreto e aco, temos:

d2wg T * At *
- - _Xyo ¢ __xyt
wfxyt = 22 Sxdy = = £t = Ty (IIT.4)
Como
1 8 %Wt
AX_.:(_E—B&'E
x (III.5)
o £ .
A _i_ de
Yy 1t ay2
y Y

significando, neste caso, os raios de curvatura, nas diregbes x e vy,
da superficie Ve
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8
Por razdes de equilibrio,
fo = J:’_\Uxtds = 0 3 ny = Jﬁoxt zdS = 0 (III.6)
Estendendo a integral as areas do concreto e aco; de (III.6) , Vem:
JAG ds =——1*— J[E W, +2,.2) - (o - g )¢t-Ea]dS
xt X q (1 ~v?) crx X X0 cCyo cr (03 4

1
T g (T2 JVLEa(Hy+AY'Z’“(OCYO"vocxo)¢t'EcEr} dScx

] dsax i

1
* %:_ J [Boluy + Xype2) =000 Y&

1
T g, (1-v2) (B My e = Wepe = VNcyo) PP ~BeE .5, I+

o
* g (1-v?) [Ecuy Sc"(Ncyo Y Nexo) 9% e T d
2

. fL [E 1 ] = 0 (ITT: 7
g

chx Sax ~ %axo IL't Sax

Analogamente,

l .\J
J !dS———z{ v)[EuS-—{N - VN )¢I_E S]+—-2(l\)2)

S

EobsSc ~ Woyo = VNeyo) % £S5l 3, = [E Hx Taxo Yt

]=0(III.8)

Da segunda equagao (III.6), segue:

- i
Mex= J‘m BaB = g2 (1-v ?) J [Eg luy +25-2) = logyg '_wcyo)[bt_Ec r1285
2

l r
_ e = -E s
' gz (1-v?) J\ﬂEC(“Y+AY 2= Oeyo ™ axo) e~ Fe ) 285
¥ [[E (u A ) i ]l zds
G 4 a'vp® Yge® = Taxo "t Z 95,
EJ
=—2SCS oL+ VA -V (M -VM_ ]
Q2 (1—y?) X y t “cxo cyo
-+ .;L(E J Ao =@ 1 e S ) = 0 (ITT.9)

o ax x axo 't x "ax
2






FE & Fusinds Tt

)
Analogamente,
Meo= [Boye 248, = =———— [\ +yr.= o (M. UM _ )]
fy yt Y g, (l-y?) y x t ‘"eyo cXO
1
(E_ J A,) e S_) =0 (II1.10)

[=H a “ay "y' 7 %ayo VYt Sy "ay

Das quatro equacodes (III.7), (III.8), (III.9) e (III.10)ficam determi
nados H_, M, A , A , que, levados em (III.3) permitem calcular as va

riagoes de %ensao ag longo das segdes x e .

Voltando a (II.5), e lembrando que

*
32 of T * AT
foyt=—2zcow=—2z 1 —220;=}éy0 t+_:éE(l+7t)
Xy F:]fxy Xy
Dai:
Bzw *
ATxyt = - 2 Gz m - ’[xyo d)t (III.ll)
O momento de torgdoc sera pois:
82
foy = - JﬁTxyt zdSs, = J (2Gz * Tyyo ¢%) zdS, =
XY
o2
526 —% g (III.12)
Como & sabido da teoria das lajes,
92M 02M 3?M
fx fxy fy
e 15 + 10 (III.13)
RS 3X3Y ay2

eis que a variacao do carregamento externo €& nula.
"

Levando as expressoes de Mf Mfy e Mf em (IIT.13), chegaremos a u

ma equacao do tipo: XY

wt w w _ —
Dx ox * T ny ax23v2 + Dy W = 4 CEET Jd4)
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cujo significado & o da propria equacdo classica das lajes, ainda do
tempo de Lagrange, onde atua como que uma carga ficticia que produzi-
ria os deslocamentos wg resultantes da retracao e fluéncia do concre
to e do acgo.
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