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1 Introdução : Modelos Matemáticos e de Simulação 

Modelos matemáticos de sistemas foram introduzidos inicialmente no domínio 
da astronomia e da física por Galileu,Kepler,Newton entre outros. 

Os modelos propostos até meados do século passado eram modelos deter­
minísticos. Nessa época surgem modelos estocásticos através da formulação da 
Mecã.nica. Es atística , da. Termodinâmica , do modelo de Galton para descrever 
a extinção dos nomes de fatnilia,entre outróS. 

A parbir da deca.da. de 50 obser,voi;w;" um.a. crescente utilização de modelos 
matemáticos ,taaw detenmnía\kos quanto ,ocásticos,para descrever o compor­
tamento de sistemas de produção e de processos de tomada de decisões nas firmas 
e no governo. 

Muitas vezes a complexidade dos sistemas estudados não permite a. construção 
de um modelo matemático , sendo possivel apenas esboça-lo.Outras vezes o mo­
delo não nos fornece soluções ana.liticas . Uma ferra.menta que tem se mostrado 
muito util nessas circunstâncias é a simulação do sistema. 

A simulação consiste em construir-se um modelo que reproduza os eventos 
que ocorrem no sistema e a partir da elabora.ção de um programa. fazer experi­
mentos no computador, produzindo assim, no, modelo , observações da evolução 
do sistema. ao longo do tempo. 

O advento dos computadores com grande capacidade de processamento deu 
um grande impulso à. simulação de sistemas. Nesse artigo nós consideraremos 
em especial o problema. de julgar se o modEilo de simulação é adequado para. 
representar o sistema . Seguindo Gass {4] , I11Ós utilizaremos para abordar essa 
questão os conceitos de verificação e de validação de um modelo de simulação,que 
serão expostos na próxima seção. Ilustraremos, a aplicação desses conceitos a um 
modelo de simulação de serviço de atendimentos de guinchos em uma rodovia. 



2 Noções gerais : Verificação e Validação 

Os conceitos de verificação e de validação não são conceitos restritos à área 
de simulação.Aplicam-se, a.o problema. de juJgar se um modeio ma.temático é 
adequado para. descrever(representar) um sistema. físico . 

A verificação é o procedimento adota.do para. determinar se o programa de 
computação roda. como pretendido. Se isto não ocorrer procura-se detectar os 
êrros e depurar o programa tanto dos êrros de consistência lógica,quanto daqueles 
que produzem resultados numéricos. 

Quando se simula um sistema complexo, é praticamente impossível decidir 
que o programa esta verificado.É nece.ssário em geral restringir a verificação aos 
aspectos mais relevantes do problema em estudo. Uma outra alternativa consiste 
em examinar se a simulação produz em casos particulares, para os quais exista 
uma solução analitica, os mesmos resultados que essa. 

A validação de um modelo de simulação visa testar a concordância do com­
portamento do modelo com o comportamento do sistema real sendo modelado. 

Para tornar mais precisas estas afirmações nós precisaria.mos formular testes 
de hip6teses esta.tistica.s que a.firmassem que a.s observa.c;ões da simula.c;ão e do 
sistema fisico podem ser considerados como produzidos pelo mesmo mecanismo. 
Para sistemas complexos, como é o caso da maioria dos sistemas simulados esta 
é uma tarefa praticamente impossivl•I. Uma alternativa consiste, como no caso 
da verificação ,de restringir o escopo da validação aos aspectos mais relevantes 
do problema. em estudo.Uma outra forma de proceder-se consiste em fazer a 
validação por etapas, testando-se por exemplo as hipóteses em que se baseia o 
modelo e quando passivei hipóteses referentes a subsistemas no modelo.Pode-se 
ainda ,como no caso da verificação,considerar a validação de casos especiais do 
sistema para os quais existam modelos analiticos. 

Muitos desses procedimentos dependem da análise estatística das saídas da 
simulação. Essa é uma área que tem recebido grande atenção, pois, os métodos 
classicos de inferência baseados em vária.veis aleatórias independentes e identica­
mente distribuidas não se aplicam.De fato, as observações ao longo de uma rodada 
da simulação são em geral dependentes.Além clisso,como na maioria das vezes, es­
tamos interessados em medidas ele desempenho, de sistemas em equilibrio, temos 
que decidir como fazer para lidar com as observações da fase transitória.Sugerimos 
ao leitor interessado que consulte,por exemplo [7) .. 
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3 Serviços de emergência 
simulação. 

modelo analf tico e de 

Os serviços de atendimentos de emergências em zonas urbanas ou em rodovias 
caracterizam-se pelos seguintes fatos : os instantes e os loca.is dos chamados são 
aleat6rios ; as unidades de atendimento estão distribuídas na região ; os chamados 
são dirigidos a uma central que envia uma unidade para atendê-los. 

Para o planejamento e operação desses sistemas é necessário responder às 
seguintes questões : a) Quantas unidades elevem ser alocadas ao serviço ? 
b) Se cada unidade atende prioritariamente um trecho da. região,como devem 
ser formados os trechos? c)Qual deve ser a poÚtica. de envio de unidades para 
atender os chamados ? Deseja-se responder essas questões de modo que o nível 
do atendimento seja satisfatório. 

3.1 Modelo hipercúbico 

Larson (5] formulou um modelo matemático , denominado modelo hipecúbico 
para serviços ele atendimentos de emergências. Propos que se avalie o sistema 
através de um conjunto de medidas ele desempenho associadas ao sistema como 
um todo ,aos trechos, às unida.eles e aos átomos (definidos a seguir). 

O modelo hipercúbico é um modelo de filas onde as unida.eles de serviço estão 
distribuidas espacialmente e atendem chamados gerados nessa região.A região 
é dividida em um certo número de subregiões mínimas denominadas átomos.Na 
construção do modelo os átomos são as menores subregiões onde os chamados são 
registrados.A reunião de um certo número de átomos será denominada trecho. 
Em cada. trecho há uma unidade de serviço. As unidades de serviço quando não 
estão atendendo chamados podem ficar estacionadas em um átomo do trecho ou 
podem permanecer em movimento nos átomos do mesmo. Nesse ultimo caso,a 
localização ele uma unidade pode ser dada estatisticamente através da fração de 
tempo que ela gasta em cada. átomo do trecho. 

O modelo hipercí1bico foi construido com base nas seguintes hipoteses : 
1) O processo <le chegadas,isto é, as chamadas para serviço, ua região, seguem um 
Processo de Poissou com taxa A. 2) Os tempos de serviço de todas as unidades 
do sistema tem distribuição exponencial com média ¼ independente do local da 
chamada e da unidade enviada. 3) Somente uma unidade é enviada para atender 
um chamado. Para um sistema com N unidades, se não levarmos em conta a 
identidade das unidades livres e ocupadas ternos sob as hipóteses 1 ), 2) e 3) um 
modelo de filas MIMIN. 



Uma. politica de atendimento é definida quando é da.da. uma. partição da região 
em trechos, a localização das unidades nos mesmos e uma regra que associa a 
cada átomo em ordem decrescente de prioridade a unidade que atendem chama.­
dos aí gerados.Quando todas as unidades estão ocupadas há duas possibilidades: 
a chamada. não é a.tendida. pelo sistema ou, se o for , entra. em fila. e é a.tendida 
de acordo com a. ordem de chegada., pela primeira unidade que ficar livre. Se as 
unidades forem numeradas de 1 a N e, além disso, a cada unidade for atribuído 
o número O ou 1 conforme ela esteja livre ou ocupada,então o espaço de estados 
do sistema, no caso de capacidade do compartimento de espera nula, será o 
conjunto das sequências de zeros e uns de comprimento N, isto é , o hipercubo 
N-dimensional. Com esse espaço de estados,sob as hipóteses adotadas o processo 
é uma. Cadeia de Markov a parâmetro contínuo.Como os tempos de serviço tem 
uma distribuição exponencial com parâmetro µ,segue- se que a taxa de transição 
de um estado com k unidades ocupadas para um estado com k - 1 unidades 
ocupadas é igual a µ,para k = l ... N.A taxa de transição de um esta.do com k 
para um estado com k+l unidades ocupadas é dificil de determinar,porque ela 
depende do estado e da regra de prioridade usada para enviar as unidades para 
atender os chamados.Larson (5] construiu um algoritmo para determinar essas 
taxas. Tendo as taxas de transição ohtem-se as equaç.ões ele balanço detalhado 
cuja solução dá a distribuição estacionária para o sistema com 2N estados. Com a 
distribuição estacionária obtem-se a. taxa de ocupação Pi, que representa a fração 
do tempo que a unidade i esta ocupada atendendo chamados,para i = 1 . .. N. 
Usando as taxas de ocupação nós obtemos as medidas de desempenho associadas 
ao sistema como um todo, aos trechos e às unidades. Larson introduziu um 
modelo aproximado que reduz a N o número de equações a serem resolvidas para. 
determinar a. distribuição estacionária.Como pode ser visto em [6] os resultados 
da. aproximação são muito bons. 

3.2 O Modelo de Simulação 

No modelo hipercúbico claclos de entrada como as taxas ele chamados e as pro­
babilidades dos chamados ocorrerem nos átomos devem ser estimados.Alem disso, 
o tempo total de serviço das unidades também deve ser estimado.Este depende 
dos tempos de atendimento no local e dos tempos de deslocamento,que por sua. 
vez dependem da. configuração do sistema. No modelo hipercúbico não é possivel 
formar fila em uma unidade quando outras unidades estão desocupadas.Quando 
as distâncias são grandes essa possibilidade pode ser de utilidade.Estes fatos 
e principalmente a constatação <1ue os tempos de serviço não tem distribuição 
exponencial levaram-nos a construir o modelo de simulação .Ver (3]. 
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No modelo de simulação como no modelo hipercúbico a região é dividida em 
á.tomos, reuniões de subconjuntos dos mesmos formando os trechos. Supomos 
a.inda que : a) O processo de chegadas é um Processo de Poisson com taxa~ 
b) O tempo de serviço no local tem distribuição exponencial,e é independente 
do local do chamado e da unidade enviada. c) A velocidade de deslocamento 
dos veiculas quando se dirigindo para o local da ocorrência. ou quando realizando 
uma. tarefa. é constante.d) As unidades quando não estão atendendo um chama.do 
permanecem em seu trecho. Observemos que se os tempos de serviço no local não 
forem exponenciais basta. substituir a. rotina. que gera as exponenciais por uma. 
rotina. que gere a distribuição apropriada. 

Politica de atendimento 

Uma. poÚtica de atendimento é definida no modelo de simulação por meio de 
tres tabelas : a tabela 1 dá os átomos que formam os trechos e o á.tomo onde 
se localiza a unidade 110 trecho ; a tabela 2 , associada a um chamado , dá para 
cada trecho as unidades que o atendem em ordem decrescente de prioridade ; a. 

1 ta.bela 3 , associada a. um fim de serviço , dá para cada unida.de os trechos que 
ela atende em ordem decrescente de prioridade. 

O Programa 

O controle do programa. é feito através do escalonamento de eventos. Um 
evento será uma chamada ou um fim ele serviço.Um diagrama ele fluxo simplifi­
cado, para o programa, é o seguinte: 

Próximo evento : Nesse bloco são gerados os instantes das chamadas, e é 
decidido se o próximo evento é uma chamada ou um fim de serviço. Ai ,a.tualiza­
se o relógio e os parâmetros que dependem dele. 

Há unidade pam atender : Este bloco localiza o chamado e verifica se há 
alguma unidade para atendê-lo. 

Fazer fila : Atualiza a fila da unidade cio trecho onde ocorreu a chamada. 
Há fila ? : a unida.de que termina. um serviço verifica se há fila. nos trechos 

que ela atende em ordem decrescente de prioridade. 
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Cltamad& 

Sim 
A1ea.dimen&o 

Atendimento: Este bloco gera o tipo ele serviço, o tempo de serviço no local 
e para serviços realizados em duas etapas gera o local da segunda etapa. Calcula 
ainda os vários tempos de deslocamento utilizando-se da matriz das distâncias 
médias entre os átomos e a velocidade de deslocamento das unidades 

4 Aplicação : verificação do modelo de simulação 
de serviços de de emergência. 

Antes de tratar da verificação cio modelo vamos dar um exemplo de suas 
saidas.Nós consideraremos um sistema de guinchos em uma rodovia.Os átomos 
são formados pela. parte ela rodovia. delimitada por dois trevos,isto é, por pontos 
onde há comunicação entre as pistas num e noutro sentido. A rodovia foi divi­
dida em 21 átomos e formaram-se 5 trechos, com um carro guincho em cada tre­
cho.Cada chamado pode dar origem à remoção de um vefculo para o acostamento 
,portanto havendo somente um atendimento no local,ou, pode ser necessário guin­
char o veículo para determinados locais da rodovia. Nesse caso os locais são dados 
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por um vetor :z: = (xi, i = 1 ... 21 ), onde Xi designa o destino de um guincho para 
um chamado no átomo i. 

O tempo de serviço total (T ST) é decomposto, conforme a chamada necessite 
ou não de guinchamento, de uma das seguintes maneiras : 

T ST = T D + T S L1 + T R 
T ST = T D + T S L2 + TG + T RG 
onde TD é o tempo de deslocamento ao átomo do chamado; TSL 1 é o tempo 

de serviço no loca.l,sem guinchamento ;TS L2 é o tempo de serviço no local quando 
há guinchamento; T R é o tempo de retorno do local do chamado ao átomo onde 
o guincho esta localizado ;TG é o tempo de guinhamento e T RG é o tempo 
de retorno do destino do guincho ao átomo de origem . A política adotada é 
especificada pelas tabelas 1, 2, e 3. Ver pag.3 . 

Tabela 1 
Trecho Local Atomos do trecho 

(atomo) 
1 3 1 '.l 3 4 5 
2 8 6 7 8 13 
3 9 9 10 11 12 20 21 
4 15 14 1.1 16 17 18 
5 19 19 

Tabela 2 

Trecho Unidades 
1 1 4 2 

2 2 3 1 
3 3 5 
4 4 1 'l 
5 5 J 

Tabela 3 

Unidade Trecho 
l l 4 2 
2 2 3 1 4 
3 3 5 2 
4 4 1 
5 5 3 
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Dados de entrada e saida 

Foram simulados 400 períodos de operação de 18 horas cada um, com os seguintes 
dados de entrada. : taxa. de chamados dos guinchos >.= 3.24 chamados por hora; 
velocidade de deslocamento dos veículos 60 km por hora; tempos de serviço no 
local quando não há guinchamento { T S L1 ) e quando há guinchamento ( T S Li ) 
com distribuições exponência.is com médias 30 e 15 minutos respctivamenmte.As 
ta.belas que dão os locais para onde são guinchados os veículos a partir do átomo 
da ocorrência e que dão as probabilidades de ocorrêrncia de chamados nos átomos 
são omitidas por economia. de espaço. As tabelas 4 e 5 dão as medidas de desem­
penho associadas às unidades e a.os trechos. Os da.dos da tabela são as médias 
das variáveis indicadas no topo. 

a e a : e I as e T b l 4 M d'd d d esempen h o associa as as um . d 'da.d es 
Un TO FAFT TST TD TSL TG TR Fm 
1 .50 .51 48.72 14.17 17.57 12.00 14.89 .038 
2 .45 .49 46. 15 13.26 17.77 12.11 12.97 .027 
3 .55 .37 43.5:J 11.02 17.65 8.4G 13.35 .109 
4 .54 .18 49.2:! 11.64 17.12 16.19 17.64 .077 
5 .54 .33 52.29 9.02 17.63 7.97 24.30 .106 

Média 47.81 11.77 17.55 11.26 16.52 

TO : é a taxa de ocupação de cada unidacle,definida como a fração do tempo 
em que a unidade esta ocupada atendendo chamados. F AFT : é a fração de 
atendimentos de uma unidade fora de seu trecho. TG : é o tempo que o guincho 
gasta para levar o veículo guinchado para o seu destino; T R é o tempo que o 
guincho leva para retornar parn o átomo sede em seu trecho ; F.n é, para cada 
unida.de o comprimento médio de sua fila. 

Tabela 5 : Medidas de desempenho associadas a.os trechos 

Trecho FAUF TDTr TOTr TEF TEFF 
1 .41 12.22 22.03 4.36 19.61 
2 .35 9.54 18.88 3.56 19.07 
3 .34 10.06 37.39 8.72 22 .99 
4 .43 15.07 20.0:J 4.98 23.31 
:) .:rn IO.l 1 :n.:.rn 10.72 28.89 
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F AU F : é a fração de chamados em um trecho a.tendidos por uma unidade de 

outro trecho; TOTr : é a fração do tempo em que todas as unidades que a.tendem 

um da.do trecho estão ocupadas atendendo chamados ; T EF : é o tempo de 

espera. na fila ; TEFF : é o tempo de espera na fila dado que há fila. 

As medidas de desempenho gerais ,isto é ,associadas à região como um todo 

são as médias gerais das medidas de desempenho associadas às unidades e aos 

trechos. A fração geral de despachos, que são despachos entre trechos é igual a 

.37 e o desequilibrio entre as taxas de ocupação das unidades,que é a diferença 

máxima entre as taxas de ocupação das unidades é igual a .105 

Verificação. 

Das hipóteses do modelo de simulação é facil concluir que para um sistema com 

uma unidade de guincho temos uma fila MIGII.De fato,o processo de chamados 

é um processo de Poisson com taxa. À. Os tempos de serviço totais são inde­

pendentes e identicamente distribuidos porque, dado o instante de um chamado 

,sua localização é obtida de uma distribuição discreta independente do local do 

chamado ; os tempos de serviço no local são i.i.d. com distribuição exponêncial 

;as distâncias percorridas só dependem do àtomo selecionado e dos locais para 

onde o veiculo é guinchado. 
Para uma fila MfGI 1 com taxa de chegada À e tempo médio de serviço ;, o 

comprimento médio da fila F.,. e o tempo médio de espera na fila E(T EF) são 

dados por: 
F. _ p2 + A2(var(TST)) 
,n- (1-p) 

E(TEF) = Fm 
À 

onde p = ~ e var(TST) é a variância do tempo de serviço total. 
IA 

E(TST) = E(TT+TSL 1 +TRIX = l)P(X = l)+ 

+ E(TT + TSL2 + TG + TRGIX = 2)P(X = 2) 

Var(TST) = E(var(TSTIX) + Var(E(TSTfX) 

Rodamos 400 períodos de 18 horas da. simulação com taxas de serviç.o A iguais 

a 0.25, 0.50 e 0.75 chamados por hora respectivamente e com uma unidade de 

guincho localizada em um átomo central. Todos os demais dados são iguais aos do 

exemplo acima.Na tabela abaixo apresentamos os resultados obtidos calculando­

se p,a. taxa de ocupação, F.n o comprimento médio da fila e o tempo médio de 
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espera. na. fila ( na tabela representado por TE F) a partir da simulação e das 
fórmulas do modelo MIGll. 

SIM MIGll SIM MIGll SIM M IGll 
p 0.2462 0.2416 0.4759 0.4619 0.7011 0.7064 

Fm 0.0479 0.0463 0.2370 0.2420 0.894 .85000 
TEF 11.3 11.1 28.15 29 72 68 

Validação 

Essa etapa. nos moldes propostos pode ser realizada para sitemas em funciona­
mento . Observa-se o sistema com uma dada configuração e· obtem-se as medidas 
de desempenho empiricamente.Roda-se a simulação com a mesma configuração e 
compara-se os resultados . 

Para. sistemas projetados para funcionamento futuro outros métodos devem 
ser utilizados para tent.ar-se obter evidências na direção da validação do mo­
delo de simulação.Uma possibilidade consiste em reunir-se pessoal técnico com 
experiência de operação de sistemaas análogos e submeter a eles resultados de 
rodadas da simulação para vária.'> configurações do sistema . A avaliação da 
plausibilidade dos resultados por essa equipe nos dá indicações da validade do 
modelo. 

5 Conclusão 

A validação de um modelo de simulação envolve procedimentos que não po­
dem se restringir a testes de hipóteses estatísticas . A análise estatística dá 
um referencial importante parn o estudo do problema ,porem não dispensa ou­
tros procedimentos que não poclern st>r formulados de modo sistemático, ou me­
lhor ,fechado.Aconselhamos o leitor interessado a consultar N aylor e Finger [8) que 
formulam a questão de modo conceitua.l inspirando-se em estudos de validação 
de modelos econômicos.O artigo ele Gass [4) aborda principalmente questões de 
validação de modelos de "análise de políticas " , isto é , a análise sistemàtica 
de questões relacionadas com o planejamento governamental ou com processos 
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de tomada. de decisões que afetam esses mesmos processos. O artigo de Carson 

[2] a.borda os aspéctos gerais de validação .A bibliografia mais atualizada. que 

encontramos esta no livro de Law e Kelton (7]. 
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