





1-Introdugdo
Consideremos o modelo de regressao linear multipla:

y=Xg8+g

onde

y ¢ um vetor n x 1 de valores da varidvel resposta correspondentes a X, uma
matriz n x k de varidveis preditoras que pode incluir uma coluna de * 1's *

para o intercepto,
S& umvetor k x 1 de parametros e

£é um vetor n x 1 de erros aleatérios nfio observaveis.

Os componentes de & s&o variaveis aleatrias independentes e identicamente

distribuidas com fungo distribuicio acumulada F. Vamos supor que F tenha uma Gnica
mediana igual a zero, e derivada continua f em uma vizinhanga de zero, tal que f(0)>0.

Seja r 0 parametro de escala definido como :
=2 f(v))", (1.1)

de modo que 7/ é a variancia da mediana amostral em uma amostra de tamanho n da
distribuigdo dos erros.

O estimador Ly dos parametros do modelo, ,[}, 6 o valor de f§ que minimiza

Sy, —x Bl ondey é oiésimo elemento do vetor ¥, e x; é a i-ésima linha da
matriz X. O critério Ly é uma alternativa robusta ao método de minimos quadrados
sempre que os dados contém valores aberrantes, ou quando os erros seguem
distribuigdo com caudas pesadas, como, por exemplo as distribuigbes de Cauchy e
Laplace, ou quando a fungao de perda é proporcional ao valor absoluto dos erros.

O método de estimag&io L, tem uma longa histéria em aplicagbes estatisticas, desde a

sua formulaglo inicial feita por Roger Boscovich em 1760. Apés a proposicio do
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método de minimos quadrados por Legendre em 1805, esse método caiu no
esquecimento, devido a dificuidade computacional requerida para o calculo dos

estimadores.

Entretanto, apés 1955, o método L voltou a atrair a atenglio de pesquisadores, devido
2 sua formulagiio como um problema de programacao linear feita por Charnes, Cooper
e Ferguson (1955). A partir de entdo, surgiram varios trabalhos propondo algoritmos
para a obtengao de estimativas Ly em modelos de regressao linear simples e muitipla e
estudando suas propriedades estatisticas . Um histérico sobre a regresséo Ly pode ser
encontrado em Narula et af (1999) e em Portnoy e Koenker(1997).

Sabe-se que os estimadores L; sfo também estimadores de méaxima verossimilhanga,
e portanto assintoticamente n&o viesados e eficientes, quando os erros seguem
distribuicao de Laplace. Basset e Koenker(1978) provaram que os estimadores L, dos
parametros do modelo de regressao so assintoticamente nao viesados, consistentes e
seguem assintoticamente distribuiggc normal multivariada com matriz de variancias e
covariancias dada por Z (X' X)'. Uma consequéncia importante desse resultado é que
os estimadores L, de 3 possuem menor elipséide de confianga do que os estimadores
de minimos quadrados, para qualquer distribui¢csio dos erros na qual a mediana & uma

medida de posic8io mais eficiente do que a média.

Com base na distribui¢iio assintética dos estimadores L foram deduzidas férmulas
para a construgio de intervalos de confianga e testes de hipodteses sobre os
parametros do modelo (Dielman e Pfaffenberger, 1982 e Narula, 1987).Para o célculo
dos erros padrio dos estimadores de § e também na construgdo dos referidos
intervalos de confianga e testes de hipdtese , 6 necessario termos uma estimativa do
parametro 7. Varios estimadores para 7 foram propostos (McKean e Schrader, 1984).
Um estimador consistente recomendado por esses autores é dado por:

f=\/17(e(

ew)/4,

n -m1)

onde



m=@*+1)/2- yn',
n" é o numero de residuos n4o nulos,

€(1),..., 8(n) 580 0s residuos nfo nulos ordenados em ordem crescente.

Observemos que 7 é uma medida de variabilidade dos residuos, sendo influenciado
por todos os residuos n&o nulos, mas determinado por apenas dois deles.

Um estimador consistente de 7também é necessario para o calculo do coeficiente de

determinag&o robusto proposto por McKean e Sievers(1987). Esse coeficiente é uma
medida informal do ajuste do modelo. Sua expressio &:

R=RSEA/(RSEA+(n-p-1)( 7 /2)),
onde :
RSEA = Zziy —ﬁoi—g[y, -3,
ﬁo = mediana (yy, ..., ¥») .

¥, & o valor previsto da i-6sima observagéo , ou seja, 3, = x, 3,

ﬁ é o estimador Ly dos coeficientes de regressio do modelo.

Uma propriedade desejavel para um coeficiente de determinagfio é que seu valor
aumente quando novas variaveis preditoras sio adicionadas ao modelo (Kvalseth,
1985). Para o coeficiente de determinago R; , isto ocorre somente se a estimativa de t
diminui @ medida que novas variaveis sfo adicionadas ao modelo. Isto nem sempre
acontece, como mostramos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.1- Os resultados apresentados neste exemplo foram obtidos a partir de
dados relativos a iméveis, retirados de Narula e Wellington (1977), contendo as
variveis imposto, em centenas de délares (x,), Area do Terreno, em milhares de pés
quadrados (x;), Area Construida, em milhares de pés quadrados (x3), Idade da
Residéncia, em anos (x4), e a variavel resposta, Prego de Venda da casa (y), em
milhares de délares.



Na Tabela 1.1 apresentamos todos os possiveis modelos que podem ser obtidos a
partir das varidveis explicativas consideradas , o numero de parametros (k), e os

valores observados de 1 e do coeficiente de determinagao R,.

Tabela 1.1. Numero de parametros (k) e valores observados de ¢ e de R; para todos
os modelos de regressio possiveis, utilizando os dados de iméveis.

Varidveis no Modelo k £ R2
Nenhuma 1 10,9629 0,0000
Xy 2 4,0079 0,7105
X2 2 8,0285 0,3830
X3 2 9,8973 0,4681
X4 2 11,8750 0,1164
X, X2 3 3,9590 0,7215
X1, X3 3 5,4301 0,6860
X1, X4 3 3,9636 0,7212
X2, X3 3 8,0913 0,5470
X2, Xa 3 6,5918 0,4576
X3, % 3 6,6577 0,6098
X1, X2, X3 4 6,1331 0,6701
X4, X2, X4 4 7.3275 0,5937
X1, X3, Xa 4 5,4875 0,7011
X2, X3, Xa 4 4,0022 0,7410
X4, X2, X3, Xe 5 4,0246 0,7704

Observamos que o valor de ¥ no modelo com a variével x; (4,0079) é menor que no
modelo com X4 e xa (5,4301), fazendo com que o Rz do modelo com x4 (0,7105) seja
maior que o R> ho modelo com x; e X3 (0,6860). Entretanto, a contribuigiio adicional da
variavel x5, dado que x; estd no modelo, ¢ significante (nivel descritivo menor que
0,01).



Portanto, devido & instabilidade das estimativas de 7 em pequenas amostras, que

A

decorre provavelmente do fato do valor de # ser determinado por apenas dois
residuos, pode ocorrer que, mesmo sendo introduzida uma variavel que traga
contribuicdo na explicag&o da varidvel resposta, a estimativa de 7 aumente quando se
passa do modelo reduzido para o completo. Este fato diminui o valor de R; , fazendo

com que esse modelo n&o seja selecionado, se o coeficiente de determinagfio for o
critério utilizado para escolha do modelo final entre todas as possiveis regressées.

Sabe-se que, quando 0s erros seguem uma distribuicio de Laplace, o estimador de
maxima verossimilhanga de 1 é o Erro Médio Absoluto ( ver, por exemplo, Eiian et al,
2000), dado por:

7'= SEAn (1.2)

onde

SEA:[Z:;Iyi -j‘)il'

Apesar das condigSes de regularidade usuais nfo estarem satisfeitas, 7 & um
estimador consistente de 7 ( Engelhardt e Bain, 1973). Esse estimador & uma medida
de variabilidade dos residuos e possui a propriedade de diminuir quando novas
variaveis preditoras sfio adicionadas ac modelo. Sua utilizacso permitiu a construgio
de um coeficiente de determinagio robusto que satisfaz as condigbes estabelecidas
por Kvalseth (1985) e um coeficiente de determinagao ajustado pelo nimero de
variaveis preditoras no modelo (André et al, 2000).

Nosso objetivo neste trabalho é estudar a possibilidade da utilizago do estimador 7°

como uma alternativa a 7 quando os erros seguem outras distribuigSes aléem da
Laplace. A importAncia do método de estimag&o Ly foi recentemente apontada por
Portnoy e Koenker(1997) , que apresentaram varias situages praticas nas quais a
aplicagdo do método é recomendada . Portanto, a busca de procedimentos que tornem
a aplicacho do método mais cficiente traz contribuig8o importante para a teoria
estatistica.



Na se¢fio 2, deduzimos distribui¢bes aproximadas para 7, considerando erros com
distribuicio Normal, Normal Contaminada Laplace e Logistica. Foram também feitas
algumas considerag8es sobre o viés assintético desse estimador.

Na segfio 3, realizamos um estudo de simulagéio no qual distribuicSes empiricas de

t'e 7 foram geradas a partir do ajuste de modelos com uma variavel preditora e erros
com as distribuicdes consideradas na secdo 2 . Médias e desvios padrido das
distribuigses empiricas foram comparados com os correspondentes pardmetros das
distribuigSes aproximadas obtidas na segdo 2, para diferentes tamanhos de amostra.

Considerando adicionalmente a distribuig@o de Cauchy, comparamos, 7 e 7 quanto ao
viés e erro quadratico médio.

Procuramos, na segéo 4, associar os resultados obtidos nas segles 2 e 3
ao peso das caudas das distribuicSes de erros consideradas .

As conclusdes do trabalho s3o apresentadas na segéo S.

2. Distribuigao aproximada de 7~

Nesta se¢3o, determinaremos a distribuic&o assintética de 7", considerando erros com
distribuicdo Normal (0, 02), Normal Contaminada consistindo de variaveis aleatérias
selecionadas da Normal (0,1) com probabilidade p, e de uma N(, 02) com

probabilidade (1-p), Logistica com média zero e variancia };ft2/3 e Laplace com média

zero e variancia 20>
Notemos inicialmente que 7~ pode ser escrito como:

At n p 1 R A
£ %z,zlly, ~x Bl =Ty -x - E-xP. @1

onde ﬁ é o estimador Ly do vetor de parametros f.
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Como x ﬁ é um estimador consistente de x 8 (Basset e Koenker, 1978), a

distribuicio assintética de 7° é a mesma de lz:_lt ¥, - x, 1, que, por sua vez &
e

1
iguala =Y ” ,| & ], onde & é o i-¢simo elemento do vetor de erros do modelo.
nTs

Passaremos a estudar a distribuigdo assintética dessa varidvel aleatéria para
diferentes distribuigSes dos erros do modelo.

Erros com distribuigao N(O,cz)

£
Utilizando o fato de que —- ~ N (0,1), verificamos ( ver Apandice A) que
c

e} V2 e} _=-2
E(—a—)-—ﬁ e Var[—;]_T

A

Além disso, as varidveis aleatérias — , i = 1,..., n, sfio independentes e identicamente
lo

distribuidas e assim, devido ao Teorema Central do Limite,

Lsw o] 42
2T B e

Como conseqiiéncia,



Wi =

5
Como & ~Normal (0, 0%), temos que 7 = \/—275 o, eentlo

= A I
W“'(\/E(?_T)‘/"’r \/2_(”___2_)] - N©.1),

ou ainda
Jnx (?’ 2] D
W, = -1 — N1
NS ©.1)

T

Erros com distribuicio Normal Contaminada

~ em No caso em que os erros tém distribuigho Normal Contaminada, isto &, consistem em
- N(C, vari4veis aleatérias selecionadas da Normal (0,1) com probabilidade p, e de uma N(O,

a o%) com probabilidade (1-p), a fungao densidade de probabilidades de & é da forma

1-p gl

fle)= J——exp(——) Tore exp(~

-), —o< g <o

Verifica-se que, nestas condigdes,

E(g) =0, Var(g) = p+(1-p)02 e que o parametro 7 é dado por

- \[271'0' _
2(p0'+1 p)



Adicionalmente, |¢,|=|y, — x B, i=1,...,n s8o varidveis aleatorias independentes e

identicamente distribuidas com media e variancia ( ver Apandice A) dadas por

2p 2A-p)o

2r  om

E(&))=

. (@(-p)-2(1-p)*)o’ -4p(1- p)o + pr -2 p*
7

Var (jg))= G*

Assim, pelos mesmos argumentos utilizados no caso de erros com distribuico Normal,

[ | 2 2(1-

—Zly,_x,ﬂ' p+‘/(2_p)a D
- z — N@O,1),
A

e com isso,
12 A 2p+2(1~
;Zy,-—x[ﬁ—-g- _‘/(z—p_)g D
N = Bnwr 2oy N(0,1),
T
ou seja,

D
Uz — o — N(,1).

Erros com distribuigio Logistica

Admitindo que a distribuic&o dos erros é Logistica com fungio densidade

exp(—¢, /y)

)= s expts, I

—0<E <w,

de modo que E(g) =0, Var (g) = 72722/3, verificamos que o parametro 7 é 2.
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Por outro lado, |&], i = 1, ..., n s&o varidveis aleatorias independentes e identicamente

distribuidas e verifica-se ( ver Apéndice A) que a média e a variancia dessas variaveis

530 respectivamente 1,386ye 1,37 ;7

Desta forma, pelo Teorema Central do Limite,

1 n
;Z]yz —.xzﬂi—ls3867
=1 .

n

— N(G,1).

Devido aos argumentos utilizados anteriormente, segue como conseqiéncia que

[ L386y |
£ -1386y _ ¢ 5 Now.

e e

Como neste caso 7= 2y, obtemos

2vn

T _0693] 5 N@©1).
Jm[ J ZNeD

Erros com distribuigio de Laplace
Para erros com distribuigo de Laplace com meédia zero e variancia 202, temos que

7=0,E(|&]) = o e Var(|g}) = &

Portanto, pelo Teorema Central do Limite,
l n
;Zle —xzﬂl_c n
— = - - N@©1),
(o3
7in

@, com isso,
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"/}T ‘/T——lje N (0.1).

Comentarios

Pelo fato da média amostral dos valores absolutos dos residuos ser uma fungao
continua e limitada, temos, pelo Lema de Helly-Bray ( ver, por exemplo, Sen and
Singer, 1993), que a esperanga desse estimador converge para a média de sua
distribuigéo assintética, e desta forma a expressio do viés assintético de 7° pode ser
obtida.

~

Os resultados obtidos sobre a distribuicdo assintética de 7°, mostram que o viés
assintético desse estimador ¢ n&o nulo para todas as distribuicbes de erros
consideradas, a menos da distribuicao de Laplace.

No caso de erros com distribuigio Normal (0, 02). o viés assintético é dado por

(4

ou seja , 7, em média, subestima r. Se o0s erros seguem distribuicio Normal

Contaminada, a expressfio do viés assintético é

P~ pYo®-1)’ +(1-x1)o
V27 (po+(t-p))

que assume valor negativo se p(1- pXo’ -1)> <(x-1)o e positivo, caso contrario.

Quando a distribuicio dos erros é Loglstica, o viés assintotico é dado por
0614 y=-0,3077

sendo, portanto, sempre negativo.
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Com base nas distribuigdes assintéticas apresentadas , intervalos de confianga

assintéficos para 7 podem ser construidos. Por exemplo, no caso de erros normais,

um intervalo de confianga assintotico para 7 ¢ dado por

(k, 7"k, ), 2.1)
onde
klz__.‘/;_”___
Wn+2J2n-2)
Jnz

R sy

Z 6 o quantil de ordem (1+ ¥ )/2 da distribuicio Normal padréo, sendo ¥ o coeficiente

de confianga do intervalo.
O intervalo de confianga acima permite testar hipéteses do tipo H: 7 = 1p ao nivel de

significancia a = (1- ).

3. Simulagéo

Um estudo de simulagfo foi realizado com o objetivo de gerar distribuic8es empiricas
dos estimadores 7' e 7. Considerando as seguintes distribuigdes para os erros & do

modelo:

- Normal (0,1) = t=1253

- Logistica com média zero e variancia 723 = 1 =2,00,

- Laplace com média zero e variincia 2 = t= 1,00,

- Normal contaminada (NC85-15) que consiste de variaveis aleatérias selecionadas
da Normal(0,1) com probabilidade 0.85, e da  N(0,49) com probabilidade 015=1
= 1,439,

- Normal contaminada (NC80-20) que consiste de variaveis aleatérias selecionadas
da Normal(0,1) com probabilidade 0.80, e da N(0,49) com probabilidade 0.20 = 1
=1513e

- Cauchy com mediana igual a zero e pardmetro de escala igual a um =t = 1,571,
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o estudo foi conduzido da seguinte forma :

e Foram considerados modelos de regress&o contendo 1 varidvel independente
gerada a partir da distribuicio Normal(0,1), independentemente dos erros. Sem
perda de generalidade, aos coeficientes do modelo foi atribuido valor unitario.

e Foram considerados tamanhos de amostra (n) iguais a 10, 20, 30, 50, 100 e 200.

¢ Em cada uma das situagSes definidas por n ,e distribuicdo dos erros foram gerados
1000 conjuntos de dados.

e A cada conjunto de dados gerado foi ajustado 6 modelo de regressio pelo método
L1 e obtidos os valores de 7° e 7. Para cada tamanho de amostra e distribuigsio

dos erros, esse procedimento gerou 1000 valores de 7 e 7, a partir dos quais
foram calculados os resultados apresentados a seguir.

Para a realizagéo da simulag#o, foi construido um programa no aplicativo S-Plus.

As distribuicSes de 7° e 7 geradas na simulagao foram utilizadas com dois propésitos.
Considerando inicialmente as distribuigbes geradas para 7, utilizamos os resultados
da simulag&o para comparar as distribuigbes aproximadas de 7' obtidas a partir da
distribuicdo assintética desenvolvida na se¢io 2 com as geradas no estudo, para
amostras de tamanho n = 10, 30, 100 e 200. A comparagso foi feita somente através
do célculo das médias e desvios padrao das duas distribuigbes, que sfo apresentadas
nas Tabelas 3.1 a 3.5. Uma comparago mais completa sera feita futuramente
estimando-se probabilidades de cobertura de intervalos de confianga para T

construldos com base na distribuico assintética.
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Tabela 3.1- Médias e Desvios padrao das distribuicSes teérica e empirica de 7°, para
n=10, 30, 100 e 200, quando 0s erros tém distribuigao N(0,1), (7= 1,253)

n distfibuit;ao aproximada distribuigéo émp_iricé
'Tdia | desvio padr_at_a 1 média ' desvit;;_:a;drao |
10| o8 ofel 0675 | 0179 |
30 0,798 0,1 10 0,758 . 0,130
100 0,798 060 0785 | 0061 |
o5

0.798 0,043 0788 | 0044 |

Tabela 3.2- Médias e Desvios padrio das distribuigSes tedrica e empirica de 7, para

n=10, 30, 100 e 200, quando os efros t&m distribuigdo Loglstica com média zero e

variancia n%/3, (7=2,00).

n distribuicio aproximada | distribuic&o empirica
 media | desvio p;c-lréo- . media " desvio p;d_r;
10| 1386 0370 | 1189 0355

30 1386 | 0214 | 1311 | 0212
100 1386 | 0M7 1363 | 0120 |

200 | 1388 oo | 1380 0,082
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Tabela 3.3- Médias e Desvios padriio das distribuicbes tedrica e empirica de 7, para
n=10, 30, 100 e 200, quando os erros t&m disfribuigio NC85-15 (1 = 1,439).

4| distribuigoaproximada | distribuigho empirica |
média ._ |_clesvio padrio média -:_-desvio padrao |
10 | 1516 ___!-___()_,'IGT BT I ¥ 7
30 1516 | 0444 1498 | 0450
100 1518 | 0243 T 140 | 0236
s | oam 1502 | 0165

Tabela 3.4- Médias e Desvios padrio das distribuig8es teérica e empiricade 7', para
n=10, 30, 100 e 200, quando os erros tém distribuicdo NC80-20, (r= 1,513)

1,755

n | distribuigio aproximada _.! distribuigfio empirica
média l _c?esvio padrio —‘  media i des;i;;;adrao_i
10 1755 | 0867 | 1624 | 0876
30 1,755 0501 | 1498 | 0450 |
100 7SS 0274 | 1739 ' 0277 |
200 | ot | 1745 | 0190 |
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Tabela 3.6- Médias e Desvios padrio das distribuic8es teérica e empirica de 7, para
n=10, 30, 100 e 200, quando os erros t&ém distribuigio Laplace com média zero e

variancia 2, (r= 1)

n | dis_tribuiéa ay;foximada _ distribui¢ao er;pirica
. média | desviopadric ' média | desvio padrio
10 1 o036 | os2 | o030
30 1 oa83 "~ oers | 0182 |
T 10 1 ot0  09% ojbé?'—i
- ]

200 | 1| oomt | oge3 | 0070

- - B N ————,

Os resultados apresentados nas Tabelas 3.1 a 3.5 indicam que as médias e desvios
padrdo das distribuigdes assintoticas e empiricas de 7' s@o préximas , sendo uma
indicag#o preliminar de que a distribuicio assintética ¢ uma boa aproximag&o para a
distribuicio desse estimador mesmo para amosfras pequenas, qualquer gque seja a
distribuicao dos erros.

O= resultados da simulago foram também utilizados com o propésito de comparar as

distribuigses dos estimadores 7~ e 7.

Nas Tabelas B1 a B7 do Apéndice B apresentamos estatisticas descritivas das
distribuicdes desses estimadores. Os resultados obtidos sugerem que :

e 7" pode ser adotado como uma alternativa a 7, quando os efros seguem
distribuigio de Laplace, NC85-15, ou NC80-20, pois neste caso o estimador
proposto apresenta viés e erro quadratico médio menor ou da mesma ordem que

f , principalmente em amostras de tamanho inferior a 50.

e Quando os erros seguem distribuigao Normal ou Logistica , 7 tende a subestimar x.

As médias das distribuigbes do estimador 7 geradas no estudo mostraram-se mais
proximas ao verdadeiro valor do pardmetro, sendo seus efros quadréaticos médios
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praticamente uniformemente menores que os de 7 para todos os tamanhos de
amostra.

e Para erros com distribuicdo de Cauchy, o estimador em estudo tende a
superestimar 7. Este resultado pode ser atribuido ao fato de todos os residuos
serem considerados no célculo de # .Embora com menor viés e erro quadratico

médio menor que o de 7', 7 nao apresentou bom comportamento para amostras
de tamanho menor ou igual a 30.

4. Algumas caracteristicas sobre as distribuicGes consideradas no estudo

As distribuicdes consideradas nas seg8es 2 e 3 s30 todas simétricas em torno de zero

e podem ser ordenadas segundo ¢ peso relativo de suas caudas (Groeneveld e

Meeden, 1984). Um coeficiente que pode ser utilizado com essa finalidade & dado por:
ba(@) = [F'(1-a)+F (@) - 2V [F™'(1-0) + F (o9,

onde :

F*(x) = 2F(x)-1,

F(9) é a fungo distribuicio dos eros,

v* é a mediana da fungso densidade associada a F*.

Esse coeficiente § uma extensfio do coeficiente de assimetria de Bowley ( Bowley,
1920) e apresenta as seguintes caracteristicas:

o 1< b)) <1,

¢ bz (o) n&o requer a existéncia de qualquer momento da distribuicso dos erros, e seu
valor é independente dos parametros de locagso e escala.

Apresentamos na Tabela 4.1 os valores de b, () para as distribuicbes consideradas no
estudo, considerando o=0,10 e «=0,05. Temos , para os dois valores de «
considerados, a seguinte ordenagio das distribuiges segundo o peso de suas caudas:

Normal < Logistica < Laplace < NC85-15 < NC80-20 < Cauchy.
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Tabela 4.1- Valores de b;(o) para as distribuigdes consideradas no estudo

Distribuicdo | b2(0,10) b2(0,05)

Normal | 02775 0,3551
" Logistca : T oaass | o430
 Laplace | 04650 | o0se4l
NC85-15 T osets | 07848
NC80-20 ‘ o672 | 08076
o Cauchy |T 0,7265 0,854r1___ -
|

5. Consideracoes Finais

Neste trabalho foram estudados o comportamento do estimador 7~ com o objetivo de
utilizar esse estimador como uma alternativa a 7. Determinamos sua distribuigio
assintética considerando diferentes distribuigSes para os erros do modelo. Verificamos
que esse estimador &, de uma forma geral, viesado assintoticamente, possuindo viés
assintético nulo quando os erros seguem distribuic3o de Laplace. Nos casos de erros
com distribuicio Normal ou Logistica o viés assintético é negativo. Através de um
estudo de simulagio comparamos os dois estimadores quanto ao viés e erro
quadratico médio, considerando distribuigdes com diferentes pesos nas caudas e

diferentes tamanhos de amostra. Observamos que 7'6¢ uma boa alternativa a

7 quando os erros do modelo seguem distribuicio de Laplace ou Normal Contaminada
com os paradmetros considerados no estudo. Quando os erros possuem distribuigio

Normal, Logistica (caudas mais leves) ou Cauchy (caudas mais pesadas),
1 apresentou melhor comportamento, para todos os tamanhos de amostra. Entretanto,
no caso da distribuicio de Cauchy, embora 7tenha apresentado melhor
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Apéndice A - Resultados utilizados na segao 2

Na se¢f0 2, quando obtivemos as distribuigdes assintéticas de ' It as distribuigbes

consideradas para os erros eram simétricas em torno de zero. Verifica-se faciimente

que se X & uma variavel aleatéria com valores no intervalo ] -, « [, simétrica em torno

do zero e com densidade fx), ent2o a densidade de Y=|X| &
gly) =4( 2 fly), paray >0

L0,  paray<0.

Utilizando esse fato, obtivemos E(j&f), quando & tem distribuicao Normal, Normal

Contaminada , Logistica e Laplace.

Para £~ N (0, oz), segue que W; = | &/ | tem densidade

2 1 o
ow)= ox p( > i)W,
0 , w; <0

e assim,

0

2w, 1 2 1 2
E(W) = I 27; exp(—Ew,.2 Jaw, = \/—E;[_ exp(— Ew,?)] = W
0

0

Por outro lado,

gl
EWi) =& (a—)

e, portanto,

LB = Var@)i? = 1,
o

Var(Wy) = (72)/ .

Quando os erros & t&ém distribuigio normal contaminada, a densidade de Ui = | |

é dada por



2p 1,2,201-p) 1,2
-—ui), 20
Fu,) = rexp( 29 o oxp(-5ui), u;
0, u; <0
Desta forma,

1
EW) = IT———‘U;GXP( -—u,)du +I2L‘/2_myezu,exp(-—é?u,?)du,

=_2p_[ exp(—— 2]w+2(1 p)[ zexp(—z%‘_zu,’)}n
2] 1]

N V2ro
_2p 201-po
2r ' en

E(UD) = E(59) = Var(g) = p + (1-p) &

que & a variincia de uma variavel aleaté6ria cuja distribuigBio é uma mistura de normais,

com parametros p, {1-p), médias iguais a zero e variancias iguaisa 1 e o

Como consequéncia,

Var (U) = [‘r"(ip) -21- P)Z]Uf -4p(1-p)o +px —_ZLZ .

T

No caso em que 4 tem distribuigio Logistica com média zero e varidncia };722/ 3,

2x ex;{ X )
2,[1+exp( / )]

zexp(-z)
o <1

mm=f
g

pois,
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_[hzexp( 2) 4z 0,693,

+exp(-z)f
Por outro lado,
E@Y) =E(D =3 e, como consequeéncia,
Var (Z) = Var(|g]) = 0,3289 * — 1,3862 = 1,37 .

Para g com distribuicio de Laplace com média zero e variancia 202, |g| tem
distribuicBo exponencial com média o e variancia & Portanto,
E(a)=o=T1e

Var (lg) =0 = 7.



Apéndice B - Tabelas

Tabela B1- Valores de estatisticas descritivas observados nas distribuigses dos

estimadores 7'e ¥ geradas nos estudos de simulagio a partir de modelos com uma
variavel independente, erros com distribuiciio Normal (0,1) (z = 1,253)e diferentes

tamanhos de amostra.

i A média mediana ‘ erro minimo ‘ maximo |
guadratico -
| | médio |
| [ el eJe] e e#]e] s ]e |
| 10 [ 1,233 | 0675 [ 1,193 | 0,661 | 0,198 | 0,366 | 0,276 | 0,001 | 2,893 | 1,073 |
| 20 [1316] 0735 1,289 0,730 | 0,149 | 0,286 | 0,175 | 0,351 | 2,681 | 1210
| 30 |1.252[0758 | 1216 0753 0,109 | 0,257 | 0,368 | 0,477 | 2,404 | 1,117
| 50 1138 07761123 0,773 0097 | 0051 0.447 | 0501 | 2.250  1.030
100 | 1,164 | 0,785 | 1,158 | 0,783 | 0,069 0223 0,415 | 0611 |2,014 | 0,978
150 | 1,244 | 0790 | 1,229 0790|0058.0217 0,626 | 0,646 | 2,071 | 0,951
| 200 | 12460788 [ 1221 0,786 | 0,052 | 0,218 | 0,680 | 0,635 | 2,425 | 0,933

Tabela B2- Valores de estatisticas descritivas observados nas distribuicses dos

estimadores 7' e 7

geradas nos estudos de simulaco a partir de modelos com uma

variavel independente, erros com distribuigdo Logistica (x = 2,00)e diferentes

tamanhos de amostra.

efro '

n | média mediana qu:lc;r;gco | minimo | maximo ‘
HEAEREEEREEREEEREDS

10 [2,120 [ 1,189 [ 2,019 | 1,165 | 0,722 | 0,784 | 0,253 | 0,386 | 5,459 | 2,675 |
20 | 2206 | 1,281 | 2,146 | 1,263 | 0,500 | 0,580 | 0,624 | 0507 | 4,950 | 2,146
30 | 2,039 13111990 1,297 | 0290 0519 0,256 | 0.746 | 4,144 | 2,195 |
50 | 18141352 1,797 | 1,340 | 0,270 | 0,446 | 0,619 | 0,900 | 3,462 | 1,910 |
100 | 1,866 | 1,363 | 1,831 1357 0,183 | 0,420 0,779 | 0,986 3,383 1,742 |
| 150 /2,004 1372 1,987 | 1,379 0,141 0403 1,030 | 1,078 | 3,190 1,654 |
| 200 | 2,035 1,380 | 2,017 | 1,376 | 0,128 | 0,391 | 1,070 | 1,155 | 3,264 | 1,668 |
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Tabela B3- Valores de estatisticas descritivas observados nas distribuigées dos

estimadores 7'e f geradas nos estudos de simulagfio a partir de modelos com uma
varidvel independente, erros com distribuigdo de Laplace (t = 1)e diferentes tamanhos
de amostra.

erro

| | .
" n | média mediana qu;:r;gco minimo | maximo
EREEEREERERERE: f*'f'f*;
10 1,461 0872 1,368 0843 0705 0,112 0,162 0238 4413 2207
20 |1442]0936 1401 0917 0443 0052 0373 0482 3479 1942
30 "1314 0,675 | 1,263 | 0,960 | 0,261 0,034 0462 0481 3,105 1,621
50 | 1072 0979 | 1042 0974 10100 0021 0,382 0616 2351 1453
100 | 1,076 0996 1,058 0992 0068 0,009 | 0,403 0711 2025 1393
| 150 1,118 0091 1106 0,989 | 0,085 | 0,007 | 0.555 | 0,767 | 1,993 | 1,263 |
200 | 1,009 | 0,993 | 1,093 | 0,992 | 0053 0,005 0557 0,788 | 1,942 | 1,223

Tabela B4- Valores de estatisticas descritivas observados nas distribuigdes dos

estimadores 7 e 7 geradas nos estudos de simulagfio a partir de modelos com uma
variavel independente, erros com distribuigdo
0,85 Normal(0,1)+0,15 Normal(0,49) (== 1,439) e diferentes tamanhos de amostra.

| erro

: n | média mediana qu;c;r;t;co minimo |  maximo

| f [ [ e [ e Jee | 2 [ ] 2 [ & |
10 51871'1_340 1550 1,152 1,884 0568 0232 0,293‘9,958f6,ﬁ1_'
20 | 1640 | 1468 1560 1387 0393 0293 0425 0351 8533 | 3838
30 I1518|1498|1501_ 1443 | 0,192 | 0,206 0530,0,475L3465|3_§9_4

| 50 [1325 1484 1282 1455|0144 | 0,121 0314 | 0636 2,696 2935

100 | 1,338 1,490 1313|1479 0,104 oossloss1 0,883 | 2501 | 2,334 |

7150 1,450 1500 | 1,435 1493 0072 0043 0721 0942 2558 2,120

| 200 | 1,451 1502 | 1,441 1,500 0067 0031 0,706 | 0,975 2,432 2053
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Tabela BS5- Valores de estatisticas descritivas observados nas distribuicdes dos
estimadores 7'e 7 geradas nos estudos de simulagio a partir de modelos com uma

variavel independente,erros com distribuigéo
0,80 Normal(0,1)+0,20 Normal{0,49) (r = 1,513)
e diferentes tamanhos de amostra.
' i erro
| n média | mediana quadratico minimo méaximo
| _ médio
ol | | || | &l f | &

10 | 2,182 | 1,624 | 1,716 1,414 2933 | 0,638 | 0,259 | 0249 125 5204
20 | 1,808 | 1,69 | 1,677 | 1,626 | 0,684 | 0,427 | 0,393 0,541 9202 | 4,419

30 | 1610|1498 | 1,558 | 1,498 | 0221 0,270 | 0,606 | 0,475 | 4,200 | 3,394
50 [ 1,410 1,727 [1,399 | 1697 | 0,153 | 0,93 | 0,480 | 0,803 | 2,883 | 3,244
100 | 1,405 | 1,739 | 1,367 | 1,719 | 0111 | 0,126 | 0,671 | 1,069 | 2.738 | 2,830

i 156 1519 1,737 | 1,499 | 1,729 | 0,083 | 0,098 | 0,759 | 1,146 | 2,488 | 2617
| 200 | 1,523 1,745 | 1511|174o|oo75\0092 0784 1212 | 2,383 | 2,480

Tabela B6- Valores de estatisticas descritivas observados nas distribui¢Ges dos
estimadores 7'e 7 geradas nos estudos de simulagio a partir de modelos com uma

varidvel independente, erros com disfribuicdo de Cauchy (r = 1,571)e diferentes
tamanhos de amostra.

; média | mediana erro quadratico minimo maximo
n | médio

- = = = 1
|
1

ls % (o t | & ¢t 7 -4 £+ ¢ T

_ 10 | 3480 | 7,39 | 2,458 | 2070 | 2015 | 26940 |0294| 0340 48,50 12087
20 | 2,375 | 228 | 2,147 | 2,800 | 1,794 | 182089 0,483 0,400 | 8343 | 13019,1
30 | 1,931 | 1474 | 1863 } 3,010 | 0,587 | 51611 10533| 0,740 | 5,191 | 7064,1
50 | 1,578 | 6902 | 1543 | 3608 | 0168 | 348 |0533| 0,941 | 3920 | 2851
100 | 1,530 417 | 1,500 | 3,700 | 0,117 | 1281096 0,684 1,500 | 2,790 i357924

1150 | 1,620 | 7,866 | 1620 | 3955 | 0,097 | 581 |0816| 1689 2,782 |

|2oou 1615 | 7,747 | 1603 4,205 0086 | 375 |0819| 1,819 | 2,787 '| 3352
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