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1.2 Caracteŕısticas das SVMs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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A.3 Otimização com várias restrições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

iv



Lista de Figuras

2.1 Exemplo de conjunto de treinamento binário classificado segundo três diferentes
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4.1 Determinação do hiperplano ótimo para conjuntos de treinamento gerais (Vert,

2001). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

5.1 Determinação do hiperplano ótimo no espaço de caracteŕısticas (Vert, 2001). . . 30

vii



Caṕıtulo 1

Introdução

As Máquinas de Vetores Suporte (Support Vector Machines - SVMs) constituem uma

técnica embasada na Teoria de Aprendizado Estat́ıstico (Vapnik, 1995) que vem recebendo

grande atenção nos últimos anos (Hearst et al., 1998; Cristianini and Shawe-Taylor, 2000).

Os resultados da aplicação desta técnica são comparáveis aos obtidos por outros algo-

ritmos de aprendizado, como as Redes Neurais Artificiais (RNAs) (Haykin, 1999), e em

algumas tarefas têm se mostrado superiores, tal como na detecção de faces em imagens

(Hearst et al., 1998), na categorização de textos (Hearst et al., 1998) e em aplicações em

Bioinformática (Zien et al., 2000).

Este relatório apresenta uma introdução às SVMs. Iniciando as descrições a respeito

dessa técnica, a Seção 1.1 apresenta uma breve descrição de conceitos de Aprendizado de

Máquina (AM), campo de estudo em Inteligência Computacional do qual as SVMs fazem

parte. A Seção 1.2 lista algumas das principais caracteŕısticas das SVMs que tornam seu

uso atrativo. A organização deste relatório é apresentada na Seção 1.3.

1.1 Aprendizado de Máquina

Aprendizado de Máquina (AM) é um campo de pesquisa da Inteligência Computa-

cional que estuda o desenvolvimento de métodos capazes de extrair conceitos (conheci-

mento) a partir de amostras de dados (Mitchell, 1997).

Em geral, os diversos algoritmos de AM são utilizados de forma a gerar classificadores

para um conjunto de exemplos. Por classificação entende-se o processo de atribuir, a

uma determinada informação, o rótulo da classe1 a qual ela pertence (Russel and Norvig,

1995). Portanto, as técnicas de AM são empregadas na indução (a partir de um conjunto

1A classe de um exemplo (instância) descreve o fenômeno de interesse, ou seja, o que se deseja aprender
e fazer previsões (Baranauskas and Monard, 2000).
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de treinamento) de um classificador, que deve ser capaz (idealmente) de prever a classe

de instâncias quaisquer do domı́nio em que ele foi treinado.

Três paradigmas podem ser utilizados na geração de um preditor por meio de técnicas

de AM: superviosionado, não-supervisionado e por reforço (Haykin, 1999). A escolha de

um paradigma de aprendizado determina a maneira como o algoritmo de AM se relaciona

com seu meio ambiente, ou seja, o modo como ocorrerá o seu aprendizado por meio de

um conjunto de dados.

No paradigma de aprendizado supervisionado tem-se a figura de um “professor ex-

terno”, o qual apresenta um conhecimento do ambiente representado por conjuntos de

exemplos na forma entrada- sáıda. Neste caso, o algoritmo de AM é treinado a partir de

conjuntos de exemplos rotulados com o objetivo de aprender uma função desejada.

No paradigma de aprendizado não-supervisionado não há a presença de um professor,

ou seja, não existem instâncias rotuladas da função a ser aprendida. O algoritmo de

AM aprende a representar (ou agrupar) as entradas submetidas segundo uma medida de

qualidade.

O último paradigma é o por reforço, em que o aprendizado se dá por meio de re-

compensas ou não ao indutor, dependendo de seu desempenho em aproximar a função

desejada.

Este relatório foca a utilização das SVMs em tarefas de classificação por meio de

treinamento supervisionado, embora seu uso também seja reportado em problemas de

regressão (Tay and Cao, 2001; Herbrich et al., 1999) e “clusterização” (aprendizado não

supervisionado) (Ben-Dor et al., 2000).

No desenvolvimento de técnicas de AM, diversos pesquisadores se inspiraram nos sis-

temas biológicos. Seguindo essa linha tem-se as Redes Neurais Artificiais, cujos conceitos

são baseados nos mecanismos de aprendizado cerebrais, e os Algoritmos Genéticos, que

têm seus conceitos inspirados no processo de evolução natural e na genética. No campo de

aprendizado simbólico, tem-se as Árvores de Decisão. Inspirado nos processos cognitivos,

houve o desenvolvimento dos Sistemas de Racioćınio Baseado em Casos. As SVMs, por

sua vez, fundamentam-se em Teorias Estat́ısticas. Algumas de suas caracteŕısticas são

discutidas a seguir.

1.2 Caracteŕısticas das SVMs

Algumas das principais caracteŕısticas das SVMs que tornam seu uso atrativo são

(Smola et al., 1999b):

• Boa capacidade de generalização: os classificadores gerados por uma SVM em
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geral alcançam bons resultados de generalização. A capacidade de generalização

de um classificador é medida por sua eficiência na classificação de dados que não

pertençam ao conjunto utilizado em seu treinamento. Na geração de preditores

por SVMs, portanto, é evitado o overfitting, situação na qual o preditor se torna

muito especializado no conjunto de treinamento, obtendo baixo desempenho quando

confrontado com novos padrões.

• Robustez em grandes dimensões: as SVMs são robustas diante de objetos de

grandes dimensões, como, por exemplo, imagens. Comumente há a ocorrência de

overfitting nos classificadores gerados por outros métodos inteligentes sobre esses

tipos de dados.

• Convexidade da função objetivo: a aplicação das SVMs implica na otimização

de uma função quadrática, que possui apenas um mı́nimo global. Esta é uma van-

tagem sobre, por exemplo, as Redes Neurais Artificiais, em que há a presença de

mı́nimos locais na função objetivo a ser minimizada.

• Teoria bem definida: as SVMs possuem uma base teórica bem estabelecida dentro

da Matemática e Estat́ıstica.

Entre as caracteŕısticas citadas, o destaque das SVMs está em sua capacidade de

generalização. Estes resultados foram apresentados por Vapnik e Chernovenkis através

da Teoria de Aprendizado Estat́ıstico, proposta por estes autores nas décadas de 60 e

70 (Vapnik, 1995). As SVMs surgiram como resultado direto do emprego dos prinćıpios

apresentados nestes estudos. Apesar de sua teoria ser relativamente antiga, as primeiras

aplicações práticas das SVMs são recentes, e datam da década de 90 (Hearst et al., 1998).

1.3 Organização do Relatório

Como as SVMs são baseadas na Teoria de Aprendizado Estat́ıstico, o Caṕıtulo 2 apre-

senta os resultados principais desta teoria e como as SVMs fazem uso de seus prinćıpios.

A seguir, o Caṕıtulo 3 apresenta a forma mais simples de SVMs, que realizam a

classificação de conjuntos linearmente separáveis.

O Caṕıtulo 4 estende os resultados apresentados para a classificação linear de conjuntos

mais gerais.

O Caṕıtulo 5 apresenta as SVMs não lineares.

Uma vez que as SVMs são propostas para problemas de classificação binária (envol-

vendo apenas duas classes), o Caṕıtulo 6 mostra como estas podem ser utilizadas em

problemas que envolvam a existência de mais classes (multiclasses).
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O Caṕıtulo 7 lista abordagens para o treinamento das SVMs, assim como algumas

implementações dispońıveis.

O Caṕıtulo 8 apresenta algumas aplicações de SVMs.

O Caṕıtulo 9 aponta as principais conclusões deste estudo.

Finalizando, o Apêndice A apresenta uma introdução simplificada à Teoria de Otimiza-

ção de funções, visando facilitar a compreensão de alguns conceitos Matemáticos apresen-

tados no decorrer deste relatório.
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Caṕıtulo 2

A Teoria de Aprendizado Estat́ıstico

Seja f um classificador, isto é, um mapeamento de um conjunto de padrões xi ∈ �m

para o espaço de classes, e F o conjunto de todos classificadores que um determinado al-

goritmo de AM pode gerar1. Este algoritmo, durante o aprendizado2, utiliza um conjunto

de treinamento S, composto de n pares (xi, yi), em que yi representa a classe do padrão

xi, para gerar um classificador particular f
′ ∈ F .

Considere por exemplo3 o conjunto de treinamento da Figura 2.1. Deve-se encontrar

um classificador (ou função) que separe as instâncias de treinamento das classes “ćırculo”

e “triângulo”. As funções ou hipóteses consideradas são ilustradas na figura através das

bordas, também denominadas fronteiras de decisão, traçadas entre as classes. Na imagem

2.1c, tem-se uma hipótese que classifica corretamente todos os exemplos do conjunto de

treinamento. A função utilizada, porém, tem grandes chances de cometer erros quando

confrontada com exemplos de teste distintos dos de treinamento, pois é muito espećıfica

para os últimos. Esse caso representa a ocorrência de overfitting, em que considera-se que

o algoritmo “memorizou” os dados do conjunto de treinamento.

Um outro modelo poderia desconsiderar pontos de classes opostas muito próximos

entre si, pois esses dados são pouco confiáveis (mesmo uma pequena quantidade de rúıdos

pode levar a uma mudança do valor de sua classe). A ilustração 2.1a representa esta

alternativa, em que se utiliza uma fronteira de decisão linear. A nova hipótese considerada,

porém, comete muitos erros, mesmo para casos considerados simples. Pode-se considerar

que houve a ocorrência de underfitting, pois o classificador não é capaz de se ajustar até

mesmo às instâncias de treinamento.

Um compromisso entre as duas funções apresentadas anteriormente é representado em

1Váriáveis vetoriais serão denotadas em negrito neste relatório.
2As descrições sendo realizadas dizem respeito ao paradigma de aprendizado supervisionado, em que

os exemplos são rotulados.
3Baseado em exemplo fornecido em (Smola and Schölkopf, 2002).
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Figura 2.1: Exemplo de conjunto de dados de treinamento pertencentes a duas classes classifi-
cado segundo três diferentes hipóteses.

2.1b, em que o preditor tem complexidade intermediária e classifica corretamente grande

parte dos dados.

A Teoria de Aprendizado Estat́ıstico (TAE) visa estabelecer condições matemáticas

que permitam a escolha de um classificador f
′
com bom desempenho para os conjuntos

de treinamento e teste. Ou seja, busca-se uma função f
′
capaz de classificar os dados

de treinamento da forma mais correta posśıvel, sem dar atenção exacerbada a qualquer

ponto individual do mesmo. A próximas Seções descrevem como se dá tal escolha.

2.1 Considerações sobre a Escolha do Classificador

Na escolha de uma função particular f
′
, é natural considerar a função que produz

o menor erro durante o treinamento, ou seja, aquela que possui maior habilidade de

classificar corretamente os padrões do conjunto de treinamento S. Seja o risco emṕırico

de f (Remp(f)), definido pela Equação 2.1, a porcentagem de classificações incorretas

obtidas em S, em que c(.) é uma função de custo relacionando a previsão f(xi) com a

sáıda desejada yi (Müller et al., 2001). Um tipo de função de custo é a “perda 0/1”,

definida por c(f(x), y) = 1 se yf(x) < 0 e 0 caso contrário (Müller et al., 2001).

O processo de busca por uma função f
′
que apresente menor Remp é denominado

Minimização do Risco Emṕırico.

Remp (f) =
1

n

n∑
i=1

1

2
c(f (xi) , yi) (2.1)

Supõe-se que os exemplos do domı́nio em que está ocorrendo o aprendizado (incluindo

os de treinamento) são gerados independentemente e identicamente distribúıdos (i.i.d.)

de acordo com uma distribuição de probabilidade P . O desempenho de generalização de
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um classificador f pode então ser definido como a probabilidade de que f cometa erro na

classificação de um novo exemplo gerado segundo P . A partir desta afirmação, define-se

o Risco Funcional R(f) = P (f(X) 	= Y ) (Equação 2.2), que quantifica a capacidade

de generalização de f (se R(f) for igual a 0, pode-se afirmar que f generaliza de forma

“perfeita”).

R (f) =

∫
1

2
c(f (x) , y)dP (x, y) (2.2)

Durante o treinamento, Remp(f) é facilmente observável. O mesmo não pode ser

afirmado sobre R(f), pois em geral a distribuição de probabilidade P é desconhecida. A

maioria dos algoritmos de aprendizado busca a minimização de Remp(f), esperando que

esta leve a um menor R(f). Portanto, na escolha de uma função f , geralmente se opta

por uma função f̂ tal que Remp

(
f̂
)
= min

f ∈F
Remp (f). Porém, também é desejável que o

classificador possua uma boa capacidade de generalização, ou seja, que se tenha f ∗ tal

que R (f ∗) = min
f ∈F

R (f).

Em geral, f̂ leva a uma boa aproximação de f ∗. Contudo, nem sempre isto é verdade.

Considere, por exemplo, um estimador que memoriza todos os dados de treinamento e

gera classificações aleatórias para outros exemplos (Smola et al., 1999b). Este classificador

possui um risco emṕırico nulo, porém seu risco funcional é igual a 1/2.

A TAE provê diversos limites no risco funcional de uma função, os quais podem ser en-

tão utilizados na escolha do classificador. A próxima Seção relaciona alguns dos principais

limites sobre os quais as SVMs se baseiam.

2.2 Limites no Risco Funcional

Seja S um conjunto de treinamento em que cada exemplo xi pertencente ao espaço

�m e os rótulos correspondentes yi assumem valores -1 ou +1. A partir de um processo

de indução, o objetivo é encontrar uma função g : �m → {−1,+1} capaz de predizer a

classe de novos pontos (x, y) de forma precisa.

Uma forma de realizar esta tarefa é utilizar uma função do tipo sinal, representada na

Equação 2.3.

g (x) = g (f (x)) =

{
+1 se f (x) > 0

−1 se f (x) < 0
(2.3)

e g(x) é desconhecido se f(x) = 0.

Esta função recebe a sáıda de outra função f(x), a qual define então uma fronteira de

separação entre os dados. Um exemplo é ilustrado na Figura 2.2.

Os limites no risco funcional para funções sinal relacionam o número de exemplos de
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Figura 2.2: Exemplo de função sinal.

treinamento, o risco emṕırico obtido neste conjunto e a complexidade do espaço de hipóte-

ses. Esta complexidade é medida através do conceito de dimensão Vapnik-Chervonenkis

(VC), definida a seguir.

2.2.1 A Dimensão VC

Dado um conjunto de funções sinal G, sua dimensão VC é definida como o tamanho

do maior conjunto de pontos que pode ser particionado arbitrariamente pelas funções

contidas em G (Smola et al., 1999b).

Para facilitar a compreensão deste conceito, pode-se reescrever a Equação 2.3 da forma

representada em 2.4, em que a função g(x) particiona o espaço de entradas em dois

subconjuntos disjuntos S0 e S1. Funções deste tipo também são denominadas dicotomias

(Haykin, 1999).

g (x) =

{
+1 se x ∈ S0

−1 se x ∈ S1

(2.4)

Seja ∆G(S) o número de dicotomias que o algoritmo de aprendizado tem capacidade

de induzir sobre S. Diz-se que S é “fragmentado” por G se ∆G(S) = 2|S| (| .| representa
a cardinalidade, ou tamanho, de um conjunto), isto é, se as funções contidas em G são

capazes de induzir todas as posśıveis dicotomias sobre S.

A dimensão VC de um conjunto de dicotomias G é então definida como a cardinalidade

do maior conjunto S que é fragmentado por G, ou seja, o maior N tal que ∆G(S) = 2N ,

em que N = |S|. Caso este valor não possa ser estimado, N assume o valor ∞.

Logo, um alto valor de dimensão VC indica uma grande complexidade das funções de

decisão contidas em G, já que essas se tornam capazes de fragmentar conjuntos de dados

também complexos.
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Figura 2.3: Exemplo de distribuição de três pontos no estado bidimensional. Verifica-se que
para todas as dicotomias posśıveis, é posśıvel traçar retas que separem as classes “ćırculo” e
“triângulo”.

O Exemplo 1, extráıdo de (Haykin, 1999), ilustra de forma mais clara os conceitos

apresentados.

Exemplo 1: Seja G′ o conjunto de funções sinal com fronteira linear, como representado

na Equação 2.5.

G′ : g(x) = sgn(f(x) = sgn(w · x+ b) (2.5)

em que x representa uma entrada m-dimensional, w o vetor de pesos e b o bias.

A dimensão VC do conjunto de funções G′ 2.5 é dada por 2.6.

V (G′) = m+ 1 (2.6)

em que m é a dimensão de x.

Este resultado pode ser analisado através da observação das Figuras 2.3 e 2.4.

Na Figura 2.3, há três pontos bidimensionais, o que gera oito posśıveis combinações

binárias dos dados, ou seja, oito dicotomias. Um número de oito retas é suficiente para

fragmentar estes dados em todas classificações binárias admisśıveis. As classificações

posśıveis e retas utilizadas em sua fragmentação são sumarizadas na Tabela 2.1.

Na Figura 2.4, tem-se os pontos bidimensionais x1, x2, x3 e x4. Uma das posśıveis

distribuições considerada é aquela em que x1 e x4 pertencem à classe “ćırculo” e x2 e x3

são da classe “triângulo”. Neste caso não é posśıvel separar os dados com o uso de uma

reta. É necessária uma função de maior complexidade para realização desta tarefa.
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x1 x2 x3 Função
◦ � � f1

� ◦ � f2

� � ◦ f3

� ◦ ◦ f4

◦ � ◦ f5

◦ ◦ � f6

� � � f7

◦ ◦ ◦ f8

Tabela 2.1: Ilustração esquemática do exemplo apresentado na Figura 2.3.

Figura 2.4: Distribuição de quatro pontos no espaço bidimensional. Para este caso, verifica-se
que não é posśıvel separar as classes por meio de uma reta.

A dimensão VC da Equação 2.5 no caso bidimensional é, portanto, igual a 3, em

conformidade com a Equação 2.6.

2.2.2 Limites Baseados na Dimensão VC

Os teoremas seguintes provêem limites no risco funcional (R(.)) de uma função basea-

dos na dimensão VC do espaço de hipóteses do qual o classificador é extráıdo (Smola

et al., 1999b).

Teorema 2.1 (Limite superior) Seja G um conjunto de funções de decisão mapeando

�m a {−1,+1} com dimensão VC h. Para qualquer distribuição de probabilidade P em

�mx{−1,+1}, com probabilidade de ao menos 1 − δ sobre n exemplos e para qualquer
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hipótese g em G o risco funcional é limitado por

R (g) ≤ Remp (g) +

√
c

n

(
h+ ln

(
1

δ

))
(2.7)

em que c é uma constante universal. Se ĝ ∈ G minimiza o risco emṕırico (Remp(.)), então

com probabilidade 1− δ

R (ĝ) ≤ inf
g∈G

R (g) +

√
c

n

(
h+ ln

(
1

δ

))
(2.8)

Teorema 2.2 (Limite inferior) Seja G um conjunto de funções de decisão mapeando �m

a {−1,+1} com dimensão VC finita h ≥ 1. Para qualquer algoritmo de aprendizado

há distribuições tal que com probabilidade de ao menos 1 − δ sobre n exemplos, o risco

funcional da hipótese g ∈ G satisfaz

R (g) ≥ inf
g′∈G

R (g′) +

√
c

n

(
h+ ln

(
1

δ

))
(2.9)

em que c é uma constante universal.

O termo mais à direita das Equações 2.7, 2.8 e 2.9 é também denominado termo de

capacidade do conjunto de funções G.

Através da observação das equações apresentadas nos Teoremas 2.1 e 2.2, as seguintes

asserções podem ser realizadas:

• O risco funcional de uma função g é minimizado se o número de observações n

do conjunto de treinamento for suficientemente grande. Quanto maior a amostra

de dados apresentada ao algoritmo de aprendizado, mais a minimização do risco

emṕırico se aproxima do risco mı́nimo que o espaço de funções G pode alcançar;

• O risco médio de g é minimizado se a dimensão VC deG for suficientemente pequena.

Ou seja, quanto menor a dimensão VC de uma função ĝ escolhida pela Minimização

do Risco Emṕırico, maior sua capacidade de generalização.

A contribuição principal dos teoremas apresentados está em afirmar a importância de

se controlar o termo de capacidade apresentado nas equações 2.7 a 2.9.

Como os limites apresentados dizem respeito a uma classe de funções G e não simples-

mente a escolhas de funções g, introduz-se uma “estrutura” em G e realiza-se a minimiza-

ção dos limites sobre escolhas de estruturas. Este prinćıpio é denominado Minimização

do Risco Estrutural (Smola and Schölkopf, 2002).
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Figura 2.5: Prinćıpio de Minimização do Erro Estrutural (Smola and Schölkopf, 2002).

Considera-se conjuntos de estruturas Si, com complexidade crescente (. . . Si−1 ⊂ Si ⊂
Si+1 . . .). Como as estruturas são maiores à medida que i cresce, a capacidade das mesmas

também é maior com o crescimento deste ı́ndice.

Para cada Sk, seja f̂k o classificador com menor Risco Emṕırico e f ∗
k o que possui menor

Risco Funcional. A medida que k cresce, o risco emṕırico diminui, já que a complexidade

do conjunto de classificadores (ou seja, das fronteiras de decisão a serem geradas) é maior.

Porém, o termo de capacidade aumenta com k. Como resultado, os limites em R(f̂)

fornecidos nos Teoremas 2.1 e 2.2 inicialmente decrescem com o aumento de k, e depois

crescem. Logo, deve haver um valor ótimo k∗ tal que se obtém um erro de generalização

mı́nimo, conforme ilustrado na Figura 2.5. A escolha da função f̂k∗ constitui o prinćıpio

da Minimização do Risco Estrutural.

Embora os Teoremas 2.1 e 2.2 caracterizem o risco funcional de uma forma razoavel-

mente completa, na prática esta caracterização tem alguns problemas. Em primeiro lugar,

computar os limites apresentados não é uma tarefa fácil (Müller et al., 2001). Podem haver

problemas também quando a dimensão VC de uma classe de funções é desconhecida ou

infinita.

Existem diversos outros limites reportados na literatura, assim como outros tipos de

medida de complexidade de uma função. Porém, grande parte delas possuem os mesmos

problemas discutidos.

Apesar dessas questões, os limites oferecidos fornecem uma base teórica importante em

relação à natureza dos problemas de aprendizado e em direção à formulação de estratégias

para a geração de classificadores (Müller et al., 2001).
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Figura 2.6: Exemplos de hiperplanos separadores e margens correspondentes.

2.2.3 A Dimensão VC e o Conceito de Margem

Seja g(x) = sgn(f(x)) uma função sinal em que f(x) é um hiperplano, isto é, f(x) =

w · x + b. Existem resultados em relação a este tipo de função relacionando a dimensão

VC ao conceito de margem do classificador (Müller et al., 2001).

A margem de um classificador é definida como a menor distância entre os exemplos do

conjunto de treinamento e o hiperplano utilizado na separação desses dados em classes.

A Figura 2.6 ilustra um conjunto de dados e dois posśıveis hiperplanos separadores com

suas respectivas margens.

O Teorema 2.3 relaciona a dimensão VC de funções de decisão lineares com a margem

do classificador (Smola et al., 1999b).

Teorema 2.3 Seja X0 ⊂ �m o conjunto de entradas com norma menor que R > 0

(‖xi‖ ≤ R, para todo xi ∈ X0) e F o conjunto de funções lineares definidas em X0 e

satisfazendo ‖f (x)‖ ≥ ρ, em que ρ é a margem do classificador.

F = {x → w · x| ‖w‖ ≤ 1, x ∈ X0} (2.10)

Considerando G o conjunto de funções sinal obtidas à partir de G = sgn (F ) e h a

dimensão VC de G, tem-se o resultado representado pela Equação 2.11.

h ≤ min

{
R2

ρ2
,m

}
+ 1 (2.11)

Pode-se observar através deste resultado que a dimensão VC de um conjunto de funções

limiares G = sgn(F ) com F linear pode ser menor que o valor m+1 calculado no Exemplo

1, em que não se levava em conta a margem ρ (Smola et al., 1999b). Este teorema,

portanto, completa a noção de dimensão VC para fronteiras lineares. Segundo o mesmo
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teorema, a margem do classificador linear e a dimensão VC do espaço de hipóteses do

qual este é extráıdo se relacionam de forma indiretamente proporcional, ou seja, quanto

maior a margem de um classificador menor sua dimensão VC. Porém, o limite apresentado

é restrito, pois através dele se requer que todos exemplos, inclusive os de teste, estejam

afastados do hiperplano de uma margem ρ.

O Teorema 2.4 apresenta limites no risco funcional de funções do tipo sinal com fron-

teiras de decisão lineares em função da margem unicamente (Smola and Schölkopf, 2002).

Teorema 2.4 Definindo a margem ρ de um classificador f como

ρ = min
i
yif (xi) (2.12)

, seja o erro marginal de f (Rρ(f)) a proporção de exemplos de treinamento que têm

margem menor que ρ.

Rρ (f) =
1

n

n∑
i=1

|yif (xi) < ρ| (2.13)

Seja G o conjunto de funções g (x) = sgn (f (x)) = sgn (w · x) com ‖w‖ ≤ Λ e ‖x‖ ≤
R, para algum R,Λ > 0. Seja ρ > 0. Para todas distribuições P gerando os dados,

com probabilidade de ao menos 1 − δ sobre n exemlos, e para qualquer ρ > 0 e δ ∈
(0, 1), a probabilidade de um ponto de teste amostrado independentemente segundo P ser

classificado incorretamente é limitado superiormente por

Rρ (g) +

√
c

n

(
R2Λ2

ρ2
ln2 n+ ln

(
1

ρ

))
(2.14)

em que c é uma constante universal.

Deve-se observar que o limite apresentado no Teorema 2.4 não se refere a um único

classificador, mas a um conjunto de preditores treinados em diferentes conjuntos de dados

gerados com a mesma distribuição de probabilidade P . Porém, sua análise fornece resul-

tados interessantes. Pode-se verificar que o risco funcional é limitado pela soma do erro

marginal a um termo de capacidade, que tende a 0 quando o número de exemplos n tende a

infinito. Este termo pode ser minimizado mantendo-se R e Λ pequenos e maximizando-se

a margem ρ. Fixando R e Λ, o termo de maior importância torna-se a margem ρ. Maxi-

mizar ρ leva a um termo de capacidade pequeno. Porém, o erro marginal Rρ(·) torna-se
maior, pois é mais dif́ıcil obedecer a restrição de todos dados de treinamento estarem

distantes de uma margem maior do hiperplano separador. Um baixo valor de ρ, por sua

vez, leva a um erro marginal menor, porém aumenta o termo de capacidade. Deve-se

buscar, portanto, o hiperplano que tenha margem ρ alta e cometa poucos erros marginais,

minimizando-se assim o erro sobre os dados de teste e de treinamento, respectivamente.
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O hiperplano que possui esta margem é denominado ótimo.

O hiperplano ótimo, que procura maximizar a margem de separação entre os dados,

também possui duas propriedades interessantes: robustez em relação aos padrões e ro-

bustez em relação aos parâmetros (Smola and Schölkopf, 2002).

Na robustez em relação aos padrões, tem-se que dado um exemplo x longe da borda

de decisão formada por f(x) = 0, ocasionais perturbações em x não levarão a uma clas-

sificação incorreta g(x) = sgn(f(x)).

Para o caso da robustez em relação aos parâmetros, se a margem se separação é grande,

uma pequena perturbação nos parâmetros de f não afeta a classificação dos dados.

2.3 Considerações Finais

Este Caṕıtulo descreveu a Teoria de Aprendizado Estat́ıstico, proposta por Vapnik e

Chervonenkis no final da década de 60 (Vapnik, 1995). Esta teoria apresenta condições

matemáticas para a escolha de uma função (hipótese) que separe os dados de treinamento

de forma a efetivamente maximizar a generalização do classificador obtido. Para isto,

busca-se um compromisso entre a minimização do erro de treinamento e a complexidade

da função escolhida para separação dos dados em classes. Essas condições são alcançadas

através do controle da dimensão VC do conjunto de funções do qual o classificador deve ser

extráıdo. A dimensão VC mede a complexidade das hipóteses examinadas pelo algoritmo

na busca por uma solução.

Apresentou-se também uma introdução à forma como esses prinćıpios pode ser utiliza-

dos na geração de classificadores lineares, através da maximização da margem de separação

entre os dados de treinamento e a fronteira de decisão induzida para separação destes em

classes.
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Caṕıtulo 3

SVMs com Margens Rı́gidas

As SVMs são originalmente utilizadas para classificação de dados em duas classes, ou

seja, na geração de dicotomias. Nas considerações realizadas nos Caṕıtulos 3 a 5, supõe-

se que se deseja classificar objetos m-dimensionais x = (x1, x2, . . . , xm) nas classes +1 e

-1. Portanto, o conjunto de treinamento consiste de n observações xi ∈ �m, com suas

respectivas classificações binárias.

Este Caṕıtulo apresenta como as SVMs podem ser utilizadas para classificação de

conjuntos de treinamento linearmente separáveis, definidos a seguir. Estas SVMs são

também denominadas SVMs com margens ŕıgidas.

3.1 Conjuntos Linearmente Separáveis

Um conjunto de treinamento S é linearmente separável se é posśıvel separar os padrões

das classes diferentes contidos no mesmo por pelo menos um hiperplano (Russel and

Norvig, 1995).

Classificadores que separam os dados por meio de um hiperplano são denominados

lineares, podendo ser definidos pela Equação 3.1.

w · x+ b = 0 (3.1)

Onde w · x é o produto escalar entre os vetores w e x, em que w é o vetor normal

ao hiperplano e b é um termo “compensador”. O par (w, b) é determinado durante o

treinamento do classificador.

Esta equação divide o espaço de entradas em duas regiões: w ·x+b > 0 e w ·x+b < 0,
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Figura 3.1: Conjunto de dados linearmente separável e um posśıvel hiperplano separador.

levando à Equação 3.2 (Müller et al., 2001).

{
yi = +1 se w · xi + b > 0

yi = −1 se w · xi + b < 0
(3.2)

Uma função sinal g(x) = sgn(f(x)) = sgn(w · x + b), definida no Caṕıtulo anterior,

pode ser então aplicada sobre essa função, levando à classificação +1 se f(x) > 0 e -1 se

f(x) < 0.

Logo, um conjunto de treinamento é linearmente separável se é posśıvel determinar pelo

menos um par (w, b) tal que função sinal g(x) = sgn(f(x)) consiga classificar corretamente

todos os exemplos contidos neste grupo. Este fato pode ser observado na Figura 3.1.

3.2 SVMs Lineares

Na aplicação da TAE, deve-se escolher o classificador com o menor risco emṕırico

posśıvel e que também satisfaça a restrição de pertencer a uma famı́lia F com dimensão

VC pequena, conforme discutido no Caṕıtulo 2.

A primeira condição, no caso de conjuntos de treinamento linearmente separáveis, é

satisfeita para pelo menos um par (w, b) definido pela Equação 3.1. Em geral, há diversas

combinações de valores de w e b capazes de separar corretamente os dados deste tipo de

conjunto.

Para satisfazer a segunda restrição, utiliza-se o resultado da TAE que relaciona o risco

funcional de uma função à margem (ρ) de separação entre os dados de treinamento e

o hiperplano separador. Uma definição formal do conceito de margem é apresentada a

seguir (Smola et al., 1999b).
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Seja f uma hipótese utilizada para classificação de entradas na forma (xi, yi), em que

yi representa a classe do padrão xi. Então a Equação 3.3 define a margem com a qual o

padrão xi é classificado. A margem γ de um classificador é dada então pela Equação 3.4.

ρf (xi, yi) = yf(xi) (3.3)

ρ = min(yif (xi)) (3.4)

Portanto, entre os classificadores que minimizam o risco emṕırico, deve-se escolher

aquele que possui a maior margem ρ
′
. O hiperplano que possui esta margem ρ

′
é denom-

inado ótimo.

3.3 Determinação do Hiperplano Ótimo

Esta Seção apresenta os passos seguidos por uma SVM linear na determinação do

hiperplano ótimo para conjuntos linearmente separáveis.

Como assumiu-se que o conjunto de treinamento é linearmente separável, pode-se rees-

calar w e b de forma que os pontos mais próximos do hiperplano separador satisfaçam

|w ·x+b = 1| (Müller et al., 2001). Obtém-se com isto a representação canônica do hiper-

plano, adotada para facilitar as considerações subseqüentes realizadas na determinação

do hiperplano ótimo.

A partir dessa consideração, a desigualdade 3.5 caracteriza os classificadores lineares

que separam o conjunto de treinamento com uma margem positiva. Segundo este sistema,

não há pontos entre w · x + b = 0 e w · x + b = ±1, ou seja, supõe-se que a margem ρ é

sempre maior que a distância entre os hiperplanos w ·x+b = 0 e |w ·x+b = 1| (Campbell,
2000). Devido a essa suposição, as SVMs obtidas são usualmente denominadas SVMs com

margens ŕıgidas. 


w · xi + b ≥ +1 se yi = +1

w · xi + b ≤ −1 se yi = −1
i = 1, . . . , n

(3.5)

Sejam x1 um ponto sobre w ·x+ b = −1 e x2 um ponto sobre w ·x+ b = +1 (Equação

3.6). Supõe-se também que x1 intercepta a reta perpendicular a x2, como indicado na

Figura 3.2 (Hearst et al., 1998). Tem-se assim que:

{
w · x1 + b = −1
w · x2 + b = 1

(3.6)
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Figura 3.2: Ilustração da distância d entre os hiperplanos w · x1 + b = −1 e w · x2 + b = +1.

A partir do sistema 3.6, obtém-se a Equação 3.7.

w · (x2 − x1) = 2 (3.7)

Como w e x2 − x1 são ortogonais ao hiperplano separador, esses vetores são paralelos

entre si. Pode-se desta forma deduzir a Equação 3.8.

|w · (x2 − x1)| = ‖w‖ × ‖x2 − x1‖ (3.8)

em que ‖·‖ representa a norma de um vetor. Substituindo 3.7 em 3.8, obtém-se a Equação

3.9.

‖x2 − x1‖ = 2

‖w‖ (3.9)

A norma ‖x2−x1‖mede a distância entre os hiperplanosw·x+b = −1 ew·x+b = +1.

Logo, pela Equação 3.9 pode-se afirmar que a distância entre os mesmos é dada por 2/‖w‖.
Da mesma forma, pode-se deduzir que a distância entre os hiperplanos w · x + b = 0 e

w · x+ b = 1 (ou w · x+ b = −1) é dada por 1/‖w‖. Como foi suposto que a margem é

sempre maior que esta última distância, a minimização de ‖w‖ leva a uma maximização

da margem.

Portanto, o hiperplano ótimo é definido para os valores de w e b que satisfazem as de-

sigualdades 3.5 e para os quais a norma ‖w‖ é mı́nima. Este é um problema de otimização

com restrições e pode ser reescrito como:

Minimizar: ‖w‖2
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Sob as restrições: yi(w · xi + b)− 1 ≥ 0, para i = 1, . . . , n

Este é um problema clássico em otimização denominado programação quadrática (Hearst

et al., 1998). O problema de AM é então reduzido a uma forma que pode ser analisada sob

o ponto de vista de otimização de função quadrática, para o qual há uma ampla e esta-

belecida teoria existente. Na resolução do mesmo, introduz-se uma função Lagrangiana1,

definida em termos de w e b, apresentada em 3.10 (Campbell, 2000).

L (w, b, α) =
1

2
‖w‖2 −

n∑
i=1

αi (yi (w · xi + b)− 1) (3.10)

em que os αi são denominados multiplicadores de Lagrange. O problema passa a ser então

a minimização de 3.10 em relação a w e b e a maximização dos αi. Os pontos ótimos

desta equação são obtidos por meio da resolução das igualdades apresentadas em 3.11 e

3.12.
∂L

∂b
= 0 (3.11)

∂L

∂w
= 0 (3.12)

As Equações 3.11 e 3.12 levam ao resultado representado por 3.13 e 3.14.

n∑
i=1

αiyi = 0 (3.13)

w =
n∑

i=1

αiyixi (3.14)

Substituindo 3.13 e 3.14 em 3.10, obtém-se o seguinte problema de otimização (de-

nominado dual):

Maximizar:
n∑

i=1

αi − 1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjyiyjxi · xj

Sujeito a:




αi ≥ 0, i = 1, . . . , n
n∑

i=1

αiyi = 0

Calculado o valor ótimo α∗, w∗ é encontrado por 3.142. Sendo determinada a direção

1O Apêndice A apresenta como um problema de otimização com restrições é solucionado através da
introdução de uma função Lagrangiana.

2Os valores ótimos das variáveis serão indicados por ∗.
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do hiperplano ótimo (ou seja, w∗), b∗ pode ser calculado por 3.15.

b∗ = −1
2

[
max

{i|yi=−1}
(w∗ · xi) + min

{i|yi=+1}
(w∗ · xi)

]

= −1
2

[
max

{i|yi=−1}

(
n∑

j=1

yjα
∗
jxi · xj

)
+ min

{i|yi=+1}

(
n∑

j=1

yjα
∗
jxi · xj

)] (3.15)

Resumindo os procedimentos matemáticos realizados, o Algoritmo 3.1 apresenta o

problema derivado e utilizado na determinação do hiperplano ótimo.

Algoritmo 3.1 Determinação do hiperplano ótimo para conjuntos linearmente separáveis
(Vert, 2001).
1: Para cada conjunto de treinamento linearmente separável S = {(x1, y1) , . . . , (xn, yn)}
2: Seja α∗ = (α∗

1, . . . , α
∗
n) a solução do seguinte problema de otimização com restrições:

3: Maximizar:
n∑

i=1
αi − 1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

yiyjαiαjxi · xj

4: Sob as restrições:




n∑
i=1

yiαi = 0

αi ≥ 0, i = 1, . . . , n
5: O par (w∗, b∗) apresentado a seguir define o hiperplano ótimo.

6: w∗ =
n∑

i=1
αi

∗yixi

7: b∗ = −1/2

[
max

{i|yi=−1}
(w∗ · xi) + min

{i|yi=+1}
(w∗ · xi)

]

Segundo o Algoritmo 3.1, tenta-se encontrar os valores de α∗ para utilizá-los na deter-

minação de (w∗, b∗). É demonstrado que α∗
i assume valores positivos para exemplos do

treinamento que estão a uma distância do hiperplano ótimo exatamente igual à margem.

Para os outros padrões, o valor de α∗
i é nulo. Essa propriedade caracteriza uma esparsivi-

dade da solução (Cristianini and Shawe-Taylor, 2000).

Os exemplos para os quais α∗
i > 0 são denominados vetores suporte (Support Vectors

- SVs). A variável w∗ pode então ser reescrita na forma indicada em 3.16.

w∗ =
∑

xi ∈ SV

αiyixi (3.16)

Como conseqüência, o hiperplano ótimo é determinado unicamente pelos SVs, que por

este motivo são considerados os exemplos mais informativos do conjunto de treinamento.

Os padrões para os quais αi = 0 não participam na definição do hiperplano ótimo.

Logo, se apenas o subconjunto dos dados de treinamento formado pelos SVs fossem em-

pregados na indução, o classificador obtido seria o mesmo gerado com a utilização de todo

o conjunto.
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Fixados os valores dos parâmetros w∗ e b∗ por meio do treinamento de uma SVM, o

classificador extráıdo é definido pela função 3.17.

g(x) = sgn(f (x)) = sgn(
∑

xi∈ SV

α∗
i yixi · x+ b∗) =




+1 se
∑

xi∈ SV

α∗
i yixi · x + b∗ > 0

−1 se
∑

xi∈ SV

α∗
i yixi · x + b∗ < 0

(3.17)

A partir de 3.17, verifica-se que a classificação de um novo padrão x requer apenas a

computação do produto interno entre x e cada SV.

3.4 Considerações Finais

Este Caṕıtulo apresentou a forma mais simples de SVMs, também denominadas SVMs

com margens ŕıgidas, utilizada na geração de classificadores para conjuntos de treinamento

linearmente separáveis.

Um conjunto linearmente separável é composto por exemplos que podem ser separados

por pelo menos um hiperplano. As SVMs lineares buscam o hiperplano ótimo segundo

a TAE apresentada no Caṕıtulo 2, definido como aquele em que a margem de separação

entre as classes presentes nos dados é maximizada.

O classificador apresentado, porém, não é eficiente quando confrontado com bases de

dados mais gerais, podendo se orientar por rúıdos presentes nos dados3. Este fato pode ser

observado através das Equações 3.3 e 3.4. Um padrão xi com rótulo incorreto na base de

dados deverá ter margem negativa. Sendo sua classe yi positiva, por exemplo, a previsão

f(xi) gerada pelo classificador deverá ser negativa, implicando em um valor negativo para

a margem ρf (xi, yi) (Equação 3.3). Como a margem do classificador é dada pelo mı́nimo

entre os ρf (xi, yi), esta também será negativa (Equação 3.4). Logo, o classificador se

orientaria por eventuais erros contidos nos dados.

O Caṕıtulo 4 estende os conceitos aqui apresentados para conjuntos de treinamento

mais gerais, o que é realizado através de uma suavização das retrições impostas nas mar-

gens de separação entre os dados.

3Rúıdos são definidos como dados imperfeitos (Baranauskas and Monard, 2000). Comumente, essas
imperfeições são decorrentes de classificações incorretas de alguns padrões durante a geração dos conjuntos
de treinamento para os algoritmos de aprendizado.
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Caṕıtulo 4

SVMs Lineares com Margens Suaves

Em situações reais, é dif́ıcil encontrar aplicações cujos conjuntos sejam linearmente

separáveis. Isso se deve a diversos fatores, entre eles a presença de rúıdos nos dados ou a

própria natureza do problema, que pode ser não-linear.

Este Caṕıtulo estende os conceitos introduzidos no Caṕıtulo 3 para lidar com con-

juntos de treinamento mais gerais, através do artif́ıcio de suavização de margens. Os

classificadores gerados ainda serão lineares e será admitida, portanto, a ocorrência de

alguns erros de classificação.

4.1 Adaptação das SVMs lineares com margens ŕıgi-

das

Supôs-se anteriormente que era posśıvel determinar w e b tal que houvesse uma região

entre w · x+ b = 0 e w · x+ b = ±1 sem exemplos de treinamento. No caso de conjuntos

não linearmente separáveis, como o apresentado na Figura 4.1, é mais dif́ıcil obedecer a

esta restrição. Na tentatica de lidar com estes casos, introduz-se o conceito de variáveis de

relaxamento ς (Figura 4.2), definidas pelas equações 4.1 e 4.2 (Vert, 2001). As variáveis

de relaxamento suavisam as restrições impostas na determinação do hiperplano ótimo,

sendo admitida com seu uso a ocorrência de alguns erros de classificação.

Para yi = +1 ςi (w, b) =

{
0 sew · xi + b ≥ 1

1−w · xi + b sew · xi + b < 1
(4.1)

Para yi = −1 ςi (w, b) =

{
0 sew · xi + b ≤ −1
1 +w · xi + b sew · xi + b > −1 (4.2)

As variáveis ςi medem onde se encontram os exemplos (xi, yi) em relação aos hiper-

23



Figura 4.1: Exemplo de conjunto não linearmente separável e dois classificadores lineares H1 e
H2 gerados sobre o mesmo.

planos w · x + b = ±1. Se seu valor for 0, o exemplo está fora da região entre estes

hiperplanos (é classificado corretamente) e se for positivo, mede a distância do padrão

em relação aos mesmos. Outro ponto a ser observado se dá quando o dado é classificado

errôneamente. Neste caso, ςi assume valor maior que 1.

Figura 4.2: As variáveis de relaxamento ςi.

A inclusão de variáveis de relaxamento é também denominada técnica de margens

suaves (Cortes and Vapnik, 1995). Por meio desse artif́ıcio se evita que a SVM ajuste o

hiperplano segundo rúıdos nos dados.

Como observado para o caso de conjuntos linearmente separáveis, na determinação

de um bom classificador linear procura-se obter o menor número posśıvel de erros no

treinamento e maximizar a margem de separação entre as classes (para haver uma boa

generalização).

Para atender ao primeiro requisito no caso de conjuntos mais gerais, as variáveis de
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relaxamento ςi devem ter valor mı́nimo para todo o conjunto de treinamento. Já a segunda

restrição é resolvida através da minimização de ‖w‖, de maneira similar ao realizado

anteriormente.

Os valores a serem minimizados podem ser combinados através da Equação 4.3 (Camp-

bell, 2000).

ε (w, b) = ‖w‖2 + C

n∑
i=1

ςi (w, b) (4.3)

em que C é uma constante que impõe um peso diferente para o treinamento em relação à

generalização e deve ser determinada empiricamente.

4.2 Determinação do Hiperplano Ótimo

A partir das considerações realizadas anteriormente, a determinação do hiperplano

ótimo se resume a encontrar o par (w∗, b∗) que minimize a Equação 4.3.

Como as funções ςi(w, b) não são diferenciáveis em w e b, o problema é reformulado

da seguinte maneira (Vert, 2001):

Minimizar: ‖w‖2 + C
n∑

i=1

ξi

Sob as restrições: ξi ≥ ςi(w, b), i = 1, . . . , n

Utilizando as Equações 4.1 e 4.2, a restrição pode ser reescrita como (Smola et al.,

1999b): {
ξi ≥ 0

yi (w · xi + b) ≥ 1− ξi
(4.4)

Como no caso de conjuntos linearmente separáveis, chegou-se a um problema de

otimização quadrática com restrições. A sua resolução envolve os mesmos passos matemáti-

cos apresentados para o caso dos conjuntos linearmente separáveis (ou seja, introduz-se

uma função Lagrangiana e otimiza-se um problema dual). Os resultados obtidos são

semelhantes aos listados anteriormente, com exceção das seguintes modificações:

• A restrição αi ≥ 0 é substitúıda por 0 ≤ αi ≤ C, para i = 1, . . . , n.

• A definição dos SVs é realizada segundo condições um pouco modificadas. Estas

condições são descritas no próximo parágrafo.

Grande parte dos problemas de otimização são baseados em condições denominadas

Karush-Kuhn-Tucker (KKT), necessárias para que o conjunto de soluções seja ótimo

(Müller et al., 2001). Para o problema dual das SVMs com margens suaves, as condições
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Figura 4.3: Relação dos valores dos multiplicadores de Lagrange αi com as classificações geradas
por uma SVM (Almeida et al., 2000). Padrões sobre a margem têm seus multiplicadores de
Lagrange αi com valor no intervalo 0 < αi < C. Padrões que se encontram entre as margens
têm αi = C. Os dois grupos descritos correspondem aos SVs. Para os demais padrões, αi = 0

são apresentadas abaixo, em que yif(xi) é a margem de classificação do exemplo i (Almeida

et al., 2000).

(i) αi = 0 ⇒ yif (xi) ≥ 1 e ξi = 0

(ii) 0 < αi < C ⇒ yif (xi) = 1 e ξi = 0

(iii)αi = C ⇒ yif (xi) < 1 e ξi ≥ 0

Os casos (ii) e (iii), em que os multiplicadores de Lagrange possuem valor positivo,

correspondem aos SVs (a determinação do hiperplano ótimo pelas SVMs se dá unicamente

em função desses padrões). Em (ii), tem-se a representação de um SV sobre a margem

e em (iii), um SV entre as margens. Para os demais padrões, o valor do multiplicador

de Lagrange associado é nulo (i). A Figura 4.3 apresenta uma representação dos casos

descritos.

Os principais resultados rumo a determinação do hiperplano ótimo para conjuntos

gerais são apresentados de forma expĺıcita no Algoritmo 4.1.

Resolvido o problema apresentado no Algoritmo 4.1, a classificação de um novo padrão

envolve apenas verificar o sinal da Equação 4.5, de forma similar à descrita no Caṕıtulo
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Algoritmo 4.1 Determinação do hiperplano ótimo para conjuntos de treinamento gerais (Vert,
2001).
1: Para cada conjunto de treinamento S = {(x1, y1) , . . . , (xn, yn)}
2: Seja α∗ = (α∗

1, . . . , α
∗
n) a solução do seguinte problema de otimização com restrições:

3: Maximizar:
n∑

i=1
αi − 1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

yiyjαiαjxi · xj

4: Sob as restrições:




n∑
i=1

yiαi = 0

0 ≤ αi ≤ C, i = 1, . . . , n
5: O par (w∗, b∗) apresentado a seguir define o hiperplano ótimo.

6: w∗ =
n∑

i=1
α∗

i yixi

7: b∗ = −1/2

[
max

{i|yi=−1}
(w∗ · xi) + min

{i|yi=+1}
(w∗ · xi)

]

3.

g(x) = sgn(f (x)) = sgn(
∑

xi∈ SV

α∗
i yixi · x+ b∗) =




+1 se
∑

xi∈ SV

α∗
i yixi · x + b∗ > 0

−1 se
∑

xi∈ SV

α∗
i yixi · x + b∗ < 0

(4.5)

4.3 Considerações Finais

Neste Caṕıtulo as SVMs lineares com margens ŕıgidas apresentadas no Caṕıtulo 3

foram adaptadas para lidar com conjuntos de treinamento não linearmente separáveis.

Para isso, é admitida a ocorrência de alguns erros de classificação para o conjunto de

treinamento, por meio da introdução de variáveis de relaxamento. Essas modificações

fazem parte de um processo usualmente denominado “suavização de margens” (Cortes

and Vapnik, 1995).

Apesar deste novo algoritmo se mostrar melhor que o anterior em situações práticas,

seu uso ainda é limitado. Existem aplicações em que uma fronteira de decisão não linear é

mais adequada para separação dos dados. O Caṕıtulo 5 apresenta a forma como as SVMs

lineares podem ser estendidas para lidar com estes casos.
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Caṕıtulo 5

SVMs Não Lineares

Os classificadores lineares descritos nos caṕıtulos anteriores são bastante simples. En-

tretanto, sua utilização é limitada. Há muitos casos em que não é posśıvel dividir satis-

fatoriamente os dados de treinamento por um hiperplano. Um exemplo é apresentado

na Figura 5.1a, em que o uso de uma fronteira curva na separação das classes seria mais

adequada. Este Caṕıtulo descreve como as SVMs lineares podem ser generalizadas para

lidar com tais situações.

Na realização desta tarefa, são definidas funções reais Φ1, . . . ,ΦM no domı́nio do espaço

de entrada. Por meio da utilização destas funções, mapea-se o conjunto de treinamento

S (Equação 5.1) para um novo espaço, denominado espaço de caracteŕısticas, da maneira

apresentada em 5.2.

S = {(x1, y1) , (x2, y2) , . . . , (xn, yn)}
em que xi = (xi1, xi2, . . . , xim) e yi ∈ {−1,+1} (5.1)

Figura 5.1: Transformação do conjunto de dados no espaço de entrada (a) para o espaço de
caracteŕısticas (b).
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Figura 5.2: Exemplo de conjunto não linearmente separável.

xi (i = 1, . . . , n) �→ Φ (xi) = (Φ1 (xi) ,Φ1 (xi) , . . . ,ΦM (xi))

⇒ Φ (S) = {(Φ (x1) , y1) , (Φ (x2) , y2) , . . . , (Φ (xn) , yn)}
(5.2)

Estas funções Φi podem ser não-lineares. Em particular, M pode ser muito maior que

m, a dimensão do espaço de x. Uma caracteŕıstica singular do espaço de caracteŕısticas é

que a escolha de uma função Φ apropriada torna o conjunto de treinamento linearmente

separável. As SVMs lineares anteriormente apresentadas podem então ser utilizadas sobre

o conjunto de treinamento mapeado nesse espaço (Hearst et al., 1998). Este fato é ilustrado

na Figura 5.1.

Considere, por exemplo, os dados representados na Figura 5.2 (Vert, 2001). Neste caso

um limite circular é mais adequado para separação das classes. A Equação 5.3 define essa

fronteira.

x2
1 + x2

2 < r2 (5.3)

Utilizando a transformação definida pela Equação 5.4 sobre a Equação 5.3, tem-se

como resultado uma classificação linear em �3. Esta é descrita por 5.5, em que w =

(1, 0, 1) e b = r2.

Φ (x) =
(
x2

1, x1x2, x
2
2

)
(5.4)

w ·Φ (x) + b = 0 (5.5)

Portanto, mesmo que a fronteira entre as classes seja polinomial no espaço de en-

tradas, este problema pode ser mapeado para outro de classificação linear no espaço de

caracteŕısticas.

Logo, os conceitos apresentados nos Caṕıtulos anteriores podem ser estendidos para o

caso não linear, através da definição de uma função de mapeamento Φ adequada.
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5.1 Trabalhando com SVMs lineares no espaço de

caracteŕısticas

Como os dados no espaço de caracteŕısticas podem ser eficientemente separados por

meio de fronteiras lineares, é posśıvel utilizar o SVM linear apresentado no Algoritmo 4.11

para separar os padrões neste novo espaço. As adaptações realizadas são apresentadas

explicitamente pelo Algoritmo 5.1.

Algoritmo 5.1 Determinação do hiperplano ótimo no espaço de caracteŕısticas (Vert, 2001).
1: Para qualquer conjunto de treinamento Φ(S) = {(Φ(x1), y1), . . . , (Φ(xn), yn)}
2: Seja α∗ = (α∗

1, . . . , α
∗
n) a solução do seguinte problema de otimização com restrições:

3: Maximizar:
n∑

i=1
αi − 1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

yiyjαiαjΦ (xi) ·Φ (xj)

4: Sob as restrições:




n∑
i=1

yiαi = 0

0 ≤ αi ≤ C, i = 1, . . . , n
5: O par (w∗, b∗) apresentado a seguir define o hiperplano ótimo.

6: w∗ ←
n∑

i=1
α∗

i yiΦ (xi)

7: b∗ ← −1/2

[
min

{i|yi=+1}
(w∗ ·Φ (xi)) + max

{i|yi=−1}
(w∗ ·Φ (xi))

]

O problema de classificação passa a ser a avaliação da função 5.6.

g(x) = sgn(f (x)) = sgn(
∑

xi∈ SV

α∗
i yiΦ(xi) ·Φ(x) + b∗) =




+1 se
∑

xi∈ SV

α∗
i yiΦ(xi) ·Φ(x) + b∗ > 0

−1 se
∑

xi∈ SV

α∗
i yiΦ(xi) ·Φ(x) + b∗ < 0

(5.6)

Além disso, as considerações de Karish-Kuhn-Tucker apresentadas para o SVM linear

no Caṕıtulo 4 se mantêm para o caso não linear.

A partir das equações listadas no Algoritmo 5.1, percebe-se que a única informação

necessária sobre o mapeamento Φ é uma definição de como o produto interno Φ(xi)·Φ(xj)

pode ser realizado, para quaisquer xi e xj pertencentes ao espaço de entradas. Isto é obtido

com a introdução do conceito de Kernels.

5.2 Funções Kernel

Um Kernel K é uma função que recebe dois pontos xi e xj do espaço de entradas e

computa o produto escalar Φ(xi) ·Φ(xj) no espaço de caracteŕısticas, como descrito em

1Utiliza-se o Algoritmo 4.1 (e não o 3.1) por este ser capaz de lidar com rúıdos nos dados.
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5.7 (Haykin, 1999).

K(xi,xj) = Φ(xi) ·Φ(xj) (5.7)

Como exemplo tem-se que o Kernel do mapeamento representado pela Equação 5.4 é

dado por K(x1, x2) = (x1 · x2)
2 (Hearst et al., 1998). Pode-se observar que esta função é

mais simples que a funçãoΦ. Isso ocorre de maneira geral, pois em grande parte dos casos,

Φ assume formas bastante complexas. Por este motivo, é comum definir a função Kernel

sem conhecer-se explicitamente o mapeamento Φ. A utilidade dos Kernels está, portanto,

na simplicidade de cálculo e na capacidade de representar espaços muito abstratos.

As funções Φ devem pertencer a um domı́nio em que seja posśıvel o cálculo de pro-

dutos internos. Há um conjunto de funções com esta propriedade, que pertencem ao

espaço de Hilbert (Wahba, 2000). Este conhecimento é utilizado na definição dos Ker-

nels. Geralmente faz-se uso das condições estabelecidas pelo Teorema de Mercer nesta

definição. Segundo este Teorema, os Kernels devem ser matrizes positivamente definidas,

isto é, a matriz K, em que Kij = K(xi,xj) para todo i, j = 1, . . . , n, deve ter auto-valores

maiores que 0 (Mercer, 1909). Essas funções são usualmente denominadas Kernels de

Mercer (Smola et al., 1999b).

Alguns dos Kernels mais utilizados são os polinomiais, os Gaussianos ou RBF (Radial-

Basis Function) e os Sigmoidais, apresentados na Tabela 5.1.

Tipo de Kernel Função K(xi,xj) correspondente Comentários

Polinomial
(
xi

T · xj + 1
)p A potência p deve ser

especificada pelo usuário

Gaussiano exp
(
− 1

2σ2 ‖xi − xj‖2
) A amplitude σ2 é

especificada pelo usuário

Sigmoidal tanh (β0xi · xj + β1)
Utilizado somente para alguns

valores de β0 e β1

Tabela 5.1: Sumário dos principais Kernels utilizados nas SVMs (Haykin, 1999).

Alguns pontos podem ser destacados em relação aos Kernels apresentados na Tabela

5.1 (Vert, 2001; Haykin, 1999; Burges, 1998):

• No caso de Kernels polinomiais, os mapeamentos Φ também são funções polinomiais

com complexidade crescente a medida que o expoente p aumenta.

• O Kernel Gaussiano corresponde a um espaço de caracteŕısticas de dimensão infinita.

Pode-se afirmar que quase todas formas de mapeamento podem ser implementadas

por esta função em particular. Além disso, por meio da utilização desse tipo de
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função, define-se Redes Neurais do tipo RBF (Radial-Basis Function), em que o

número de funções base radiais e seus centros são determinados automaticamente

pelo número de SVs e pelos valores de multiplicadores de Lagrange (αi) associados

aos mesmos, respectivamente2.

• A utilização do Kernel Sigmoidal, por sua vez, permite explicitar uma Rede Neural

Artificial do tipo Perceptron multicamadas. Neste caso, o número de neurônios

da camada intermediária e os vetores de bias associados aos mesmos também são

determinados pelo número de SVs e pelos valores dos (αi) associados aos mesmos,

respectivamente3.

A obtenção de um classificador por meio do uso de SVMs envolve a escolha de uma

função Kernel, além de parâmetros desta função e do algoritmo para determinação do

hiperplano ótimo (como o valor da constante C, por exemplo). A escolha do Kernel e dos

parâmetros considerados tem efeito no desempenho do classificador obtido (Müller et al.,

2001), pois eles definem a fronteira de decisão induzida. Existem algumas técnicas para

seleção do modelo, que provêm meios para determinação da função Kernel e parâmetros

do algoritmo. Entre elas, tem-se a regra span de Chapelle and Vapnik (2000), a regra de

Jaakola and Haussler (1999) e a regra proposta em Chapelle et al. (2002).

5.3 Considerações Finais

Como visto neste Caṕıtulo, as SVMs lineares podem ser generalizadas de forma a

realizar classificações não lineares. Para isto, utiliza-se o artif́ıcio de levar os dados de

treinamento para um espaço de maior dimensão. Os dados neste espaço se tornam linear-

mente separáveis. Pode-se então aplicar as SVMs lineares sobre os dados mapeados neste

espaço, determinando um hiperplano de margem maximizada.

A SVM não linear incorpora este conceito por meio da utilização de funções Kernel, que

permitem o acesso a espaços complexos (em alguns casos infinitos) de forma simplificada.

Até o momento, foram apresentadas aplicações de SVMs para problemas de classifi-

cação binária. O próximo Caṕıtulo apresenta alguns meios propostos para possibilitar o

uso de SVMs em problemas com mais de duas classes.

2O número de funções base radiais e seus centros são parâmetros de Redes Neurais do tipo RBF
determinados normalmente de forma emṕırica. Uma conceituação mais detalhada sobre este tipo de rede
pode ser consultada em (Haykin, 1999; Braga et al., 2000).

3Em uma Rede Neural do tipo Perceptron Multicamadas o número de neurônios na camada inter-
mediária e os valores de bias são normalmente obtidos de forma emṕırica. A conceituação deste tipo de
rede pode ser consultada em (Haykin, 1999; Braga et al., 2000).
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Caṕıtulo 6

SVMs para Várias Classes

Como pôde ser observado nos Caṕıtulos anteriores, as SVMs são originalmente uti-

lizadas para classificação dos dados em duas classes distintas. Estas podem ser denom-

inadas positivas e negativas, respectivamente. Contudo, muitas aplicações envolvem o

agrupamento em mais de duas classes. Este fato não inviabiliza o uso das SVMs. Diver-

sas técnicas são propostas para estendê-las a problemas desse tipo (multiclasses).

Em um problema multiclasses, o conjunto de treinamento é composto por pares (xi, yi),

tal que yi ∈ 1, . . . , k. Este Caṕıtulo aborda soluções para problemas em que k > 2.

De fato, qualquer método para gerar classificadores multiclasses a partir de preditores

binários pode utilizar as SVMs como base (Mayoraz and Alpaydm, 1998). As Seções

6.1 e 6.2 apresentam duas abordagens usuais para realização dessa tarefa, denominadas,

respectivamente, decomposição “um-contra-todos” e “todos-contra-todos”.

6.1 Decomposição “um-contra-todos”

Para a solução de um problema multiclasses a partir de SVMs, uma abordagem usual

consiste na geração de k SVMs, onde k é o número de classes (Weston and Watkins, 1998).

Na criação de cada uma dessas máquinas, uma classe é fixada como positiva e as restantes

como negativas. Esta metodologia é denominada decomposição “um-contra-todos” (1-c-t)

e é independente do algoritmo de aprendizado utilizado no treinamento dos classificadores

(Mayoraz and Alpaydm, 1998). Na predição da classe de um padrão x, basta escolher a

sáıda com valor máximo entre as k SVMs, conforme apresentado na Equação 6.1.

f (x) = argmax
1≤i≤k

(wi ·Φ(x) + bi) (6.1)

O método 1-c-t tem a desvantagem de não ser posśıvel prever limites no erro de

generalização através de seu uso. Além disso, seu tempo de treinamento usualmente é
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longo.

6.2 Decomposição “todos-contra-todos”

Outra abordagem para solução de problemas multiclasses a partir de classificadores

binários envolve a construção de k (k − 1)/2 SVMs, separando cada classe de outra,

método denominado “todos-contra-todos” (t-c-t). Para unir estes classificadores, Fried-

man (1996) propôs o uso de um esquema de votação por maioria, em que cada um dos

classificadores fornece uma classe como resultado. A solução final é dada pela classe que

recebeu mais indicações. Esta metodologia, porém, também não provê limites no erro de

generalização. Além disso, o tamanho dos classificadores gerados é em geral grande e a

avaliação de seu resultado pode ser lenta.

Na resolução desses problemas, Platt et al. (2000) sugerem a utilização de um grafo

direcionado aćıclico1 (DAG), de forma que o problema de agrupamento em várias classes

é decomposto em diversas classificações binárias em cada nó do grafo. Este processo é

ilustrado na Figura 6.1.

A Figura 6.1 apresenta um exemplo com quatro classes. O processamento feito pelo

DAG é equivalente a operação de uma lista. Inicialmente, a lista é composta por todas

as classes. Em cada nó é gerada uma SVM que separa os elementos da primeira e última

classe da lista. Escolhida uma das classes, a outra é eliminada da lista e o processamento

continua da mesma forma, até que um nó folha seja atingido. Portanto, a classificação de

um exemplo de um problema de k classes requer a avaliação de k − 1 nós, ou seja, k − 1

SVMs. Com isso o tempo de geração de resultados é reduzido.

Platt et al. (2000) demonstraram que essa técnica tem erro de generalização limita-

do pela margem máxima obtida em cada nó. Como as SVMs utilizam o prinćıpio de

maximização de margens, seu uso como indutor base é bastante adequado.

6.3 Considerações Finais

Embora as SVMs sejam originalmente produzidas para geração de classificadores

binários, alguns artif́ıcios permitem que estas sejam aplicadas a problemas multiclasses,

em que o número de classes é maior que dois.

Duas abordagens usuais para tal são a decomposição “um-contra-todos” e “todos-

contra-todos”. Sendo k o número de classes, no primeiro caso produz-se k classificadores,

cada um separando uma classe i das k − 1 restantes. A classe de um novo padrão é

1Um grafo direcionado aćıclico é um grafo sem ciclos, cujas arestas possuem uma orientação.
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Figura 6.1: (a) Exemplo de grafo direcionado utilizado para classificar quatro classes a partir
de SVMs binárias, as quais estão representados pelos nós da árvore (Platt et al., 2000). (b)
Diagrama do espaço de caracteŕısticas do problema 1/4.

dada pelo ı́ndice da SVM que produz a maior sáıda. No caso da decomposição “todos-

contra-todos”, são produzidos classificadores para separação de cada classe i de outra j,

em que i, j = 1, . . . , k e i 	= j. Neste caso, a sáıda de um padrão é dada por um voto de

maioria entre as SVMs. Os classificadores gerados por decomposição todos-contra-todos

também podem ser unidos por meio de um grafo direcionado aćıclico (DAGSVM) (Platt

et al., 2000). Cada uma dessas alternativas tem vantagens e desvantagens, as quais foram

brevemente discutidas neste Caṕıtulo. Uma comparação mais detalhada dos métodos

decomposicionais descritos neste Caṕıtulo é apresentada em (Hsu and Lin, 2002).
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Caṕıtulo 7

Treinamento e Implementações de

SVMs

O aspecto central na implementação das SVMs é a necessidade de resolver um pro-

blema de programação quadrática. Existem vários pacotes matemáticos que realizam

esta tarefa. Exemplos incluem o MINOS (Murtagh and Saunders, 1993) e o LOQOS

(Vanderbei, 1994). Porém, esses pacotes não são adequados a problemas com grandes

quantidades de dados, pois requerem o armazenamento em memória da matriz Kernel, a

qual é quadrática na quantidade de dados.

Há diversos trabalhos que visam simplificar este processo, os quais propõem novos

algoritmos para o treinamento de SVMs. Grande parte das técnicas propostas derivam

soluções explorando a esparsividade do problema (isto é, o fato de que grande parte dos

multiplicadores de Lagrange αi possuem valor nulo) e a convexidade da função a ser

otimizada (Cristianini and Shawe-Taylor, 2000). A Seção 7.1 descreve brevemente alguns

desses trabalhos.

Algumas implementações de SVMs dispońıveis para uso cient́ıfico são listadas na Seção

7.2.

7.1 Abordagens para o treinamento das SVMS

A alternativa mais direta para solucionar o problema de otimização das SVMs é utilizar

uma estratégia gradiente ascendente (Cristianini and Shawe-Taylor, 2000).

Frieβ et al. (1998) apresentaram um método para o treinamento de SVMs que explora

o uso deste tipo de estratégia, técnica denominada Kernel Adatron. Uma variante desse

algoritmo, denominada Kernel Adatron com bias e margens suaves (KAbs), lida melhor

com o problema de rúıdos nos dados por meio da utilização do conceito de bias e margens
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suaves (Campbell and Cristianini, 1998). O algoritmo KAbs combina a rapidez e sim-

plicidade de uma Rede Neural com o poder preditivo das SVMs. Outra vantagem desse

método está na facilidade de sua implementação e na possibilidade de um ajuste iterativo

de alguns parâmetros dos Kernels, tal como a variável σ no caso de funções Gausianas.

Várias das outras alternativas para simplificar o processo de treinamento das SVMs

compreendem métodos de decomposição do problema de otimização em subproblemas

menores. Um exemplo é a técnica de Chunking (Vapnik, 1982). Este algoritmo explora a

esparsividade do vetor de soluções α∗, ou seja, o fato de que o valor da função objetivo

não muda caso colunas e linhas da matriz Kernel K que correspondem a valores αi nulos

sejam removidas. A cada iteração do algoritmo, somente os padrões de treinamento que

são SVs (com αi 	= 0) e pontos que violam as condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

são mantidos. As condições de KKT são condições necessárias e suficientes para garantir

a convergência do problema de otimização quadrática. No caso das SVMs, essas condições

são representadas pelo sistema 7.11. No último passo do algoritmo de Chunking, restam

somente os SVs. Esta técnica ainda é limitada pelo tamanho do problema, pois o número

de SVs pode ser grande. Além disso, um pacote numérico ainda é necessário para solução

dos subproblemas de otimização.

0 ≤ αi ≤ C

yif (xi)




≥ 1 para pontos comαi = 0

= 1 parapontos com 0 < αi < C

≤ 1 parapontos comαi = C

(7.1)

Osuna et al. (1997) propuseram outra técnica decomposicional que limita o tamanho

dos subproblemas de otimização a serem solucionados a cada passo do algoritmo. Para

isto, a técnica sugerida explora o fato de que uma seqüência de subproblemas de otimiza-

ção quadrática que contenham no mı́nimo um exemplo violando as condições de KKT

convergem para a solução ótima. Esta abordagem é semelhante a do Chunking, porém

o tamanho dos subproblemas atacados é mantido fixo. A cada passo do algoritmo, o

mesmo número de exemplos é adicionado e removido do problema. A heuŕıstica comu-

mente utilizada neste processo consiste em adicionar os padrões que violam as condições

de KKT e remover os exemplos para os quais αi tem valor nulo ou igual a C. Com isto,

permite-se lidar com problemas de maior tamanho. Na prática, porém, este algoritmo

se mostra lento. Além disso, na resolução de cada subproblema de otimização, ainda é

necessária a utilização de um programa de otimização. Existem trabalhos que utilizam

heuŕısticas mais sofisticadas para escolha dos padrões a serem removidos e adicionados,

1As condições de KKT da Equação 7.1 são as mesmas utlizadas na determinação dos SVs para SVMs
com margens suaves, apresentadas no Caṕıtulo 4.
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além de utilizarem métodos de caching (Müller et al., 2001). Com isto, tornam-se mais

rápidos e adequados a problemas de maior escala. Um exemplo é a ferramenta SVMlight

(Joachims, 1998), descrita na próxima Seção.

O caso mais extremo de decomposição do problema é realizado pelo algoritmo Sequen-

tial Minimal Optimization (SMO), de Platt (1999). A cada iteração do SMO, somente

dois padrões são examinados, ou seja, soluciona-se um problema de otimização quadrática

de tamanho 2 a cada ciclo do algoritmo. Este é o menor tamanho de problema de otimiza-

ção posśıvel, mantendo a restrição
n∑

i=1

αiyi = 0. A cada ciclo, escolhidos os valores α1 e

α2 a serem otimizados (lembrando que cada αi corresponde diretamente a um padrão xi),

os αi remanescentes são mantidos constantes, e α1 e α2 são atualizados de forma que a

obedecer a igualdade representada pela Equação 7.2 (Cristianini and Shawe-Taylor, 2000).

α1y1 + α2y2 = const. = αantigo
1 y1 + αantigo

2 y2 (7.2)

Deve-se lembrar que a restrição 0 ≤ α1, α2 ≤ C deve ser obedecida. Os novos valores

das variáveis α1 e α2 podem ser determinados analiticamente, sem a necessidade do uso

de programas de otimização. Na escolha dos exemplos a serem analisados a cada ciclo,

heuŕısticas são utilizadas. O padrão correspondente a α1 é escolhido entre aqueles que

violam as condições de KKT. O segundo padrão (α2) é escolhido de forma que a atu-

alização no par (α1, α2) acarrete um maior crescimento no valor da função objetivo. A

implementação desta técnica é simples2. Além disso, este algoritmo geralmente é rápido.

A seguir uma lista, acompanhada de uma breve descrição, de algumas implementações

de SVMs dispońıveis é apresentada.

7.2 Implementações Dispońıveis

Há uma grande variedade de implementações de SVMs dispońıveis para uso não-

comercial. Vários algoritmos podem ser acessados via (Smola and Schölkopf, 2000). Al-

gumas destas ferramentas são brevemente descritas a seguir:

• SMO: uma implementação em C++ do algoritmo SMO para classificação foi desen-

volvida por Ge (2001). Essa ferramenta deve ser utilizada em plataforma Unix/Linux.

Como Kernel, estão dispońıveis as funções Linear e Gaussiana. Esta implementação

lida com problemas binários e multiclasses.

• SVMlight: implementação de Joachims (1998). Pode ser utilizada em proble-

mas de classificação, binários ou multiclasses, e de regressão. Permite a utilização

2Um pseudocódigo do SMO pode ser consultado em (Cristianini and Shawe-Taylor, 2000).
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de vários tipos de função Kernel: Linear, Polinomial, Gaussiano, Sigmoidal e de

funções definidas pelo usuário. Compilada para plataformas Windows NT, Unix,

Linux e Powermac. Usa ferramenta de programação quadrática para resolução dos

problemas de otimização, distribúıda juntamente com o software.

• mySVM: ferramenta baseada no SVMlight (Sewell, 2001). Utilizada em reconhe-

cimento de padrões (classificação), sobre problemas binários ou multiclasses, e re-

gressão. Pode ser utilizada em plataformas Windows, Unix e Linux. Possibilita

a utilização de diversas funções Kernel, entre as quais: Linear, Polinomial, Gaus-

siana, RBF Anova, Sigmoidal e definidas pelo usuário, além permitir o uso de somas

e produtos de Kernels.

• LIBSVM: biblioteca de funções para SVMs, com interface gráfica, projetada por

Chang and Lin (2003). Possui fontes em C++ e Java. Também possui interface

para Matlab. As implementações são baseadas nas ferramentas SMO e SVMlight.

Permite seleção de modelo por cross-validation e atribuir pesos aos dados para lidar

com distribuições de dados desbalanceadas. Pode ser utilizado em problemas de

classifição multiclasses e regressão.

• SVM toolbox para Matlab: toolbox para Matlab (Schwaighofer, 2002) baseado no

SVMlight. Pode ser utilizado em problemas de classificação binária ou multiclasses.

Pode ser facilmente modificado e requer a utilização de um pacote de otimização,

que pode ser o fornecido pelo Matlab.

• SVMTorch: adaptação do SVMlight, especial para lidar com problemas de larga

escala (Collobert and Bengio, 2001). Pode ser utilizado em problemas de classifi-

cação (binária e multiclasses) e regressão. Pode ser utilizado em plataformas Unix,

Linux e Windows. Incorpora Kernels Linear, Polinomial, Gaussiano, Sigmoidal e

definidos pelo usuário.

Existem alguns estudos para comparação do desempenho de alguns dos algoritmos

citados (Carvalho, 2002; Carrieras and Pérez, 2001; Chang et al., 2000). A adequabilidade

de cada um, porém, depende do problema a ser investigado.

7.3 Considerações Finais

Este Caṕıtulo listou alguns trabalhos que visam facilitar o treinamento das SVMs. Em

geral esse processo é complexo, já que envolve a resolução de um problema de otimização

quadrática. Embora existam diversos pacotes de otimização que solucionam este tipo de
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problema, estes são inadequados para as aplicações em AM, que em geral caracterizam-se

pela necessidade de lidar com um grande volume de dados.

Diversas técnicas foram então propostas para adaptar o problema de otimização das

SVMs a aplicações de larga escala. Parte destes utilizam estratégias decomposicionais,

em que subproblemas menores são otimizados a cada passo do algoritmo (ex.: (Vapnik,

1982; Osuna et al., 1997; Joachims, 1998)).

Algumas implementações de SVMs dispońıveis também foram apresentadas.

A seguir, o Caṕıtulo 8 apresenta o uso das SVMs em algumas aplicações práticas.
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Caṕıtulo 8

Aplicações

As SVMs vêm sendo aplicadas com sucesso a diversos problemas computacionais

(Hearst et al., 1998; Smola et al., 1999b; Müller et al., 2001).

Existem diversos benchmarks para avaliação dos resultados obtidos por técnicas de

AM. Em (Müller et al., 2001) um estudo comparativo entre diversas técnicas de AM,

entre elas as SVMs, Redes Neurais Artificiais do tipo RBF e o AdaBoost1 (AB), é apre-

sentado. A Tabela 8.1 ilustra a taxa de erro observada no teste de classificadores gerados

pelas técnicas citadas, sobre conjuntos de dados do repositório IDA (IDA, 2002). Na

geração dos classificadores, os dados foram divididos segundo o método 10-fold cross vali-

dation. Segundo este método, o conjunto de dados é dividido em 10 partições de tamanho

aproximadamente igual. Nove destas partições são utilizadas no treinamento do classifi-

cador, enquanto a restante é utilizada em seu teste. Tem-se então um total de dez pares

de conjuntos para treinamento e teste. O erro total do classificador é dado pela média

dos erros observados em cada partição.

Taxa de Erro de Classificação
Base SVM RBF AB

Cancer seio 26.0± 0.47 27.6 ± 0.47 30.4 ± 0.47
Diabetes 23.5± 0.17 24.3 ± 0.19 26.5 ± 0.23
Coração 16.0± 0.33 17.6 ± 0.33 20.3 ± 0.34
Splice 10.9 ± 0.07 10.0± 0.10 10.1 ± 0.05

Tireóide 4.8 ± 0.22 4.5 ± 0.21 4.4± 0.22

Tabela 8.1: Comparação entre os erros das técnicas SVM, RNA RBF e AB para diferentes
bases de dados (Müller et al., 2001). Os melhores resultados são apresentados em negrito.

Através da Tabela 8.1 pode-se verificar a eficácia das SVMs na solução de diferentes

1O AdaBoost é uma técnica utilizada na geração de comitês de classificadores. Um comitê consiste
de um conjunto de preditores cujas sáıdas são combinadas na previsão da classe de novas instâncias
(Baranauskas and Monard, 2000). Na Tabela 8.1, RNAs foram utilizadas como preditores base.
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tipos de problemas. Os resultados das SVMs são superiores ou similares aos das outras

técnicas apresentadas.

As próximas Seções descrevem aplicações das SVMs em três áreas distintas: Visão

Computacional, Reconhecimento de Dı́gitos e Bioinformática. É focada, porém, a descri-

ção de trabalhos em Bioinformática, área em que o uso de SVMs tem se mostrado bastante

promissor.

8.1 Visão Computacional

A área de pesquisa de Visão Computacional investiga alternativas para incorporar as

caracteŕısticas dos sistema de visão natural em sistemas computacionais. Busca-se extrair

informações a partir das imagens, utilizando para isso recursos de Inteligência Artificial,

processamento de imagens e reconhecimento de padrões (Dowling, 1996).

Uma aplicação bastante pesquisada é a identificação de faces humanas em imagens.

Fernandez and Viennet (1999) aplicaram SVMs com Kernel do tipo RBF na realização

desta tarefa. Nos experimentos realizados foram utilizadas 10 imagens de 40 pessoas.

Foram gerados classificadores para as imagens originais e para os mesmos dados submeti-

dos a dois conjuntos de pré-processamentos distintos. O primeiro deles era composto

por reescalas e da técnica de Análise de Componentes Principais (PCA) (Diamantaras

and Kung, 1996). O segundo, por translações e efeitos de zoom. Neste último caso, um

subconjunto dos dados não foi submetido aos processamentos citados. Os erros obtidos

durante o teste foram de 5.5%, 3.7% e 1.5%, respectivamente. Na comparação com outras

técnicas de AM o melhor resultado foi de 2.7% para o erro, obtido por uma RNA.

Em Hearst et al. (1998) também é descrita uma aplicação de SVMs ao problema

de detecção de faces em imagens. Para compensar variações nas imagens, as seguintes

técnicas de pré-processamento foram aplicadas: máscara para diminuição da dimensão

das imagens, correção de gradiente para redução de sombras e efeitos de luminosidade e

equalização para lidar com diferenças de brilho e de curvatura de câmeras. Os resultados

foram comparados aos de Sung and Poggio (1994), que utilizaram clusterização e RNAs

para a mesma tarefa considerada. Os resultados descritos em Hearst et al. (1998) se

mostraram similares e, em alguns casos, superiores.

8.2 Reconhecimento de Dı́gitos

Esta aplicação consiste em reconhecer um número a partir de d́ıgitos manuscritos.

Diversos trabalhos deste tipo foram conduzidos utilizando a base do Serviço Postal Ame-

ricano (USPS) (Schapire et al., 1997; DeCoste and Schölkopf, 2001; LeCun et al., 1995).
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Este repositório contém 9298 d́ıgitos manuscritos na forma de matrizes de dimensão 16x16,

cujas entradas possuem valores entre −1 e 1.

Em (Campbell, 2000), uma RNA do tipo RBF e uma SVM com Kernel RBF foram

comparadas na resolução deste problema, utilizando a base de dados USPS para treina-

mento e teste dos classificadores gerados. Os resultados alcançados podem ser visualizados

na Tabela 8.2. Verifica-se que a SVM mostrou um melhor desempenho no reconhecimento

de todos os d́ıgitos.

Dı́gito 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

RBF 20 16 43 38 46 31 15 18 37 26
SVM 16 8 25 19 29 23 14 12 25 16

Tabela 8.2: Número de erros obtidos na classificação de d́ıgitos manuscritos pertencentes a um
conjunto de teste com 2007 padrões (Campbell, 2000).

8.3 Bioinformática

Por Bioinformática entende-se a aplicação de técnicas computacionais, envolvendo

desde o armazenamento de informações à análise das mesmas, no gerenciamento de in-

formações biológicas (Baldi and Brunak, 1998). Os dados neste domı́nio em geral são

volumosos e complexos (possuem grande número de atributos, ou seja, grande dimensão),

o que torna o uso das SVMs adequadas.

Seguem algumas das principais aplicações de interesse em Bioinformática e como as

SVMs forma empregadas em cada uma delas.

8.3.1 Identificação de genes

A tarefa de identificação de genes envolve o reconhecimento e a localização de cada

gene em seqüências de DNA. Uma abordagem comumente utilizada na realização desta

tarefa envolve determinar sinais que podem ser identificados nas seqüências e que indicam

situações especialmente adequadas à localização de genes (Cravem and Shavlik, 1994).

Um exemplo de sinal é o śıtio de ińıcio de tradução (SIT) em seqüências de mRNA

(Ácido Ribonucleico mensageiro2). Zien et al. (2000) reportam o uso de SVMs no reconhe-

cimento desses śıtios. O desempenho das SVMs é comparado ao das RNAs. Resultados

melhores são observados através da aplicação das SVMs. Outro estudo conduzido pelos

mesmos autores envolveu a incorporação de informações espećıficas do domı́nio biológico

2O mRNA é gerado na Expressão Gênica, processo biológico estudado na Bioinformática.
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(conhecimento a priori) às funções Kernel. A realização dessas modificações se mostrou

bastante simples e os resultados alcançados pelas SVMs foram melhores que os obtidos

com o uso de funções Kernel tradicionais. A utilização de informação a priori no desen-

volvimento de funções Kernel é uma área de pesquisa bastante investigada atualmente,

permitindo a obtenção de Kernels mais adequados às aplicações investigadas (Schölkopf

et al., 1998).

Em organismos eucariotos3, outros tipos de sinais são as junções de processamento.

Essas junções delimitam regiões do gene que são traduzidos em protéınas, denominadas

exons, e regiões que não são codificadas, os introns. Em (Lorena et al., 2002a) SVMs,

RNAs e Árvores de Decisão (ADs) são aplicadas na identificação desses śıtios. Melhores

resultados são observados com a utilização das SVMs. Em (Lorena et al., 2002b) resulta-

dos semelhantes são obtidos na comparação entre SVMs e ADs.

8.3.2 Estrutura de protéınas

As funções e propriedades de uma protéına são determinadas por sua estrutura tridi-

mensional (Casley, 1992). Esta estrutura, por sua vez, é definida pela seqüência de genes

que codificam a protéına em questão. Uma área de pesquisa que tem despertado grande

interesse é a análise dos dados genéticos seqüenciados com o fim de determinar a estru-

tura das protéınas codificadas. Estudos semelhantes são conduzidos para determinar a

estrutura tridimensional de moléculas de RNA.

Uma das tarefas envolvidas na previsão da estrutura de protéınas é o reconhecimento de

tipos de“dobras”que estas possuem. Métodos para comparação de seqüências como o pair-

wise são comumente utilizados nessa tarefa, buscando seqüências similares e atribuindo

o tipo de dobra destas à protéına sendo consultada. Porém, existem bases com menos

de 35% de semelhança entre as protéınas em ńıvel seqüencial. Para estes casos, o uso de

algoritmos de AM tem se mostrado mais adequado.

Ding and Dubchak (2001) empregaram SVMs e RNAs na solução desse problema.

As RNAs também foram utilizadas como classificadores binários, a exemplo das SVMs.

Embora essas estruturas possam ser utilizadas diretamente na classificação envolvendo

mais de duas classes, é argumentado que as RNAs são mais precisas e eficientes quando

lidam com problemas de classificação binária. Na geração de classificadores multiclasses

a partir de dicotomias, foram utilizados os métodos 1-c-t, 1-c-t único (versão do 1-c-t

adaptado para lidar com o problemas de falsos positivos4) e t-c-t. Devido aos longos

peŕıodos de treinamento requeridos pelas RNAs, a metodologia t-c-t não foi empregada,

3Organismos que possuem o material genético delimitado em um núcleo.
4Falsos positivos são padrões classificados como pertencentes à classe positiva, sendo sua classificação

correta a negativa.
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pois tornou-se proibitiva. É reportado que as SVMs obtiveram melhores resultados que as

RNAs em todos os casos. Entre as SVMs, aquela em que se usou t-c-t foi a mais precisa.

8.3.3 Análise de Expressão Gênica

O objetivo neste caso é analisar o ńıvel de expressão de diferentes genes (a“quantidade”

de protéınas que este produz). Com isto pode-se, por exemplo, comparar mudanças na

expressão de alguns genes frente a alguma doença, possibilitando assim identificar alvos

para futuros medicamentos e/ou terapias gênicas (Furey et al., 2001).

Muitos trabalhos utilizam SVMs na análise de dados provenientes de experimentos

de DNA microarray, técnica de laboratório utilizada para medir o ńıvel de expressão de

genes. Esses dados caracterizam-se por possuir uma grande dimensionalidade (possuem

medidas de milhares de genes). As SVMs, portanto, são apropriadas a essa tarefa.

A medida do ńıvel de expressão dos genes em geral é útil no diagnóstico de moléstias,

por meio da identificação de genes relacionados a uma determinada doença. Furey et al.

(2001) aplicaram SVMs sobre dados de DNA microarray para classificação de tecidos

cancerosos e, por meio de adaptações no algoritmo original, determinaram exemplos do

conjunto de treinamento que continham erros em sua classificação, que é usualmente feita

a priori por um Biólogo. Os resultados observados se mostraram comparáveis a outros

métodos, tais como as RNAs (Tamayo et al., 1996).

Em um experimento semelhante, Ben-Hur et al. (2000) aplicaram SVMs, AdaBoost e

clusterização sobre dados de microarray para classificação de tumores, sendo os resultados

obtidos também promissores.

Brown et al. (1999), por sua vez, utilizaram as SVMs sobre dados de DNA microarray

para classificação de genes. Experimentos sobre esses dados sugerem que genes com função

similar possuem padrão de expressão semelhante. Nos estudos conduzidos as SVMs se

mostraram superiores a outras técnicas de AM, tais como as Árvores de Decisão e o

Kernel Fisher Discriminant5.

8.4 Considerações Finais

As SVMs são aplicáveis a uma grande gama de problemas práticos. Este Caṕıtulo apre-

sentou soluções em três áreas distintas: visão computacional, reconhecimento de d́ıgitos

e Bionformática.

5O Kernel Fisher Discriminant é um método baseado na teoria Estat́ıstica de discriminante de Fisher
e no uso de funções Kernel, semelhante ao realizado em relação às SVMs.
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Os resultados alcançados pelas SVMs nestes campos demonstram a eficácia desta téc-

nica, principalmente quando confrontada com grandes volumes de dados e padrões com-

plexos (com grande dimensão). Outros métodos de AM, quando aplicados a situações

práticas desse tipo são, em geral, ineficientes, apresentando problemas de generalização

(overfitting).
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Caṕıtulo 9

Conclusão

Este relatório apresentou uma introdução às Máquinas de Vetores Suporte (Support

Vector Machines - SVMs). Essa técnica se caracteriza por alcançar altas taxas de precisão

e ser robusta diante de dados de grande dimensionalidade (padrões com muitos atributos).

Apesar da obtenção de bons desempenhos em áreas variadas através da utilização

desta técnica, algumas ressalvas devem ser feitas:

• A velocidade de classificação das SVMs pode ser menor que, por exemplo, as de

RNAs (LeCun et al., 1995). Um trabalho que apresenta propostas visando atacar

este problema foi realizado por Burges and Schölkopf (1997).

• Outro problema das SVMs está no fato de que a complexidade computacional na

busca de soluções é da ordem de n2 a n3, em que n é o número de exemplos de

treinamento. Apesar de polinomial, este valor pode ser significativo para aplicações

nas quais o volume de dados é grande. Porém, em geral as SVMs apresentam tempos

de treinamento consideravelmente menores que vários algoritmos de AM.

• A forma como o conhecimento é adquirido e codificado pelos classificadores gerados

por SVMs não é facilmente interpretável. Esta é uma desvantagem sobre técnicas

de AM como as Árvores de Decisão, que organizam o conhecimento adquirido em

uma estrutura diretamente interpretável.

Embora as SVMs possuam algumas deficiências, existem diversos estudos e propostas

no sentido de minimizá-las. Estes fatores em conjunto com a vantagem de uma alta

capacidade de generalização faz com que as SVMs sejam técnicas largamente exploradas

em trabalhos atuais.
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Apêndice A

Teoria de Otimização

Este Apêndice apresenta conceitos básicos em Teoria de Otimização. Esta descrição

é simplificada, formando uma base para o entendimento dos prinćıpios apresentados na

determinação do hiperplano ótimo para as SVMs. As conceituações apresentadas foram

extráıdas de Vert (2001) e (Cristianini and Shawe-Taylor, 2000).

A.1 Otimização de função sem restrições

Considerando um problema de minimização, o caso mais simples consiste em encontrar

o ponto x∗ (em que x ∈ �m) que minimize uma função f(x) convexa, sem restrições no

valor procurado. Considera-se apenas funções convexas pelo fato deste ser o tipo de função

minimizada pelas SVMs.

Sendo ∇f (x) o vetor de derivadas parciais de f (derivadas em relação a cada coorde-

nada de x), ou vetor gradiente (Equação A.1), o ponto ótimo x∗ é encontrado igualando-se

∇f (x) a 0. Resolve-se então o conjunto de Equações A.2.

∇f (x) =
(
∂f

∂w1

(x) , . . . ,
∂f

∂wm

(x)

)
(A.1)




∂f (x)/∂x1
= 0

∂f (x)/∂x2
= 0

...
∂f (x)/∂xn

= 0

(A.2)

A.2 Otimização de função com uma restrição

O problema atacado neste caso é representado por:
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Figura A.1: Ilustração do semi-espaço de posśıveis soluções ao problema de otimização com
uma restrição linear.

Minimizar: f(x)

Sob a restrição: g(x) ≥ 0

Se a restrição for linear, como no caso das SVMs, o conjunto de vetores x que satisfazem

a restrição pertencem a um semi-espaço delimitado pelo hiperplano g(x) = 0. A Figura

A.1 ilustra este semi-espaço, o qual é denominado por simplicidade de referência “semi-

espaço permitido”. O semi-espaço que não obedece à restrição será referenciado por“semi-

espaço não-permitido”.

Deve-se procurar um ponto x∗ pertencente ao semi-espaço permitido com f(x∗) mı́ni-

mo.

Seja x o ponto ótimo procurado (que minimiza f(x) e obedece a restrição) e x∗
0 o

ponto que minimiza f(x), sem restrição. Considerando que a função g(x) é da forma

w · x+ b = 0 (linear), duas situações podem ocorrer em relação ao posicionamento de x∗
0:

(a) x∗
0 pertence ao semi-espaço permitido. Neste caso, x∗

0 é o valor ótimo procurado,

ou seja, x∗ = x∗
0. Logo, x

∗ satisfaz as igualdades A.3.

{
∇f (x∗) = 0

w · x∗ + b ≥ 0
(A.3)
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O ponto ótimo x∗ pode então ser encontrado pelo sistema A.3.

(b) x∗
0 pertence ao semi-espaço não permitido, ou seja, não obedece à restrição. Neste

caso, é provado matematicamente que x∗ encontra-se sobre o hiperplano w · x + b = 0 e

que o gradiente ∇f (x) é paralelo a w. O problema de otimização passa a ser encontrar

um ponto x∗ que satisfaça o sistema A.4.

{
∇f (x∗) = αw, para algum realα

w · x∗ + b = 0
(A.4)

O ponto ótimo x∗ deve satisfazer então os sistemas A.3 ou A.4. Reunindo estes dois

resultados, chega-se ao sistema A.5, para algum real α.




∇f (x∗) = αw

w · x∗ + b > 0

α ≥ 0

α (w · x∗ + b) = 0

(A.5)

A.3 Otimização com várias restrições

Neste caso, tem-se o problema:

Minimizar: f(x)

Sob as restrições: gi(x) ≥ 0, para i = 1, . . . , n

Similarmente ao apresentado na Seção anterior, cada restrição define um semi-espaço

permitido e um não permitido, delimitados por gi(x) = 0. A intersecção dos semi-espaços

permitidos representa a região onde a solução ótima deve ser procurada.

Para se solucionar este problema, introduz-se uma função denominada Lagrangiana,

que incorpora informações da função objetivo e das restrições a serem obedecidas1. A

Lagrangiana para o problema apresentado é dada pela função objetivo subtráıda2 de uma

combinação linear das restrições, conforme representado na Equação A.6. Os coeficientes

da combinação (αi) são usualmente denominados multiplicadores de Lagrange.

L (x, α) = f (x)−
n∑

i=1

αigi (x) (A.6)

1A teoria de Lagrange também é utilizada nos casos sem restrição e com uma restrição. Optou-se por
formalizá-la somente no caso de mais restrições para facilitar o entendimento dos conteúdos apresentados.

2Se a restrição fosse g(x) ≤ 0, a diferença seria substitúıda por uma soma.
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A obtenção de uma solução ótima (x∗, α∗) neste caso é dada pelo sistema A.7, que é

uma generalização dos resultados apresentados em A.5. Esta solução faz parte do Teorema

de Kuhn-Tucker.
∂L (x∗, α∗)/∂x = 0

α∗
i gi (x

∗) = 0, i = 1, . . . , n

gi (x
∗) ≥ 0, i = 1, . . . , n

α∗
i ≥ 0, i = 1, . . . , n

(A.7)

A Equação A.6 deve ser maximizada em relação a α e minimizada em relação a w,

com a restrição das coordenadas do vetor α serem maiores que 0. Esta é a representação

primal do problema de otimização. O cálculo da derivada primeira da Lagrangiana em

relação as variáveis primais leva a um conjunto de equações. Substituindo os resultados

dessas equações da Lagrangiana e em suas restrições, obtém-se a representação dual do

problema. A função resultante contêm somente os multiplicadores de Lagrange αi (tam-

bém denominados variáveis duais) e deve ser maximizada sob restrições mais simples.

A formulação dual em geral é mais simples de ser solucionada, já que frequentemente é

dif́ıcil lidar com as restrições de desigualdade do problema primal diretamente. Obtidos

os valores dos α∗
i por algum algoritmo de otimização padrão (normalmente numérico), as

variáveis primais ótimas podem ser facilmente determinadas.

O exemplo a seguir ilustra os conceitos apresentados (Cristianini and Shawe-Taylor,

2000).

Exemplo: Dado o problema de minimização com função objetivo quadrática:

Minimizar 1
2
w′Qw − k′w

Sujeito a Xw ≤ c

em que Q é uma matriz positivamente definida (com auto-valores maiores que 0) de

dimensão n x n, k é um vetor n-dimensional, c é um vetor m-dimensional e X é uma

matriz de dimensão n x n.

Este é um caso de programa quadrático, mesma classe de problemas das SVMs. A

Lagragiana deste problema é dada pela Equação A.8.

L(w, α) =
1

2
w′Qw − k′w + α′ (Xw − c) (A.8)

Esta função deve ser minimizada em relação a w e maximizada em relação a α, com

a restrição α ≥ 0. Esta é a representação primal do problema.
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Derivando a Equação A.8 em relação a w e igualando o resultado a 0, obtém-se o

resultado A.9.

w = Q−1 (k−X′α) (A.9)

Substituindo este valor no problema primal, tem-se a representação dual:

Maximizar −1
2
α′Pα− α′d− 1

2
k′Qk

Sujeito a α ≥ 0

onde P = XQ−1X′ e d = c−XQ−1k.

Logo, o dual de um programa quadrático é outro programa quadrático, porém com

restrições mais simples. Este problema pode ser então solucionado por algoritmos de

otimização. Determinado o valor ótimo do vetor α∗, w∗ pode ser determinado pela

Equação A.9.
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