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Abstract: The bone structure is modeled as a 
composite material containing a periodic 
distribution of circular cylindrical holes in a linear 
transversely isotropic piezoelectric matrix. To obtain 
its effective properties, the Asymptotic 
Homogenization Method (MHA) is used. A set of 
local problems is then defined and solutions to these 
problems are presented, yielding the effective elastic, 
piezoelectric, and dielectric coefficients of the 
composite. Furthermore, results are presented for 
cortical bones, which compare very well with results 
found in the literature. This work is an ongoing 
research effort to understand the overall behavior of 
bone structures from their microstructural behavior.  
Palavras-chave: Elasticity, Piezoelectricity, 
Asymptotic Homogenization Method, Bone. 
 
Introdução 
 

Materiais piezoelétricos têm despertado considerável 
interesse devido às suas propriedades eletromecânicas, 
as quais estão relacionadas à produção de ambos, 
deformação mecânica sob a ação de cargas elétricas e 
campo elétrico sob a aplicação de cargas mecânicas, [1]. 

O osso exibe um comportamento elástico-linear para 
pequenas deformações e pode ser modelado como um 
composto heterogêneo, anisotrópico e piezoelétrico, [2-
4]. A origem da piezoeletricidade no osso é atribuída ao 
efeito piezoelétrico das moléculas de colágeno 
cristalizadas, [4]. Duarte [5] atribui à piezoeletricidade a 
aceleração do processo de consolidação de fraturas 
ósseas por ultra-som de baixa intensidade. No entanto, a 
velocidade do processo de consolidação de fraturas 
depende da qualidade óssea. 

 A qualidade óssea compreende os aspectos da 
estrutura e composição óssea que contribuem para a 
rigidez e resistência do osso e são independentes da 
densidade mineral óssea, tais como turnover ósseo, 
microarquitetura, mineralização, microdanos e  
composição da matriz óssea e mineral, [6]. Alterações 
microestruturais, tais como redução do número e largura 
das trabéculas, são alguns sinais característicos de que 
há osteoporose e que, portanto há redução da resistência 
ossea, [7]. Porém, alterações nas trabéculas não podem 

ser medidas por técnicas tradicionais de medição da 
qualidade óssea, tais como a densitometria óssea. O 
entendimento das propriedades efetivas de estruturas 
ósseas possibilita compreender alterações na 
microestrutura e é de grande interesse no 
desenvolvimento de experimentos e na correta 
interpretação das observações experimentais. Este 
entendimento possibilita também a criação de novas 
tecnologias, tais como a plataforma Juvent1000 DMT® 
[8], para tratar e prevenir o desenvolvimento da 
osteoporose de forma não invasiva e sem o uso de 
medicamentos. 

O Método de Homogeneizacão Assimptótica (MHA) 
fornece um procedimento matemático rigoroso que 
possibilita calcular as propriedades efetivas de meios 
não homogêneos contendo uma microestrutura 
periódica, [9-15]. Neste trabalho, admite-se que a 
microestrutura óssea é periódica e utiliza-se o MHA 
para gerar um modelo analítico que consiga capturar a 
resposta eletromecânica do osso. Para isto, considera-se 
que a microestrutura óssea pode ser modelada por um 
elemento representativo de volume (RVE). Este 
elemento contém informacões sobre a geometria e as 
propriedades materiais da microestrutura. 
 
Materiais e Métodos 
 

Modela-se o osso como um sólido poroso composto 
de furos cilíndricos circulares vazios distribuídos 
periodicamente em uma matriz óssea, a qual assume-se 
que é transversalmente isotrópica.  

A matriz ocupa a região M  ilustrada na Figura 1.a 
e a célula periódica ocupa a região Y  ilustrada na 
Figura 1.b. A região Y  é um paralelogramo contendo 
um furo circular, centrado na interseção das diagonais 
do paralelogramo, de raio R e contorno Γ. Considera-se 
uma distribuição periódica destas células na região 
M com períodos ω1= (ε, 0) e ω2    = (0, ε). 

Um material piezoelétrico linear possui a seguinte 
relação constitutiva, [16], 
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Adota-se em (1) a convenção usual de soma sobre todos 
os índices latinos repetidos, os quais variam de 1 a 3. 

Observe de (1) que as componentes do tensor tensão, 

ijσ , e do vetor deslocamento elétrico, iD , estão 

linearmente relacionadas com as componentes do tensor 

deformação, klε , e do vetor campo elétrico, kE , 

respectivamente. As propriedades do material são dadas 

pelas componentes dos tensores elástico, ijklC , 

piezoelétrico, kije , e de permissividade dielétrica, ikε . 
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Figura 1: a) Compósito poroso consistindo de cilindros 
circulares periodicamente distribuídos em um meio 
piezoelétrico; b) Célula periódica elementar quadrada 
com coordenadas (y1=x1/ε-1/2, y2=x2/ε-1/2). 
 

O MHA é um método utilizado para encontrar os 
coeficientes que representam as propriedades elásticas, 
piezoelétricas e dielétricas de um meio heterogêneo 
através de uma expansão assimptótica em forma de série 
de potências de um parâmetro geométrico pequeno ε . 
Este parâmetro é o quociente entre uma grandeza 
geométrica da célula periódica por uma grandeza 
geométrica de todo o composto. Neste trabalho, 

1/ Lε = , conforme ilustrado na Fig.1. Em geral, a 
solução do problema original converge para a solução 
do problema homogeneizado quando 0ε → .  

A aplicação deste método necessita da solução de 

problemas de valor de contorno locais pqL  e pL  sobre 

a célula periódica para a determinação dos coeficientes 
efetivos do meio homogeneizado, [12], [17] e [18]. 
 
Definição dos problemas locais na célula periódica 
 

Os problemas locais pqL  consistem em encontrar os 

vetores deslocamento Y - periódicos ( )pqM y  e os 

potenciais Y - periódico ( )pqN y  que satisfaçam as 

seguintes condições 

 

, 0pq iδ δσ =   em Y ,                                                   (2) 

, 0pqDδ δ =  em Y ,                                                    (3) 

pq i i pqn C nδ δ δ δσ = −  sobre Γ ,                                 (4) 

pq pqD n e nδ δ δ δ= −  sobre Γ ,                                    (5) 

0pq iM =  e 0pqN = .                                      (6) 

 
Em (2)-(6), a vírgula denota a derivada parcial em 

relação à componente yδ . Índices latinos variam de 1 a 

3 e índices gregos variam de 1 a 2. Em (4) e (5), nδ  são 

as componentes do vetor unitário normal a Γ. Os 
parênteses angulares em (6) definem a média sobre a 

célula periódica, a qual é dada por F
X

FdX= ∫ . 

Em (2)-(5), as componentes de tensão e de 
deslocamento elétrico são apresentadas em [17] e [18] e 
satisfazem relações constitutivas piezoelétricas lineares 
dadas por 
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Os coeficientes materiais em (7) satisfazem as 
propriedades clássicas de simetria  

 

ijkl klij jikl ijlkC C C C= = = , kij kjie e= , ij jiε ε= .    (8) 

 

Os problemas locais pL  consistem em encontrar os 

vetores deslocamento Y -periódicos ( )pM y  e os 

potenciais Y -periódicos ( )pN y  que satisfaçam as 

equações diferenciais (2), (3), a condição (6), a relação 
constitutiva (7), e  
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Resultados 
 

As constantes elásticas, piezoelétricas e dielétricas 
homogeneizadas, isto é, as constantes efetivas, são  
dados por  
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onde ,pq k lM  e ,pq kN  são soluções dos problemas 

pqL  definidos por (2)-(7), e por  
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onde ,p k lM  e ,p kN  são soluções dos problemas pL  

definidos por (2), (3), (6), (7) e (9). A barra sobrescrita 
refere-se à propriedade efetiva. 

Para o caso particular de uma matriz 
transversalmente isotrópica, as constantes elásticas, 
piezoelétricas e dielétricas que aparecem na relação 
constitutiva (1) podem ser escritas em termos de 10 
constantes independentes (k, l, n, p, m, q, r, s, t, e u): 

cinco constantes elásticas 1111 11222k C C= + , 

1111 1122 12122 ( 2 )m C C C= − = , 1133 2233l C C= = , 

3333n C= , 1313 2323p C C= = ; três piezoelétricas 

311 322q e e= = , 333r e= ,      113 223s e e= =  e duas 

dielétricas 11 22t ε ε= = , 33u ε= , [19]. A notação 

acima é uma extensão da notação de Hill [20]. 
Assim, substituindo as relações acima nas 

expressões (10) e (11) obtém-se: 
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O índice subscrito v  nos primeiros termos do lado 

direito das equações (12)-(22) denota a média aritmética 
da propriedade relatada sobre a célula. Deste modo,  

 
2(1 )vk k Rπ= − .                                                    (23) 

 
Além disso, índices gregos repetidos determinam o 
somatório  
 

33 , 33 1,1 33 2,2M M Mα α = + .                                    (24) 

 
Utilizam-se agora as expressões (10) e (11) para 

calcular as propriedades efetivas do osso cortical 
considerando que a parte sólida do osso é elástico-linear 
e isotrópica e que, portanto, as constantes piezoelétricas 
e dielétricas da parte sólida são nulas. Considera-se que 
o módulo de Young e o coeficiente de Poisson da parte 
sólida sejam dados por E = 12 GPa e ν = 0,38, 
respectivamente, e que a porosidade do osso cortical 
seja 0,04. Estes dados foram obtidos da Tabela 2 de 
[21]. Na Tabela 1 comparam-se os valores das 
propriedades efetivas obtidas pelo MHA com os valores 
obtidos por [21] via Método dos Elementos Finitos. 

 
Tabela 1: Constantes elásticas efetivas do osso cortical 
totalmente drenado, onde  N é o valor tomado da Tabela 
2 de [21] e M é o valor obtido via MHA. 
 
Constantes Elásticas Efetivas N M 

1111 2222C C=  18,631 18,660 

3333C  19,975 19,443 

1133 313311 2233 3322C C C C= = =  11,138 10,949 

1122 2211C C=  10,701 10,736 

4444 5555C C=  4,016 4,013 

6666C  3,922 3,915 

 
Discussão 
 

O MHA foi aplicado no modelamento de um sólido 
com microestrutura periódica para a obtenção das suas 
propriedades efetivas, as quais compreendem as 
propriedades elásticas, piezoelétricas e dielétricas. Estes 
resultados analíticos servem como base de comparação 
para resultados obtidos por meio de técnicas 
experimentais para a monitoração da qualidade óssea. 

Uma vantagem do MHA sobre outros métodos de 
homogeneização utilizados na análise das propriedades 
efetivas da estrutura óssea consiste na determinação 
destas propriedades a partir da solução de problemas 
locais definidos sobre uma única célula periódica. Por 
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outro lado, a própria periodicidade da microestrutura é 
uma limitação do método, pois, em geral, a 
microestrutura óssea não é periódica.  

Dada uma geometria para a célula periódica, o MHA 
possibilita determinar as propriedades efetivas e 
caracterizar as propriedades de simetria da estrutura 
óssea. Neste trabalho utilizou-se uma célula contendo 
um furo circular centrado em um quadrado e 
escreveram-se os coeficientes efetivos em termos de dez 
constantes independentes. Estes resultados analíticos 
obtidos pelo MHA são importantes na validação de 
modelos numéricos e estão sendo comparados com 
resultados experimentais. 

Aplicou-se o MHA na obtenção das propriedades 
efetivas do osso cortical totalmente drenado. Os valores 
das constantes elásticas obtidas pelo MHA concordam 
com os resultados de [21] na faixa de 0,0009% a 0,9% .  

Estudos comparativos com outros modelos analíticos 
e numéricos, como os de Kar-Gupta e Venkatesh [1, 
22], para calcular a resposta global eletromecânica de 
materiais piezoelétricos porosos com comportamento 
elástico-linear, estão sendo realizados pelo nosso grupo 
de pesquisa. 
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