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Abstract: The bone structure is modeled as a
composite  material containing a  periodic
distribution of circular cylindrical holes in a linear
transversely isotropic piezoelectric matrix. To obtain
its effective properties, the Asymptotic
Homogenization Method (MHA) is used. A set of
local problems is then defined and solutions to these
problems are presented, yielding the effective elastic,
piezoelectric, and dielectric coefficients of the
composite. Furthermore, results are presented for
cortical bones, which compare very well with results
found in the literature. This work is an ongoing
research effort to understand the overall behavior of
bone structures from their microstructural behavior.
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Introducao

Materiais piezoelétricos t€ém despertado consideravel
interesse devido as suas propriedades eletromecanicas,
as quais estdo relacionadas a producdo de ambos,
deformag@o mecanica sob a acdo de cargas elétricas e
campo elétrico sob a aplicacdo de cargas mecanicas, [1].

O osso exibe um comportamento elastico-linear para
pequenas deformagdes e pode ser modelado como um
composto heterogéneo, anisotropico e piezoelétrico, [2-
4]. A origem da piezoeletricidade no osso ¢ atribuida ao
efeito piezoelétrico das moléculas de colageno
cristalizadas, [4]. Duarte [5] atribui a piezoeletricidade a
aceleragdo do processo de consolidagdo de fraturas
oOsseas por ultra-som de baixa intensidade. No entanto, a
velocidade do processo de consolidacdo de fraturas
depende da qualidade 6ssea.

A qualidade o6ssea compreende os aspectos da
estrutura e composicdo d6ssea que contribuem para a
rigidez e resisténcia do osso e sdo independentes da
densidade mineral Ossea, tais como turnover OSseo,
microarquitetura,  mineralizagdo, = microdanos ¢
composicdo da matriz 6ssea ¢ mineral, [6]. Alteragdes
microestruturais, tais como redug¢@o do niimero e largura
das trabéculas, sdo alguns sinais caracteristicos de que
ha osteoporose e que, portanto ha redugdo da resisténcia
ossea, [7]. Porém, alteragdes nas trabéculas ndo podem

ser medidas por técnicas tradicionais de medi¢do da
qualidade 6ssea, tais como a densitometria dssea. O
entendimento das propriedades efetivas de estruturas
Osseas  possibilita compreender alteragdes na
microestrutura ¢ ¢é de grande interesse no
desenvolvimento de experimentos e na correta
interpretacdo das observagdes experimentais. Este
entendimento possibilita também a criacdo de novas
tecnologias, tais como a plataforma Juvent1000 DMT®
[8], para tratar e prevenir o desenvolvimento da
osteoporose de forma ndo invasiva e sem o uso de
medicamentos.

O Método de Homogeneizacao Assimptotica (MHA)
fornece um procedimento matematico rigoroso que
possibilita calcular as propriedades efetivas de meios
ndo homogéneos contendo uma microestrutura
periddica, [9-15]. Neste trabalho, admite-se que a
microestrutura 6ssea ¢ periddica e utiliza-se o MHA
para gerar um modelo analitico que consiga capturar a
resposta eletromecanica do osso. Para isto, considera-se
que a microestrutura 6ssea pode ser modelada por um
elemento representativo de volume (RVE). Este
elemento contém informacdes sobre a geometria e as
propriedades materiais da microestrutura.

Materiais e Métodos

Modela-se 0 0sso como um so6lido poroso composto
de furos cilindricos circulares vazios distribuidos
periodicamente em uma matriz 0ssea, a qual assume-se
que ¢ transversalmente isotropica.

A matriz ocupa a regido M ilustrada na Figura 1.a
¢ a célula periddica ocupa a regido Y ilustrada na
Figura 1.b. A regiio Y ¢é um paralelogramo contendo
um furo circular, centrado na intersecdo das diagonais
do paralelogramo, de raio R e contorno I'. Considera-se
uma distribuicdo periddica destas células na regido
M com periodos o= (g, 0) e w, = (0, ¢).

Um material piezoelétrico linear possui a seguinte
relagdo constitutiva, [16],
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0y = Couéu ~eiyEis )
D, = ey, + &, E,.

Adota-se em (1) a convengao usual de soma sobre todos
os indices latinos repetidos, os quais variam de 1 a 3.
Observe de (1) que as componentes do tensor tensdo,

O s

linearmente relacionadas com as componentes do tensor

e do vetor deslocamento elétrico, Di , estdo

deformagdo, &,,, e do vetor campo elétrico, Ek,
respectivamente. As propriedades do material sdo dadas

pelas componentes dos tensores elastico, Cijkl,

piezoelétrico, €is© de permissividade dielétrica, &, .

pZ)

1/2 y

1/2

—1/2

b)

Figura 1: a) Composito poroso consistindo de cilindros
circulares periodicamente distribuidos em um meio
piezoelétrico; b) Célula periodica elementar quadrada
com coordenadas (y=x;/e-1/2, y,=x,/e-1/2).

O MHA ¢ um método utilizado para encontrar os
coeficientes que representam as propriedades elasticas,
piezoelétricas e dielétricas de um meio heterogéneo
através de uma expansdo assimptodtica em forma de série
de poténcias de um paradmetro geométrico pequeno & .
Este pardmetro ¢ o quociente entre uma grandeza
geométrica da célula periodica por uma grandeza
geométrica de todo o composto. Neste trabalho,
&=1/L, conforme ilustrado na Fig.1. Em geral, a
solucdo do problema original converge para a solugdo

do problema homogeneizado quando & — 0.
A aplicagdo deste método necessita da solugdo de
oL e ,L sobre

a célula periodica para a determinacdo dos coeficientes
efetivos do meio homogeneizado, [12], [17] e [18].

problemas de valor de contorno locais

Definiciao dos problemas locais na célula periédica

Os problemas locais » qL consistem em encontrar os
vetores deslocamento Y - periodicos , M (y) e os

potenciais Y - periodico qu (¥) que satisfagam as

seguintes condigdes

2055 =0 em Y, (2)
wyDss=0emY, )
g Oistls =—Cis,,15 sobre I, 4)
g DsNs =—€5,,ns sobre I, (5)
<qul.>=0 ¢ <qu>=0. (6)

Em (2)-(6), a virgula denota a derivada parcial em

relagdo 4 componente ;. Indices latinos variam de 1 a

3 ¢ indices gregos variam de 1 a 2. Em (4) ¢ (5), 1 sdo

as componentes do vetor unitario normal a I'. Os
parénteses angulares em (6) definem a média sobre a

célula periddica, a qual é dada por <F> = jF dX .
X

Em (2)-(5), as componentes de tensio e de
deslocamento elétrico sdo apresentadas em [17] e [18] e
satisfazem relagdes constitutivas piezoelétricas lineares
dadas por

qOis = Cisia quk,/l +€s vy N,,,
M

k1~ Esi pgNos-

(7

qurf = Csia rq

Os coeficientes materiais em (7) satisfazem as
propriedades cléssicas de simetria

Cijkl = Cklij = Cjikl = Cijlk’ €y = €i» € =& (8)

Os problemas locais pL consistem em encontrar os
vetores deslocamento Y -periodicos M (y) e os

potenciais Y -periodicos , N(y) que satisfagam as

equacdes diferenciais (2), (3), a condi¢do (6), a relagéo
constitutiva (7), e

O.NnN. =—=¢€ ..Nn
p id'vo pio’ "8
sobre 1. 9)
,Dsns = &5 .15

Resultados

As constantes elasticas, piezoelétricas e dielétricas
homogeneizadas, isto ¢é, as constantes efetivas, sdo
dados por

C _<C.. +C M te pt/N,k>’

iipg — \ Tijpg ijkl pq
(10)
e = <e. +C.

ipg — \"ipq ikl pq

M, ~e¢ Nk>’

k pg” ",

onde A M, e , N, sio solugdes dos problemas

g L definidos por (2)-(7), e por
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ijkl p , 5

e, =€, +Cp , M, —€ N, "

€y :<€ip tey M, —&; pN,k>’

onde M, e ,N, sao solugdes dos problemas L

definidos por (2), (3), (6), (7) e (9). A barra sobrescrita
refere-se a propriedade efetiva.

Para o caso particular de uma matriz
transversalmente isotropica, as constantes elasticas,
piezoelétricas e dielétricas que aparecem na relagdo
constitutiva (1) podem ser escritas em termos de 10
constantes independentes (k, I, n, p, m, q, 1, s, t, ¢ u):

cinco constantes elasticas 2k =C,;, +C,,», .
2m=C,, —C 1y (= 2C1212)’ [= Ciiz3 =Chs
n=_C;, p=Cp;;=C,y; trés  piezoelétricas

q =86 =€y, I' =83, §=€; =€y, ¢ duas
dielétricas =&, = &,,, U=&,, [19]. A notagdo

acima ¢ uma extensdo da notagdo de Hill [20].

Assim, substituindo as relagdes acima nas
expressdes (10) e (11) obtém-se:
2];:2kv+k<llMa,a + 22Ma,a>’ (12)
21 = 2lv+l<“Ma’a+22Ma’a>,

(13)
= 21, +2k(,M,,).
m=n+1(,M,,). (14)
2q = 2qv+q<llMa,a+22Ma,a>’
(15)
- 2q, +2k(;M, ),
ro= rv+q<33Ma,a>’ (16)
= +l<3MW>,
l’_lzuv_q<3Maa>’ (17)
mo = mv+m<11M1J 11M2,2>a
(18)
= mv+m<22M11 22M2,2>a
}1_1:mv+m<12M2’1 12M12>s (19)
p = pv+p<13M3,1>+S<13N’1>,
(20)
= Pv+p<23M3,2>+S<23N,2>’
s = s +S<13M3,1>—l‘<13N’1>,
= SV+S<23M3,2>_t<23N,2>9
1)
= sv+p<1M3’1>+st<1N’l>,
= sv+p<2M3,z>+st<2N,2>,

|
I

t,—s(,M,,)+t(,N,),

(22)
= t,-s(,My,)+t(,N,).

O indice subscrito vV nos primeiros termos do lado
direito das equagdes (12)-(22) denota a média aritmética
da propriedade relatada sobre a célula. Deste modo,

k,=k(1-7zR?). (23)

Além disso, indices gregos repetidos determinam o
somatorio

uwM,,=uM, +3M,,. (24)

Utilizam-se agora as expressdes (10) e (11) para
calcular as propriedades efetivas do osso cortical
considerando que a parte sdlida do osso ¢ elastico-linear
e isotropica e que, portanto, as constantes piezoelétricas
e dielétricas da parte s6lida sdo nulas. Considera-se que
o modulo de Young e o coeficiente de Poisson da parte
solida sejam dados por E = 12 GPa ¢ v = 0,38,
respectivamente, e que a porosidade do osso cortical
seja 0,04. Estes dados foram obtidos da Tabela 2 de
[21]. Na Tabela 1 comparam-se os valores das
propriedades efetivas obtidas pelo MHA com os valores
obtidos por [21] via Método dos Elementos Finitos.

Tabela 1: Constantes elasticas efetivas do osso cortical
totalmente drenado, onde N € o valor tomado da Tabela
2 de [21] e M é o valor obtido via MHA.

Constantes Elasticas Efetivas N M

C - 5 18,631 18,660
1111 2022

al 19,975 19,443
3333

o _ 11,138 10,949
1133 — Y331 Y2233 = Y3322

C 10,701 10,736
1122 2211

a —C 4,016 4,013
4444 5555

5 3,922 3,915
6666

Discussao

O MHA foi aplicado no modelamento de um so6lido
com microestrutura periddica para a obtengdo das suas
propriedades efetivas, as quais compreendem as
propriedades elasticas, piezoelétricas e dielétricas. Estes
resultados analiticos servem como base de comparagao
para resultados obtidos por meio de técnicas
experimentais para a monitoracdo da qualidade ssea.

Uma vantagem do MHA sobre outros métodos de
homogeneizagdo utilizados na analise das propriedades
efetivas da estrutura éOssea consiste na determinagdo
destas propriedades a partir da solugdo de problemas
locais definidos sobre uma tUnica célula periddica. Por
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outro lado, a propria periodicidade da microestrutura é
uma limitagdo do método, pois, em geral, a
microestrutura 6ssea ndo ¢ periddica.

Dada uma geometria para a célula peridédica, o MHA
possibilita determinar as propriedades efetivas e
caracterizar as propriedades de simetria da estrutura
ossea. Neste trabalho utilizou-se uma célula contendo
um furo circular centrado em um quadrado e
escreveram-se os coeficientes efetivos em termos de dez
constantes independentes. Estes resultados analiticos
obtidos pelo MHA sdo importantes na validagdo de
modelos numéricos ¢ estdo sendo comparados com
resultados experimentais.

Aplicou-se 0 MHA na obtencdo das propriedades
efetivas do osso cortical totalmente drenado. Os valores
das constantes elasticas obtidas pelo MHA concordam
com os resultados de [21] na faixa de 0,0009% a 0,9% .

Estudos comparativos com outros modelos analiticos
e numéricos, como os de Kar-Gupta e Venkatesh [1,
22], para calcular a resposta global eletromecanica de
materiais piezoelétricos porosos com comportamento
elastico-linear, estdo sendo realizados pelo nosso grupo
de pesquisa.
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