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GEOMETRIA DE ESPACOS DE BANACH
E

NOVOS IDEAIS CLASSICOS DE OPERADORES

CARMEN SILYIA CARDASSI

IME - USP

INTRODUGXO

Tanto a Geometria ce Espagos de Banach como os Ideais
de Operadores formam, cada um por si sd, uma imensa &rea de es-
tudos, e tém seus proprios problemas e técnicas. No entanto,mui
tas e muitas vezes seus caminhos se cruzam e cada um deles cola
bora e interfere no caminho do outro.

O objetivo maior deste trabalho € apresentar alguns
aspectos dessa ligagéo, sem a menor intenqéo de esgotar o assun
to, mesmo porque ele & praticamente inesgotivel, mas somente de
ilustrar como tal interagao ocorre.

Nas segSes I e _I apresentamos alguns exemplos de ca-
da um desses temas, enquanto que alguns resultados classicos de
sua interagao aparecem na segao IIT.

Na segao IV apresentamos alguns de nossos resultados
envolvendo os ideals de operadores p-nucleares e estritamente

p-integrais.
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Todos os resultados serdo apenas enunciados, mas pro-
curamos dar sempre uma ou mais refer@ncias onde as demonstra-

¢Oes podem ser encontradas.

Usamos algumas notagbes e convengdes: X e Y serdo sem
pre espagos de Banach, salvo mengdo em contrdrio; X* & o espago
dual de X (o conjunto de aplicagdes lineares contInuas de X em
Rou@); operador significa aplicagdo linear contInua;subespago
& sempre fechado; L(X,Y) & o conjunto de operadores de X em Y ;
X © Y quer dizer gue existe um subespago de X que é isomorfo a

Y, e costumamos dizer, omitindo o isomorfismo, que X contem Y.

I. A GEOMETRIA DE ESPAGOS DE BANACH

Esta subirea da Andlise Funcional lida com diversas
formulagSes de propriedades geométricas de espagos de Banach ,
tais como: o comportamento de se~#ncias, séries, operadores em
geral ou operadores especiais; a "forma" da bola unitdria;exis-
téncia ou nio de pontos extremais, expostos, fortemente expos-
tos ou de conjuntos nao-dentaveis; conter ou nao subespagos iso
morfos a outros espagos conhecidos; etc.

Embora em principio tais propriedades pudessem nao se

relacionar, nio & o que de fato ocorre.Vejamos alguns exemplos.
XEMPLO 1.
E LO 1 xgsco

[1.1] Bessaga-Pelczynski [BP] ou [DI-V.8]
X.cho se e somente se toda série fracamente incondi
cionalmente Cauchy (wuC) [ T k*(x )<=, Vx*e x*] & incondicional

mente convergente [Z Xq(n) COnverge, Vr: N—N PermUta‘;Eo-J .
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(1.2) Elton [EL) ou [pI-1xX.15]
)(;ﬁco se e somente se toda série extremal-fracamen-
te incondicionalmente convergente [ le‘(xn)|<~,vx‘textax.] é

incondicionalmente convergente.

[1.3] [pu-v1.2.15]
Se xéj‘ky para qualquer espago compacto Hausdorff K

tem-se que todo operador T:C(K) —> X & fracamente compacto.

[1.4] [PS-Main Theorem)
Seja K um espago compacto Hausdorff. Entdo K & disper
so [ndo contém conjuntos nio vazios perfeitos]| se e somente se

todo subespago de dimensdo infinita de C(XK) contém c,

EXEMPLO 2. X2 £y

[2.1] Rosenthal [RO] ou[pI-x1]
X )21 se e somente se toda sequéncia limitada de ele

mentos de X tem subsequéncia fracamente Cauchy.

(2.2]) [Bo], [on] e[MU] ou [pUP-pigina 151]

ngll se e somente se X* tem a propriedade fraca de
Radon-Nikodym (wRNP) [-Y tem WRNP se e somente se para qual-
quer espago de medida finita (Q,I,1), todo operador T:Ll(u)—ﬁ Y
€ Pettis representavel, ie, existe uma fungao Pettis integrivel
g:Q—Y tal que Tf = (p) ffq dy , para toda fe Ll(u)] .

1]

[2.3] Pelczynski [PE] ou [DI-pigina 213]
Seja X separavel. Entao X:DIl se e somente se C(A) &

isomorfo a um quociente de X, onde A = {-1,1} & o conjunto de

Cantor.
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[z.q Kadec-Pelczynski (Kﬂ

Seja X um subespago de Ll[o,l]. Entao X € reflexivo se

e somente se x:ﬁgl.

EXEMPLO 3. Propriedade de Dunford-Pettis (DPP)
Definigdo. X tem a propriedade de Dunford-Pettis (DPP)
se todo operador fracamente compacto definido em X leva conjun-

tos fracamente compactos em conjuntos compactos.

(3.1] Brace-Grothendieck [6R] ou [pu-pigina 177)
Sdo equivalentes:

(1) X tem DPP;
(2) para todo Y, todo operador fracamente compacto T:X—Y @
completamente continuo [leva sequéncias fracamente convergentes
em sequéncias convergentes em norma] ;

(3) para quaisquer sequéncias {x )} em X e {x;} em X"com xﬁ!*o
e x;ano tem-se xn(xn)-——a 0.4
EXEMPLO 4. Propriedade de Radon-Nikodym (RNP)

Definigdo. X tem a propriedade de Radon-Nikodym (RNP)

se para qualquer espago de medida finita (&,I,u) todo operador

T: LI(U)*——>X € Bochner-representavel, ie, existe ge Lw(u;x)tal

que Tf = nffg dy , para toda faLl(u).

[4.1] [pu-vir.6)
Sdo equivalentes:
(1) X tem RNP;
(2) para qualquer espago de medida finita (Q,I,u), toda medi-
da vetorial g-aditiva, p-contfnua e de variagdo limitada G:I~-X
tem uma derivada de Radon-Nikodym,ie,existe chl(u:X) tal que

G(E) = Ig dy , para todo Ecl ;
E
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(3) (Lewis-Stegall [LS]) todo operador T:Ll[o,l]wx se fatora
através de &, ,ie, existem ScL(Ll[o,lj )) e LeL(E,,X) com T=LeS;

(4) todo subconjunto limitado ndo vazio D de X & dentéavel (o
€ nio-dentivel se existe ¢€>0 tal que para todo xt D,XfEE)(D\B‘_(X))} ;

(5) todo subconjunto fechado limitado convexo nao vazio D de
X tem um ponto fortemente exposto fexiste xOCD tal que existe
xo*cx * com xo* (xo) >xo* () , chD\{xo} e se lim xo" (xn) = xo" (xo) "
para {xn) em D, entao x — xo] H

(6) toda fungdo absolutamente continua f:[O,f}—~’X € diferen-
cidvel g.s. e neste caso f(b) - f(a) = fbf'(t)dt, Va,bffoll] ;

(7) (Rieffel-Maynard) para gualquer C>a0, Bx nao contém uma
€e-floresta infinita [comer;amos com o 19 nivel X r que pode ser
escrito % - Xanxn , com a > (s O » N » le uxn - xou>C, para
todo n eN; o 29 nivel {xn} & tal que x = :13 ag; X,, coma >0
}5 a, = 1, e ani- an > ¢, para todos n,ic N ; e assim suces-

sivamente, com infinitos m'.veis]4

EXEMPLO 5. Algumas interligagdes.

[-5.1] Bessaga-Pelczynski [BP_J ou [DI-V.lO]
S3o equivalentes:
* .
(1) X Dco,
(2) X Dll complementado;
(3 XTSL o
[5.2] James [JAJ

Seja X com base incondicional. Sdo equivalentes:

(1) X é reflexivo;

(2) x&GPec, e xPr,.
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[5.3) [p1]
S80 equivalentes:
(1) X tem DPP e X 2,;
(2) X* tem a propriedade de Schur [Y tem a propriedade de Schur

se todo sequéncia fracamente convergente & convergente em norma] »

[5.4] [ou-111.1.1 € VII.7]

Se X tem RNP, entdo x;bco e X tem WRNP. Se X*tem RNP,
entao X;ﬁ!l.
(5.5] [Gs-Proposition 8]

Se X* for complementado num reticulado de Banach, entao

X* tem RNP se e somente se X;¢>21 (ou X* tem WRNP).

Em todos os exemplos acima omitimos propositamente equi-
valéncias ou implicagbes que envolvam ideais de operadores. Algu-
mas dessas situagGes aparecem na segdo III.

Para o leitor interessado em Geometria de Espacos de
Banach em geral, recomendamos as monografias [p1] . [pu] e fr] .
e os inlimeros artigos de h.Pelczynski, J.Lindenstrauss, G.Pisier,

i J.J.Uhl
H.P.Rosenthal, J.Bourgain, R.C.James, C.Stegall, J.Diestel, !

W.Davis, W.Johnson, T.Figiel, S.Kwapien, entre outros.

IT. 0S IDEAIS DE OPERADORES

Informalmente falando, o nome ideal de operadores & usa
do para designar uma propriedade de operadores que & preservada
por composi¢8o uni- ou bilateral com operadores quaisquer. Por e-

xemplo, se TeL(X,Y) & um operador de posto finito, e S&L(Z,X) e
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ReL(Y,W) sd3o operadores guaisquer, entao RoT, ToS e RoToS sao
operadores de posto finito, propriedade "herdada" de T.

0 conceito preciso de ideal de operadores & um pouco
mals complicado e n3o o daremos aqui. Ele pode ser encontrado
em [PI], por exemplo.

Existem algumas classes de operadores que foram iden
tificadas hi muito tempo como ideais. Esses sao os chamados i-
deais clissicos de operadores. Os exemplos 1 a 6 a seguir es-
tiao entre eles, assim como os operadores de posto finito, deng

tados por F(X,Y).
EXEMPLO 1. Operadores compactos, K(X,Y).
EXEMPLO 2. Operadores fracamente compactos, W(X,Y).

EXEMPLO 3. Operadores de Hilbert=-Schmidt, HS(X,Y).
Definigdo. Sejam X e Y espagos de Hilbert. Um opera-
dor T:X—Y & chamado de Hilbert-Schmidt se IZJ|<Tei,fj>|2<m ’
'

onde {ei}iC e {fj}jsJ sao (quaisquer) bases ortonormais de

2
X e Y, respectivamente.

EXEMPLO 4. Operadores completamente contInuos ou de Dunford-
Pettis, C(X,Y) ou DP(X,Y).

Definigdo. Um operador T:X—>Y & completamente conti-
nuo ou Dunford-Pettis se leva conjuntos fracamente compactos em
conjuntos compactos.

Esta classe surgiu como possivel generalizagao dos o-
peradores compactos, que eram originalmente chamados completa-
mente continuos. Quando o domInio & um espago reflexivo, eles

coincidem com os compactos.

EXEMPLO 5. Operadores nucleares, N(X,Y).
Definigdo (Grothendieck). Um operador T:X —»Y & nuclear

A
se pertence a X*é% Y em L(X,Y) (com a identificagao usual).
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EXEMPLO 6. Operadores Grothendieck-integrais, I(X,Y).
Definigdo (GrothendiecK), Um operador T:X —*Y &
Grothendieck-integral se f :férma bilinear B (x,y*) = <Tx,y*>,

~
xeX e y*eY* , for integral -(ie, B, pertence a (X Gkv)‘ em

o
2(X,¥*) = {B:XxY*— K:B & bilinear contfnual ).

A seguir apresentamos alguns exemplos de ideais de
operadores que, embora tenham surgido mais recentemente (fins
da década de 60), podemos chamar de neo-cldssicos, devido as

suas inlmeras aplicagCes em diversos problemas.

EXEMPLO 7. Operadores absolutamente p-somantes, HP(X,Y),1$D<”-
Definigdo. Um operador T:X~-»Y & absolutamente p=s0=

mante se existe uma constante K> 0 tal que
1/p
n = p
1/ i B *eB }
[ kEIHTxk“ P] P ey sup{[ k£1|<x*,x;| ] x*eByxt

para quaisquer xl,...,xnc X.
= - e
£ interessante -obgervar que um operador 1-somant
leva séries fracamente incondicionalmente Cauchy em Series abso

lutamente convergentes,

o

EXEMPLO 8. Operadores p-nucleares, Np(X,Y), 1 &p &
Definig3o (Persson=Pietsch). Um operador T:X-—Y &
p-nuclear, 1 < p < » , se existem sequéncias (x;) em X*e (y% en
Y tais que
(1) T™x = ¢ <x;,x> Vn' 'Vx € X3

U rxpllPce ,selcpce e

limllxgll =0, sep= @3
1 o o
(111) aup{[ L'|<y',yn>|q] /q § y*e Byelt @, 881 Cp L™, u
spp lly Il < = , se p =1,
onde q & o expoente conjugado de p.

Note-se que NI(X,Y) = N(X,Y).
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EXEMPLO 9. Operadores estritamente p-integrais, SIP(X,Y),

l<p <=,

-

Definigdo (Persson-Pietsch). Um operador T:X —Y &
estritamente p-integral, 1 < p < » , se existe uma medida veto-

rial og-aditiva G:GB(BX,) — Y tal que

(6D Tx = BJ <x*,x> dG(x*) , V¥x e x;
xt
(1i) se p < » , existe e rCu+(65(BX.) tal que

| fra
BX*

Os operadores estri’amente l-integrais sao também cha

< l£] Pau] 1P , ¥ee c(Bya) -
Box

malos Pletsch-integrais.

EXEMPLO 10. Operadores p-integrais, Ip(X,Y), 1 £ pgw
Definigdo. Um operador T:X —> Y & p-integral, 1<p<«®
se JY°T € SIp(X,Y‘*), onde J € a inclusido candnica de Y em Y**

Os operadores l-integrais coincidem com os Grothendieck-

integrais, fie, I,(X,¥) = I(X,Y).

Muitas propriedades de Npe SIp podem ser encontradas
em [PP]. Varios outros ideais de operadores aparecem na litera-
tura e também tém miltiplas aplicagdes interessantes. Escolhemos
mos estes por serem os objetos de nossos tltimos trabalhos de
pesquisa. O leitor interessado encontrard farto material no li-
vro de A.Pietsch [PI] e no artigo-survey de J.R.Retherford ERE].

bem como em suas bibliografias.,

IT1. A INTERAGRO ENTRE GEOMETRIA DE ESPACOS DE BANACH E IDEAIS
DE OPERADORES: ALGUNS RESULTADOS CLASSICOS.
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vamos enunciar agora, sem demonstragoes, alguns resul-
tados interessantes que ilustram a interagao Geometria de Espa=
gos de Banach-Ideais de Operadores. Alguns desses resultados en-
volvem ambos os assuntos; outros, onde somente um deles aparece,
estio aqui relacionados porque suas demonstragoes utilizam resul

tados e técnicas do outro.

TEOREMA 1. [SR]
Sio equivalentes:
(1) x & un £ _-espago;
(2) My (x,*) = I, (X,°).
TEOREMA 2. [LP]
Se X & um Il-espaqo eYé um-ﬂz-espaco, entio L(X,Y)

= 1l l(X,Y).

TEOREMA 3. [LP]
Se X e Y s3o tais que X tem base incondicional €
L(X,Y) = ﬂl(X,Y), ent3o X & isomorfo a %, e¥ & isomorfo a um

espago de Hilbert.

TEOREMA 4. (Dvoretsky-Rogers) [p1-péginas 61-62]
Toda série incondicionalmente convergente em X & abso

lutamente convergente se € somente se X ten dimensao finita.

TEOREMA 5. (Grothendieck) [LP]
X & isomorfo a um espago de Hilbert se € somente se X

& isomorfo a um subespago de um la-eqpaqo e a um qucciente de

um £_-espago.

TEOREMA 6. (Grothendieck) [LP]
Se T:X—Y e S:Y—>2 sio operadores absolutamente

2-gomantes, entdo S,T & um operador nuclear.
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TEOREMA 7. [PO]
S&8o equivalentes:

(1) xDa;

(2) existe Te Hz(x,lz) ,» T sobrejetor;

(3) nz(x,zz)\ x(x,lz) =g ;

(4) para qualquer isometria j de X em C(K) (onde K & um espago
compacto Hausdorff), existe uma medida-probabilidadeu em (K) tal
que j(X) € gordo em relagio a u [_um subespago 2 de C(K) & gordo

em relagdo a u se e somente se nio & compacto, onde % e a

Tulz
inclusdo natural de L (@) en LZ(U)] .

TEOREMA 8. [DU-VII.6 ]
Sdo equivalentes:
(1) X tem RNP;

(2) I 0,1],x) = 1,cP,1],x) = Ny (clo,1],%.

TEOREMA 9. [DU-VIII.4.6,adaptado ]
S3o equivalentes:
(1) X* tem RNP;
(2) SIl(X,’) = Nl(X,').
TEOREMA 10. [DU-v1.4.8)
S3o0 equivalentes:
(1) Y ten RNP;

(2) ST, (,v) =8 (",¥).
IV. OPERADORES ESTRITAMENTE p-INTEGRAIS E p-NUCLEARES

Apresentamos aqui alguns dos resultados que obtivemos re-
centemente em nosso trabalho, relacionando os ideais de operadores
8I eXK, e SIp e Np, particularmente para p > 1, cujas demonstragoes

P

se encontram em [CA ] .
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TEOREMA 1.

Seja 1 < p < ®, Se X* tem RNP, entdo sxp(x,') = Np(x,'),

TEOREMA 2.

Sao equivalentes:
(1) x ;25 ll (ou X* tem WRNP);
(2) para todop, 1 < p ¢ =, SIP(X,')C: K(X,")s
(3) existe B h S pge®, tal que SIP(X")C K(X,-)?
(4) para todop, 1 < p < =, Ip(x,')C: K(X,");:

(5) existe p, 1 < p & =, tal que Ip(x'.)(: K(X,").

NOTA. Quando X* & complementado num reticulado de Banach, WRNF
e RNP coincidem em X* TGS—Proposition 8] . Neste caso poARIOE
acrescentar ao Teorema 2, em virtude do Teorema 1 e da compaci-
dade dos operadores p-nucleares, as seguintes condigbes ainda
equivalentes:

(6) para todop, 1 < p <=, SIP(X") =~Np(x'.);

(7) existe p, 1 < p ¢ = , tal que SIp(X:') = Np(X, ).
TEOREMA 3.
Seja Y = Z* para algun espago 2. Sao equivalentes:
(1) Y tem wRNP (ou 2 ;ﬁ 11);

(2) Sll(',Y)C K(*, %)

TEOREMA 4,

I. As seguintes condigdes sobre um espago Y sdo equivalentes:
(1) para todo p, 1 < p < =, SIp(',Y)(:_K('.Y);
(2) existe p, 1 < p < = , tal que SIp(‘,Y)(:_K(',Y);

(3) para todo p, 2 S p < = SIP('.Y) = Np(',Y);
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(4) existe p, 2 < p < =, tal que SIp(',Y) = Np(',Y):

(5) L(lZ;Y) - K(lsz):

(6) L(Lz(u),Y) = K(Lz(u),Y), para todo espago de medida fini-
ta (Q,L,v);

(7) para todo p, 2 £ p < =, L(Lp(v),Y) = K(Lp(u),Y), para to
do espaco de medida finita (Q,I,u);

(8) existe p, 2 < p < =, tal que L(Lp(u),Y) = Y(Lp(u),Y), pa

ra todo espago de medida finita (2, Z,u).

II. Se Y = 2* para algum espago Z, as condigoes (1) a (8) impli-
cam em

(9) para todo g, 1 <q < 2, L(Z,Lq(u)) = K(Z,Lq(u)), para to-
do espago de medida finita (@,I,w);

(10) existe g, 1 < q < 2, tal que L(Z,Lq(u)) = K(Z,Lq(u)), pa-
ra todo espaco de medida finita (2,I,¥):

(11) L(Z,lz) = x(z,zz).

III. Se Y for reflexivo, as condigoes (1) a (11) sao egquivalen-

tes, onde, em (9) a (11), Z = Y*.

TEOREMA 5.
I. As seguintes condigOes sobre um espago Y sao equivalentes:
(1) s1_(°,Y)C K(°,¥);
(2) sI_(°,Y) = N_(",Y);
(3) L(C(K),Y) = K(C(K),¥), para todo espago compacto Haus-
dcxf’ K;
(4) W(C(K),Y) = K(C(K),Y), para todo espago compacto Haus-
dorff K;
(5) L(L_(W,Y) = K(L_(w),Y), para todo espago de medida fi-

nita (Q,L,u);
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(6) WI(L_(),Y) = K(L_ (u),Y), para todo espago de medida fi-
nita (F,I,u).

IT. Se Y = Z* para algum espago Z, as condigoes (1) a (6) impli
cam em

(7) L(Z,Ll(u)) = K(Z,Ll(u)), para todo espago de medida fi-
nita (Q,Z,u):

(8) w(Z,Ll(u)) = K(Z,Ll(p)), para todo espago de medida fi-

nita (Q,I,u).

III. Se Y for reflexivo, as condigoes (1) a (8) sdo equivalen-

tes, onde, em (7) e (8), 2 = Y*,

COROLARIO 6.
Se Y tem uma das segulntes propriedades
(a) L(C(X),Y) = K(C(K),¥) ou W(C(K),¥) = K(C(K),Y), para
todo espago compacto Hausdorff K; ou
(b) LL_(4),¥) = K(L_(»),¥) ou WL ), = K(L,, () /Y)
para todo espago de medida finita (2,Z,1),
entdo
(c) L(%,,Y) = K(i,,¥), e
(d) L(Lp(u),Y) = K(Lp(u),Y), para todo p, 2 ¢<p <=, epara

todo espago de medida finita (Q,E,u).

NOTA. Nos espagos SIP(X,Y) e Np(X.Y) pode-se definir normas es
peci.als, sip(.) e np(.), respectivamente, e tel. -se que SIp e

N, sdo espagos de Banach, valendo ainda que NP(X,Y) = SIP(X,Y),
com |l.]| < aip(.) < np(.), independentemente de X,Y e p . Em
todas as condigbes enuncladas aqui, onde estd "SIP = Np" pode-

mos colocar 'sxp = Np' com sip = np ", que ainda sao mantidas
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as eguivaléncias. Com Iisto queremos salientar que a igualdade

SI_(X,Y) = N_(X,Y) ndo acontece simplesmente como subconjuntos

de L(X,Y), mas também como igualdade de espagos de Banach in-

dependentes.
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