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INTEGRABILIDADE SEGUNDO RIEMhN 

PAULA PRISCILA BRAGA 

ORIENTADORAS: IRACEMA MARTIN BUND 

ROSELI FERNANDEZ 

Relatamos neste trabalho um resultado encontrado na re­ 

vista American Mathematical Monthly - Oezembro/1971, em um artigo 

de R.C. Metzler. 

Teorema: 

Seja f: (a,b] - R, limitada, possuindo limite a direita 

em todos os pontos. Então, fé integrável segundo Riemann. 

Demonstração: 

Para qualquer y > O definimos 

í 
l 

O, k = a 

h (k) 
y = 

-Jkr(y)dy - Jkr(y)dy - y(k-a), 
a -a 

Se h (b) < 
y - 

b 

e portanto -j f(y)dy 
a 

O, V y > O, então 

b _J f(y)dy. 
a 

o < 

a<k<b 

- b b t f ( y ) dy - - t f ( y ) dy ~ y 
b - a 
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seja x 

Assim, devemos provar que h (b) < O, V y > O. 
y 

Suponhamos, por absurdo, h
0
(b) > O para algum o > O, e 

1nf(t e (a,b]/h (t) > O}. 
o 

Provaremos que as afirmações h (x) > O eh (x) < O sao 
o Q - 

ambas falsas, e assim concluiremos que h (b) < O, o que nos leva 
Q 

a uma contradição. 

12 caso: h (x} > O. 
Q 

Tomamos M 

e 2M6 < h {x). 
Q 

sup{lf{t)l/t e [a,b]} e 6 tal que O< 6<X-a 

Lembrando que - M < f(t} < M, V te [a,b], temos: 

x-6 -I f(y }dy = 
a 

• -, 
J f(y )dy 
a 

• -, 
J f(y )dy > 
x-6 

X -, 
j f(y)dy - M6 
a 

•-6 . , 
_j f(y }dy 

a 

f X r X IX J f(y)dy - _j f(y}cty < _j f(y}dy + M6 
a x -6 a 

e então, 

•-6 •-6 -f f(y)dy- _J f(y}dy-o(x-6-a)~ jxf(y)dy-_J"r(y)dy-2M6-o(x-a}+o6 
a a a a 

h (X-6) 
Q 

> h (x) - 2M6 + 06 > O. u 

Isso contradiz o fato de x ser limitante inferior. 

20 caso: h (x) < O 
Q 

Como a função possui limite a direita em todosospontos, 
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temos lim f(t) 
t+X+ 

L e B. 

Tomamos 6, O < 6 < b -x tal que !f(t)-LI < 

O< t-x < 6. 

para 

1 1 Assim, - 2o+ L < f(t)< 2o+ L para x < t < X-+6, 

Para continuarmos a análise de h , façamos f(x) = L. Is­ 
º 

to altera a função em um so ponto, o que nao afeta as integrais su 

periores e inferiores. 

Com isso, teremos: 

-t 

J f(y )dy= 
a 

-r f(y)dy+ -( f(y)dy < ]ªX f(y)dy+(L+½a><t-x) 
a X 

t X t X _j f(y)dy = _j f(y)dy+ _j f(y)dy > _j f(y)dy+(L- ,½o><t-x) 
a a x a 

Então, 

h(l(t) < -rf(y)dy+(L+½ol(t-x)- _(f(y)dy-(L- ½oHt-x) - 
a a 

- u(t-a) • h (x) < O. 
o 

Isso contradiz o fato de x ser o maior limitante inferior. 

Assim, ficou provado que h (b) < O, V n > O e portanto fé 
Q 

Riemann-integrável. 
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