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Caprtulo O 
O Problema 

Em 1992 foi provado por Palamodov {PO) que para um sistema Hamiltoniano con­

acrvativo de n graus de liberdade com energia cinética T e energia potendal ,r, analfücu, 

vale a recíproca do Teorema de Dirichlet-Lagrange, isto é, se ,r tiver um ponto critico qc, e 

este não Cor um ponto de mínimo da energia potencial então o ponto de eqwhbrio (q0 ;0) 

das equações do movimento do si!'!lcma é instável segundo LiaptlnofF. 

Em 1990 Moaro e Negrine provaram um resultado que mostra que, sem hlpátese de 

111JIÚiticidttde, quando ,r é de classe C"' e ir(q) = ,r"'(q - 9o) + R(q - 9o), oode ,r,.. é um 

polinômio homogêneo de grau m ~ 2 que não tem mínimo eui O e lim I ~b~... = O então 
. ,-,, ' ,. 

outra vez o ponto de eq11ilibrio (q0 ;0) da., equ~ do movimento do sistema é instável 

IK'gundo Liapunoff' (veja (MNO)). 
Em ambos os resultados acima a instabilidade decorre da existência de uma trajetória 

assintótica. para (q0 ;0). 
Assim no chamado problema da im-ersão do Teorema de Dirichlet-Lagrange a situação 

em que ir( q) = P( q - q0 ) + R( q - q0 ), onde P é um polinômio nio homogen~ de grau 

menor ou igual a m que garante que ,r não tem mínimo em qo e lim I ~('\ .. = O, pareee ,-.. ' ,. 
IK'r um dos passos lll'gujntes 1\ (tentar) ser atacado. 

Este trabalho anali!'!a este problema no contexto de dois graus de liberdade. 

Procura-se primeiro expressar rigorosamente o sentido da expressão "que g-arante 

que ,r não tem mínimo em qo" através do conceito de k--deddibilidade introduzido por 

Darone-Netto em (BO) (Capítulo 1) e depois obter resultados de instabilidade em certoe 

ca.."!08 desta situação (Capítulos 3 e 4). 
Uma ferramenta nova que é aqui introduzida no Capítulo 2 é o conceito de poligonal 

de Newton modilicada que pn.rcce ter bastantes possibilidades de ser usada com suceno 

neste e em problcmM de caracterização de pontos críticos de funções de duas Taiáveis, 

como se faz em (GO). 
N,im certo sentido este trabalho é um resumo do esforço de um grupo de proÍe5110fe8 

do Departamento de Matemática Aplicada do IME no problema da inftniio do Teorema 
de Dirichlet-Lagnmge. Neste aspecto seria injW1to não citar o papel de liderança de Ãngelo 

Barooe-NeUo nesse grupo, bem como omitir a colaboração doe colega Sônia R.L. Garcia 

e Tomu N. Lay. 

1 



Capítulo 1 

Elementos de 1-Decicibilidade 

§1.0 - Introdução: Este capítulo compõe-se, além desta introdução, de maia dois pará­
grafos. 

No primeiro deles são expostos as definições e as propriedades básicas de k-<lccidi­
bilidade necessárias ao resto elo trabalho. Procurou-se ser o mais econômico possível, no 
aentido de serem apresentadas apenas as propriedades que vierem a ser efetivamente usadas 
oeste texto. Para uma abordagem mais ampla deste assunto o leitor pode consultar (BO), 
que aliás é onde está pela primeira vez definida a noção de k-decidibilidade, e também 
(G0), onde é analisado com mais detalhe a questão de k-decidibilidade cru Rl. 

No parágrafo 1.2 são enunciados sem demonstração dois resultados acerca de curvl\l 
algébricas planas bastante clássicos. Este é o único ponto deste trabalho em que se lança 
mão de resultados não explicitamente provados, uma referência para as prova., é (W0). 

§1.1 - Noções Básicu de k-Decicibilidade Seja n = Ô Ç nn com O e nn. 
Deftnição 1.0: Uma função/: 11 -+ R n tem jato punctual de ordem k em O (k E N•) se 
mate um polinômfo P: R"-+ R de grau menor ou igual a k tal que lim /C.rtu{C.r) = O. --o " 

É claro que tal polinômio quando existe é único e, sempre que / tiver polinômio de 
Taylor de ordem k na origem este será também o jato punctual de ordem k de / em O. 

O jato punctual de ordem k de / em O aerá denotado por ;• / e será muitu vezee 
chamado simplesmente ja.to k de /. 

Relati\-amente a extremos, / pode ter na origem um dos seguintes comportamentos: 
(A) / tem mínimo local estrito em O. 
(B) / tem máximo local estrito em O. 
(C) / não tem máximo nem mínimo local em O, neste caso diremos que O é um ponto de 

sela de/. 
(D) / tem mínimo local estritamente fraco em O (i.e. existe t: > O tal que /(z) ~ O, para 

todo z E B. e existe uma seqüência (.r,) de elementos não nulos tal que z, --+ O e 
/(r,.) = O). 

(E) / tem máximo local estritamente fraco em O (i.e. - f tem mínimo local estritamente 
fraco em O). 
Se / não for identicamente nula é imediato que apenas uma das situações aprescntaJaa 

pode ocorrer. 
Dir-~á que / e g tem mesmo comportamento quanto a extremo em O se / e 

f estiverem ambas no mesmo ítem dos apresentados acima. 
O conceito seguinte introduzido por A. Barone-Netto em 1980 é a ferramenta básica 

pata os resultados obtidos. 
Definição 1.1: A função J é dita k-decidível se 
(i) J tiver jato k em O. 

(ii) Para&odag:O- R tal quej•J ==j•g, tem-aeque/ eg tem mesmo comportamento 
quaato a exuano em a. 
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Observação 1.0: Uma pequena. variação deste conceito que será também utilizado é o de 

p: f mostrar que / não tein núnimo em O. Com isto quer-se dizer que / tem jato 

punctunl de ordem k em O e, para toda a função g: íl - R tal que i" / = j"g tem-se 

que g não tem mínimo (nem estritamente fraco) em O. 

Um fato de fácil compro~ão é que/ é k--decidível se, e s6 se, i" f for !:--decidível. 

Exemplos: (i) Na reta o conceito de !:--decidibilidade resume-se a.o seguinte Cato, ae 

/: R --+ R tem algum jato não nulo em O e k é • ordem do primeiro jato não nulo 

de / então / é !:--decidível. 
(ii) /(:r;11) = :r2 - 11' é quatro decidível. Basta estudar o comportamento dei'/ (que 

no caso é igual a /) nos eixos coordenados. 

(iii) /(z;y) = (11 - z2 )2 + 114 não é sete decidível. Para comprovar esta a6rmiM;ão, 

tome g(z;y) = J(z;11) - 2z1 e estude g na parábola v = z2 para ver que / e g não tem 

mesmo comportamento quanto a extremo em O, já que enquanto/ tem mínimo estrito 

em O, g(z;z2 ) = -z•, o que mostra que g tem 11ela em O. Pode-se mostrar que / é 

8-dccidível, uma prova. disto encontra- se em (G0). 

(iv) /.(z;11) = 112 - 2:r211 tem uma sela em O, é 4--decidível mas não é 3--decidívd. 

Para ver isto observe que J(O;Y,) = 1,12 e /(z;:r2) = -z', logo/ tem sela em O. Também 

é evidente a partir desta observação que, se j 4 R = O, então a função h = / + R restrita 

ao eixo dos y tem mínimo estrito na origem enquanto h(:r;z2) tem wn máximo estrito em 

z = O. Isto estabelece que / é 4--decidível. Para ver que / não é 3-decidível, basta notar 

que j3(y - z2 ) 2 =/e evidentemente g(z;y) = (y - z2 ) 2 não tem sela em O. 

O pi:-imeiro resultado do texto necessita da definic;ão de cone fechado de vértice na 

origi.im, que é dada a seguir. 
Definição 1,2: Um subconjunto A de R" é um cone de vértice O se para todo (z;~) E 

A x R + tem-se ~z E A. Se A for um subconjunto fechado de R" o cone diz-se fechado e 

se A\ {O} for um aberto não vazio de R" clir-se-á que A é um cone aberto . 

... ato 1.0: Seja/: R" --+ R um polinómio homogêneo de grau p e seja K um cone fechado 

de vértice na origem tal que /(:r) > O, para todoz E K\ {O}. Então, seR:O - Ré uma 

função que possui jato de ordem p em O e i' R = O, existe E > O tal que (J + R)(:r) > O, 

quando :r e(/{ n Ba) \ {O}. . 

Dem.: Considere o compacto K1 = 1( n S1. 
Dessa compacidade e das hipóteses vem que min {/(z ): :r E K1 } = m > O. 

Use agora que i'R = O para conseguir t > O tal que IR(z)I ~ !f-llzll', para :r e B •. 

Como/( é cone de vértice O vem que, para :r E (KnBa) \ {O} podemos tomar 

v = lii E K 1 • Usando então a homogeneidade de / e a desigualdade acima para calcular 

(J + R)(z), vem 

(l + R)z = /(:r) + R(:r) :== (f(v) + :u~>UzU' > (m + :u~ )llzll'• 

Lembrando que lfJiJI S f resulta que (/ + R)(:r) > O estabelecendo a tae. ■ 
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Em termos de k-dcciclibilidade este l'Cllultado tem uma conseqüência importante que afirma que t'm rC'giocs onde o primeiro jato não nulo de uma func;iio niio se anula, ei;te de­
termina o sinal da própria (unção. Isto fica precisamente enunciado ~lo corolário ll('guinte. 
Corolário 1.0.0: Seja/: {l --+ ll uma função que possui ja.to punctua.1 de ordem s em O e suponha que j' f seja homogêneo. Então se K é um cone fechado de vértice O e j' /(z) :/ O, para todo z E K\ {O}, existe t > O tal que f(z) tem o mesmo sina.1 de j' /(z) 
qualquer que seja z E (1( n D~)\ {O}. 
Dem.: Isto é uma aplicnção imediata do Fato 1.0. ■ 

lkste ponto em diante passa-se a trabalhar no caso n = 2. 
Como se viu no Fato 1.0 e seu corolário o primeiro jato não nulo de / tem grande importância para o estudo de k-decidibilidade. O !ato seguinte, totalmente óbvio, descreve os conjuntos que são "zeros" de polinômios homogêneos de R 2• , 

Fato 1,1: SP. /: R 2 --+ R = E a,x,-11/ é um polinômio homo~êneo de grau p ~ 1 então 
l=O 

Z1 = J-1({0}) é formado apenas por O ou é constitw"do por um número finito de retu todM p&Ssando pela, origem. 
Dem.: Corno p ~ 1 é claro que { O} Ç z, e que J ;I: O. 

Se/ tem extremo estrito em O é claro que z, = {O}. 
Da homogeneidade de/ vem que se /(q) = O tem-se /().q) = O, para todo). E R. 
Isto mostra que, quando z, #- {O}, este conjunt.o é uma. reunião de relas pnssando por O. 
Para. ver que há apenas um número finito de retas que podem estar em Z1 veja que / , 

se anula na. reta y = o.:r se, e apenas se, o é raiz de P().) = E at)i.1• 
l=O Como / ,/,. O tem-se que P não é o polinômio nulo e portanto tem um número finito de raízes reais. Sejam a,, ... ,or essas rnízes. t cla.ro então que/ nas retas y = a;z e, eventualmente, na reta z = O. ■ 

O corolário 1.0.0 e o Fato 1.1 podem sugerir que se í" / não se anula em nenhumn reta que passe por O então / é l:-decidível. O exemplo (iii) apresentado antes, onde /(z;y) = (y- z 2 )7 + y4 mostra que isto é falso, pois j4 / tem mínimo estrito cm O e/ niio é nem 7-deciclívd. 
Uma propriedade deste tipo é entretanto verdadeira em R 2 quando;•/ é a somn de polinômios homogêneos semi-definidos. Uma vez que a mencionada propriedade será 1ítil 

no futuro ela está explicitada no Fato 1.2, antes porém será necC11sário apresentar mais uma definição que também será valiosa posteriormente. . Definição 1,3: Sejam !l = (l e R 2 com O E n e/: n --+ R 2 urna função que tem jato de ordem 1c em O. 
Para 1 5 r S k define-se a parte homogênea de ordem r do jato k de / como fr _=;rJ-i"-'f. 

Pttceba que /r ou é identicamente nulo ou é um polinômio homogêneo de grau r. 
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Agora a propriedade nnW1ciadn. 

1-'nto 1.2: Supo11l1a (jUC O é uma vizinJ,ançn nbcrta de O e que /: O - R tem jato 

punctual de ordem r em O e que o prúneiro jato não nulo de/ é o de ordem • S r. 

Admita ainda que /;(q) ~ O, para,~ j $ r e q E R2• Então são equivalenie.: 

(A) fé r...:clecidível. 
(B) ;r /1, tem mínimo estrito para toda retal passando por O. 

. i 

Dem.: É claro que, como i'f = E li ent,ão /(q) 2: O, para. todo V• 
i=• 

Assim é imediato que (A) implica (B). 

Vai-se provar agora que (B) implica (A). 
Admita portanto (B). 
Veja que/.= j' / é um polinômio homogêneo de grau a 2: 1. 

Fa,;a Z = (j • 1)-1 ( {O}) e aplique o Fato 1.1 para ver que existem duu possibilidades, 

ou Z = {O} ou Zé uma reunão de um número finito de retaa passando por (A). Estes 

casos serão estudados separadamente. 

• Se Z = {O} então vem que j• / tem extremo estrito em O. 
r 

Assim, como Y f = ;• f + E /;e/= j• / +R, com;• R = 01 fazendo duas apli~ 

i=•+l 

do Corolário 1.0.0 conchu-se que vnle (B) e que/ é .,-decidível. E como.,~ r isto implica 

que / é r-decidível. 
Logo, nesta situação, (A) e (B) sempre ocorrem e portanto o resultado segue-ae . 

.. Suponha agora que Z é uma reunião finita de retas t1 , .•• ,t,, todas passando 

por O e (B) vale. 
r 

Fixe k E {l, ... ,p}. Como (ir /)!1. = E (l;)I,. tem núnimo estrito em O e f,(q) 2: o, 
i=• 

pnro. todo q E l;, existe algum m E.,, ... ,k tal que /..,lt, tem núnimo estrito em O. 

Seja m(l:) o menor desses naturais. 

Perceba que.,+ 1 < m(k} $ r e que se ko = max {m(i): 1 $ i $ p} então aegue--ee de 

(D) que i" f tem mínimo estrito (até global) em O, para todo k0 $ k $ r. 

Para completar a prova deve-se tomar h: O --+ R tal que ;r h = O e mostrar que 

r I + h tem núnimo local estrito em o. 
Para isso primeiramente considere para cada j E {1, ... ,p} tome um cone aberto C; 

w~ . . 

(1) l; e C;; 
(11) C; n l; = {O}, se·i =f j; e 

(III) Se m(j) é o inteiro definido antes então f.,,w(q) > O, para todo q E C; \ {O} (veja 

que, como f,..w é um polinômio homogêneo de grau m(j), o Fato 1.1 garante poder-.: 

eacolher C; com esta propriedade). 

Faça C = lf;.,C; e 1( = (R1 \ C)U {O}. 

Perceba que C e K são cones de vértice na origem, aendo que o primeiro é aberto e o 

segundo fechado. 
Álém disso se (B) vale então para todo q E J( \ {O} tem-se j• /(q) > O. 

Como j• J é homogêneo o Fato 1.0 mostra que existe &o > O tal que 

(jr/ + h)(q) ~ (j./ + h}(9) > O, 

5 



para todo q e (1( n D,0 ) \ {O}. 
Fixe agora j E {1, •.. ,p} e tome o cone Ccchn.do de vértice n11 origem I(; = (;;. 
Use (D), (III) e o Fato 1.0 e conclua que existe t; > O tal que, se q E (I(; n D,1 ) \ {O} 

então 

(jr/ + h)(q) ~(/,,.e;>+ h)(q) > O. 
Tome t = min {t0 , ••• ,t,.} e vcjR que se O< llqll < t tem-se (j'J + h)(q) > O. ■ 

§1.2 - Curva de mínimos: Nesta secção são discutidos alguns aspectos naturA!mente 
ligados a k--deddibilidade e é introduzid11. 11. noção de curv& de núnimos de um polinômio. 
Definição 1.4: Sejam t: e ,\ reais estritamente positivos e h: (O;tJ --t R, "ºm h{O) = O. 
Diz-se que h tem ordem ,\ em O+ se lim !(!l E R \ {O}. Se lim ~ = O par11 todo 1:10W .,10W 
À E R então dir-se-á que h tem ordem +oo em O+. 
Observação 1,1: É evidente que se h tem ordem À então esta íunção _tem um extremo 
local estrito em 0+ e tem mínimo se, e eó se lim !í!l > O. 

1:JoW 
Observação 1.2: Veja que se a ordem de hem o+ é ..\ e O < a < À < w então lim ~ = O 

rlD Ti"J-
e lim !!!! = ±00. 

rJO liF 

Deftnição 1.5s Sejam n =- Ó ç; R 2 e /: Sl - R contmua. Comidere t: > O tlll que 
Da ç; n e defina a., funç~ f+ e f- como: 

/+:(O;e]-R 
r-. max{/(z): llzll = r} 

e 

/_:(O;e]-R 
r........,. min {/(z): llzll = r} 

Esta definição sugere o seguinte esquema para ver se umR função /: O - R que 
tem jato punctual de ordem k em O é ou não k-dccidívcl: Considerar ns funções (j' /)+ e 
(j"f)- e ver qual a ordem destas em 0+, caso estas ordens sejam menores ou igunie a k 
então / é k~ecidívcl. 

De fato, esta é uma condição necessária e suficiente pera a k-decidibiliclndc (a hem 
da verdade deve-se diur que este é um dos resultados de Darone-Netto cm (BO)), mns 
neste trabalho não será necessário estabelecer senão um caso particular deste resultndo, 
antes porém de estabclecc--lo, vai-se di~cutir um pouco acerca de (j" /)+ e(;'·/}- ou, m!Üs 
geralmente, /+ e f- no caso em que / é polinômio. 

Veja que quando/: R 2 - Ré um polinômio pode-se considerar o conjunto 

V(!)= { q E R 2 : posto [ V J(q)]} (t). 

(f) No seu trabalho supracitado Barone-Netto define V(/) como sendo este conjunto sem 
a origem, tal coisa não faz a mais uúnima diferença, e!!pefO que o inventor deste conjunto 
me perdoe a pequena modificação. 
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Fato 1.3: V(/) é um subconjunto algébrico ao qual a origem pertence e não é um ponto 

isolado. 
Dem.: Como V(/} = { (z;y) e R 2: z*(z;11) - 11~(z;11) =O} é claro que eate é um con­

junto algébrico e O E V(/). 
A úüma afirmação decorre do fato de 

V(/)\ { O} = Ur>O { q e Sr: q é ponto crítico de /Is,} 

e da compacidade de Sr, • 
É neste ponto que serão usados dois resultados dos quais ae omitem aa demon.st.rações 

(os Fatos 1.4 e 1.8). O leitor pode consultar (WO), ou seu texto favorito eobre c:urvu 

algébricas (planas), para ver as provas. 

Fato 1.4: Seja A um um subsconjunto algébrico do R 2 tal que O E A\ {O}. Então wna 

das seguintes possibilidades ocorre: 

(i) A= R2 • 

(ii) Exis,e um,> O tal que A\ {O} nB1 = r 1 U ... r r onde, para cada j E {l, . . . ,r}, r; 

é a imagem de uma curva ana.l{tica f;:(0;a;)--+ B,. 

Além disso, sei 'F j então r.. n ri = 9 e, para 1 5 j 5 r, a curva 7; admite uma 

extensão analltica 1; a [0;a;) definida por · 

•dt) = {=i;(t) se t > o . 
' O set=O 

Uma pa.rrunetrizac;ão das componentes conexas de A\ {O}, quando {O} ,:p A':/: R2 

extremamente cômoda é dada pelo resultado seguinte: 

Fato 1.5: Seja P:R2 --+ Rum polinômio e A= p-1({O}) e suponha que O E Â \ {O} 

eA /: R 2 • 

Então as curvas 'Yj da decomposição de(A \ {O})nB. dadaa no Fato l.4 que Ão tan­
+ao 

gentes ao semi-eixo dos z positivos em O+ podem ser parametrizadaa como 11 = E a,zª•, ... , 
oude (o,) é uma seq1iência de racionais com o 1 > 1. 

Dern.z Consulte, por exemplo, (WO). ■ 

Observnc;ão 1.3: Perceba que o caso em que 7i é o semi-eixo doe z posiLivoe está previsto 

110 Futo 1.5 fazendo a, = O, para todo p e N•. 

Observação 1.4: A parametrização de 7i dada pelo Fato l.S será doravanb- chamada 

parametrização canônica da curva algébrica 7;. 

Usando estes resultados vão se obter alguns resultados úteis. 

Fato 1.6: Seja/: R2 --+ Rum polinômio. 

Existem reais estritamente positivos t, ~ e uma curva analítica 1-= (O;.l} --+ B6 &... 

que 1.-(0) = O e /(7_(t)) = /-017-(t)ll), para t E j0;aJ. 

Dem.& Considere o conjunto V(f). 

Se V(/) = R 2 então / é constante nM circwúerênciM de centro O e o resultado 

aeguc-se trivialmente, por exemplo, tomaDdo 7-(t) = (t;0), t ~ O. 

Caso contrário, considere a decomposição de V(/)\ {O} dada no Fato 1.4. 
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Pode-ee escolher f7 > O suficientemente pequeno para que u curva., ftDalíticas 'Y; se 
definam em (0;<1J e (-r;(l)lt;(t)) # O, para O< t < <1 (lembre que 'Y;(t) ,- O se t > O e r; é 
analítica). 

+oo 
Além disso, escrevendo 'Y; em série de potências vem, para t ~ O, 'Y;(t) = E attmt, ,-1 

onde ai E R 2, para p ~ 1 e af :f, O. 
Assim, considerando para; E {l, .•. ,r},6; = 11"1;(<1)!1 a função t/1;:[0;<1) _,. (0;6;) 

dada por 1/,;(t) = lh;(t}II, tem-se t/,;(t) = Ua{!ltm'( Jl + h;(t)), com h; uma (unção 
analítica que satisfaz h;(O) = O. Dessa forma,/,; é um homeomorfismo analítico ·estrita­
mente crescente em [0;<1;J, 

Tem-se então que, diminuindo eventualmente <1, t/l;(t) = (w(t))m~, onde w é uma 
função analítica com deridada diíerentc de zero no intervalo fechado não degenerado [O;uJ, 
o que implica ser w-1 analítica. 

Dessa forma vê-se que (tf,;>-1 = (w-1 o (tf,;);!r ). Portanto, como w-1 e "1; são 
analíticas resulta que (,J,;)-1 pode-se escrever como um série de potências de expoentes 

+oo 
racionais, convergente, (tb;)-1(t) = E b,trP, onde (r,) é uma eeqüênda de rn.cionais MI• 

, .. 1 
tritaniente crescente (veja que eventualmente, r1 < 1). 

Como/ é polinômio e 7; é analítica, resulta que J; = / 07;0(1/,;>-' pode ser expressa 
- +oo 

como uma série convergente /;(a) = :E a,.a'", onde (q,.) é uma seqüência de racionai& 
n=l . 

estritamente crescente. 
Desse modo vê-se que existem ~ > O e m E { 1, •.. ,r} tais que, todas as jj se definem 

em (0;6] e /.,.(a) S l;(a) para a E (0;6] e j E {1, ... ,r}. 
Fa,;a 7 = 7,.,, À= (tJ,,,.)-1(6) e E= 6 para obter de pronto a tese. ■ 

Corolário 1.6.0: Se estão verificadas as hipóteses do Fato 1.6, então a ordem de f- em 
o+ é p se, e só se, lim f'c,<,nl E R \ {O}. •-o+ -r-

Dem.: Basta ver que, pelo Fato 1.6, para todo À > O, lim ~ = lim b.!tl. ■ ,-o+~ , ... o 7f9lF 

Definição t.O: Seja /: R 2 
_,. R um polinômio. Cada uma das curvas -r- detcrmim1das 

no Fato 1.6 é chamada curva de mínimos de f em O, ou simplesmente, curva de 
mínimos de/. 

Agora vru-se trabalhar, pela primeira vez, com o conceito de ;t / mostrar que/ não 
tem mínimo em O (veja a observação 1.0 após a definição de k-decidibilidade). 
Fato 1. 7: Seja /: Sl _,. R uma função que pos!UÍ jato punctuaJ de ordem k em O então 
são equivalentes: 
(A) i'I mostra que f não tem mmimo em O. 

(B) Se,-_:[0;<7) - n é uma curva demínim011 dej• / então ,!!.f+ iâ4~T;í~•J> E R;u{-00}. 
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(C) A ordem de (i' f)- em o+ é menor ou igual a k e esta função tem máximo estrito em 

o+. 
Dem.: Pelo Coroláro 1.6.0 é claro que (B) e (C) são equivalentes. 

Também é óbvio que se (C) vale e h: íl -- R tem jato de ordem 1. em O nulo então, 

pelo Corolário 1.6.0, (j" f + h) o 7- tem máximo estrito em O+ (de ordem igual à de 
(j' /) o 1-), Isto mostra que (B) ou (C) implicam (A). 

Resta provar que (A) implica (B). 
Admita então que (A) ocorre. 
Tome 6 > O tal que 1- corta todas as circunferências de centro O e raio menor do que 

6 exatamente uma vez. 
De (A) vem que;•/ o 7;_ tem máximo estrito em O, pois i' f não tem mínimo em O. 
Além disso, como j II f e 7- são analíticas então (j 11 /) o 7-- é analítica e, como ee viu, 

tem máximo estrito em o+: Portanto podem-se concluir duas coisas: 

(1) (j' /) o 1- tem ordem µ E N•. 

(li) ,!!.1.P+ jâ$~1;N/> ou é um número real p $ O, ou é -oo. 

Para encerrar a prova deve-se mostrar que não pode acontecer em (II) o c:aao p = O. 

S h t - d - b d li ;- t<-r-< 11> O upon a en ao, porre uçao ao a sur o, que p = ,-!A1+ h-(OU = • 
+oo 

Escrevcndo.1-(t) = E a,tm,, onde a, E R 2 e a1 #,Ovem lh-(t)II = lla1Ut"'1cp(C) 
,=t 

onde cp é uma função analítica com cp(O) = 1. 
Assim a ordem de lh-(t)II' em O+ é km1• 

Da hipétese de absurdo vem que km1 < µ, Portanto pode-se escolher km1 < " < p. 

Veja que k < <1 e de (1) resulta lim 1• /h-< 1» = O. 
,-o+ h-MI• 

Portanto, eventualmente diminuindo um pouco 6, pode-ae supor que: 

(III) - ! < ;' Ih- ~m < O 
2 h-<•> • · 

Considere g(q) = ;• f(q) + llqll•, 
É claro que j'g = ;' /. 
Por (A) tem-se que g não tem mínimo, nem estritamente fraco, em O. Portanto 

existe uma seqüência q,. E R 2 \ {O} convert;ente para O tal que g(q,.) < O. Sem perda de 

generalidade suponha que Jlq,.11 < min {6, l}. 
Portantoj1 /(q,.) < o e li"/(q,.)I > uq .. 11•, de onde se conclui que: 

(IV) ~ < -1. llt.lf-
Tome agora y,. = 'Y-(t,.) tal que llvall = llq,.JI (como ll'laÜ < 6 sempre há exatamente 

um ponto nessas condições) e use (III) e (IV) para V• e q,. respectivamente CODcluia.do que 

;•f(q,.) <j"/(y,.). 
Mas esta desigualdade contraria o Cato de "Y- ser uma curva de uúnimoa de;•/, o que 

mostra que p não pode ser zero. ■ 

Usando os resultados precedentes conclui-se também que: 

Fato 1.8: Seja/: R 2 -- R um polinômio que não tem mínimo em O e suponha que -r- é 
uma cun:a de mmimoa de f tangente ao aemi-cxo dos z positivos em O+. &lãa • ordem 
de/ o 7- é igual à ordem de/-, 
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+oo 
Dem.: Tome a pnr1tmctrizn.ção cnnônica de 7- dada no Fato 1.5, 7-(z) = (z; E a,z'",), , .... 
onde (o,) é uma conveniente seqüência crescente de racionais com o 1 > 1, e veja que 
117-(z)ll = z( J1 + h(.r)), com h contínua e h(O) = O. 

Assim a ordem de Ih-li em O+ é 1. 
Como/ é um polinômio e / o 7- :/:- O (pois / não tem mínimo) vem que / o 7- tem · 

ordem finita p e portanto lim l~~r) E R \ {O}. 
s-o+ 

Logo lim Aifa:C>Ír~ e R \ {O} e o resultado segue-se do Corolário 1.6.0. ■ s-o+ .., 

Um comentário que também vai ter 11ua utilidade 
0

mais tarde é que se 7- é uma curva 
de mínimos de / e R é uma rotação de R2 então Ro7_ é uma curva de m!oimoe de / o n-1• 
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Capítulo 2 
Uma Ferramenta Auxiliar 

§2,0- Introduc;ão: Este capítulo introduz os conceit011 de reticulado de Newton e poligonal 

<lc Newton modificada de um polinômio de duas variáveis. ApesBl' de lembrar o clássiro 

polígono de Ncwto~ estes instrumentos são, tanto quanto o autor saiba, novoe. 

§2.1 • Definições: Seja /: R2 -+ R um polinômio de grau l tal que o primeiro jato não 

nulo de / tem grau p < l. 
Escreva/(z;11) = E a;;ziyi, com a convenção usual de Oij 'I O, para todo (i;j) e/. 

(i,j)EI 

Para (i;j) E J chame de l;; à semi-reta do plano (o;,8) definida por fJ == i+oj, o:! 1. 

É clRro que, com essa construção, elementos diíerentes de I darão origem a diíerentea 

8emi-rctns. Drssa forma é natural chamar OijZ;I/; de monômio gerador de t;1. 

Estn mesma observação mostra que a definição abaixo não é ambígua. 

DcDnição 2,0: Para (i;j) E J definir-se-á o sinal de l;; como sendo o sinal de a;; . O 

símbolo llg{l,;) indicará o sinal dessa semi-reta. 

Com isto pod«HJe passar às definições centrais deste capítulo. 

Deflniçiio 2,1: Define-se Reticulado de Newton de / como 1Je1Jclo o conjunto de p~ 

ordr.n11dos 'R. = {(l;;; ag (l;;)): (í;j) E I}. 

Destaque-se o fato de que qunndo se disser que os reticulados de Newton de dois 

polinômios / e g são iguais isso significará que as semi-retas t;; de ambos são as mesmas e 

tnmbém que o sinal de cada uma dcssu semi-retaa é igual. Para woo futuro esta o baer,,ação 

B<'rlÍ. formnlizadn. atrn.vés do fato seguinte. 

Fnto 2.0: Sejam f(z;y) = E a;;zíyi e g(z;y) = ~ b .. z•p• polinômio«. Eatão o 
(i;j)EI ( ■;•)EJ 

rd icu/ado de Newton de / é igual ao reticulado de Newton de g Ili!, e apenu ae, I == J e, 

plU'II todo (i;j) E J, os sinais de a;; e b;; são iguais. 

Dem.: Decorre diretamente da definição. ■ 

Considere agora a poligonal 'P formada pelos pontoe das 9CD1i-retu de ~ que estio 

mais próximos do eixo o. Veja que 'Pé constituída pelos (o;,8) do plano que satisfazem u 

duas condições abaixo: 
(i) Existe (i;j) E I tal que (o;/3) E t;;; e 

(ii) Se exii:.tem (H;v) E J e P' E R tais que (o;,8') E t •• então fJ :5 {J'. 

Vcj11 que P é formada por um número finito de segmentos de reta e por uma semi-reta. 

Os vértiCC3 Q = ( a;P) de 'P serão ordenados pela ordem crescente de suas ab9cil"sas e serio 

denotados por Q0 , Q1, ... , Q.,. Chame r,. à 11emi-reta de 'P. 

Cn<lasegmcntoQ.Q.+1 de'P, O :5 n 5 r-1, pertcnceauma,eapenuuma,semi-reta 

l;; de 'R. 
Assim pode-ee definir sem ambigüidade o sinal do segmento Q,.Q.+1 como sendo 

o sinal da semi-reta de 'R. à qual ele pertence. De forma análoga será definido o sinal da 

■emi-reta de 'P. 
Definição 2.2: A poligonal de Newton modificada de / será a poligonal 'P onde m 

segmentos Q,.Q,.+1, O :5 n < r, e a semi-reta r,. são comiderados com aeu sinal. 

11 



Resulta claro desta definição que se / e g tem mesmo reticulado de Newton então 
também tem a mesma poligonal de Newton modificada. 
Observac;;ão: Seja j' / o primeiro jato não nulo de /. Se j' /(z;O) ~ O então a poligonal 
de Newton modificada de fé t'ormada por um único vértice, Q0 = (l;p) e pela semi-reta 
fJ = p, o ~ 1, que tem o sinal do coeficiente de seu monômio gerador a,oz'. A única 
io!orm~ão que 'P dá nesse caso é que 11e 7 é uma curva definida em (O;u] que seja aderente 
ao semi-eixo dos z positivos em 0+ então / o 7 tem extremo estrito em 0+ e tem máximo 
ee, e só se, a,o < O. No t'uturo não se estará interessado nessa situação trivial, por isso 
aerá sempre admitido que i' /(z;O) = O. 

§2.2 • Resultados: Os resultados apresentados neste capítulo são os estritamente necessá­
rioe ao estabelecimento das propriedades de instabilidade do resto do trnbalho. Um estudo 
maia completo e detalhado deste assunto pode ser encontrado em (GO). · 

A pimeira propriedade enunciada é de tipo puramente combinatório. 

Fato 2.1: Sejam Q = (o;,8),o > 1, um vértice da poligonal de Newton modificada de 
f = E a;;z;Ji e lq = {(u;11) E 1: u + 011 = ,8) (je, lq é o conjunto dos pares (u;11) hus 

(ii)EI 

que t •• passa por Q) então: 
(A) Para cada j EN e.riste no máximo um elemento (u;11) e Iq tal que 11 = j. 
(D) Se (i1;i1) e (i2;i2) estão em Iq e it < Í2 então ia+ i1 > i2 + h-
Dem.: É imediata. O que ,-ai ser feito é mais com o intuito de dai" uma intcrpretaçiio 
geométrica do significado de (A) e (B) do que apresentar uma demonstração disto (pelo 
menos para o item (B) há-as mais curtas). 

Veja.que a semi-reta li; de 1?. tem origem em (l;i + j) e seu coeficiente angular é j. 
Logo, como o> 1, Q não é origem de nenhuma das semi-retas de 'R.. Isto moi;tra (A) 

uma vez que se duas semi-retas distintas de 'R. que passe·m por Q tem origens distintas e 
não podem portanto ser paralelas. 

Por outro lado, se Q E l(;.;1 ) n l(i,h) e j 1 < h, isso implica que o coeficiente n.ngular 
de l(ida) é menor do que o coeficiente angular de lc;,;,>• Portanto, como a > 1 a origem 
(l;i1 + i1) de l(i,;.) tem de estar acima da origem (l;ii + h) de l(i>i,l· ■ 

O estudo subseqüente visa determinar o comportamento de f relati\'amente a extremo 
em curvas do tipo 1f = .Uº onde Q = (a;P) é um vértice de 'P de.abscissa maior <lo que l. 
Para isso serão necessários dois novos conceitos introduzidos na definic;;ão seguinte. 
Definição 2.3: Seja Q = (a;P), o > 1 um vértice da poligonal Newton modificada de 
/ = E a;;zi1,i coma> 1 econsidcrelq = {(u;11) E !:Q e t .. }. Chama-se polinômio 

(ij)E/ 

de/ incidente a Q. a Mq(z;I() = E a;;zªJI'· 
(i;j)Elq 

- O polizlôm.io de uma variável real l, Pq(l) = E a;;li = Mq(l;l) será chamado 
(i;j)Elq 

polinômio a.uociado a / em Q. 
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Note que se PQ(O) t, O cntiio existe um i E N• tal que (i;O) E lQ. Portanto, neste 

cnso, Q = (o;i) é vértice da semi-reta de 'P a qual é gerada pelo monômio a;0 zi e é paralela 

ao eixo das abscissaa. 

No que ae segue será estabelecida a relação entre estes conceitos e k-decidibilidade. 

Para aliviar notações fixar-se-ão um aberto O Ç R2 , uma função 11":Sl __. R que 

possui jato punctual de ordem k em O e cujo primeiro jato não nulo tem ordem .t < i. 
Conforme a observação do final do parágrafo 2.1 supor-se-á que j•lf(r;O) = O (note porém 

que nada impede que j"lf{:t;O) ~ O). 

Nessas condições o jato k de ,r será representado por ;"1r(:c;y) = E Oij:,;iy; e 7l. e 
(ij)E/ 

'P representarão respectivamente o reticulado e a poligonal de Newton modificada de j"r. 

Fato 2.2: Sejam Q = (a;{J) wn vértice de 'P, com a> 1, /J $ k e tome P0 o polinômio 

associado a j 1: 1r em Q. 
Suponha que Pq(a) j O e considere a curva definida para:,;~ O por 7(:c) == (z;azº + 

+oo 
E aq z"o ), com (µq) uma scqüêucia de racionais estritamente crescente tal que µ1 > a. 

f"- l 
Então existe e > O tal que, se O < :,; < i, o sinal de 11'(")'(z)) ao sinal de P4 (a) que 

tamliém é o sinal do polinômio de j 1
1r incidente a Q. 

Dem.: Escreva r = j 1r + R. É claro que;• R = O. 

Considere 10 = . {(u;v) E J: Q E t •• }, M0 o polinômio incidente de j 1r em Q e 

g(z;1,1)= E a;;zi1,1j=j1 lf-Mq. 
(i;j)l\10 

U111 cálculo imediato estabelece que Mq(z;ozº) - Pq(a)z-', logo tem-.e 

e lim r<nf > = o. 
slO · "' 

Use agora que PS k e j" R = O para estabelecer que ~N IR(j;jf H = O. 

• . •Cr·;r•) • Pq(;)r' P. ( ) b l 
Basta entao ver que lim • = lim • = q a para esta e ecer a tese. 

r!O r' slO • 
Porta.nto vê-ee que neste tipo de curva r o ")' tem extremo estrito em 0+ e, ademais, 

este f'Xtrcmo é um máximo se, e apenas se, P0 (a) < O. Este {ato terá grande importância 

no futuro. 
Fato 2.3: Seja Q = (a;P) um vértice da poligonal de Newton de j 1 r, com a> 1 e /J ~ k. 

Se ,\1 < ,\2 sã.o duas rafzes de multiplicidade ímpar do polinômio Pq associado a j 1r 

em Q e Pq(l) < O em ),\i ;..\2 { então existe"" > O tal que, para todos f > O e O< a< a,, 

o conjunto 
A= {(z;1,1) E 0:0 < :r < a, (.\1 -f)z• < t, < (l2 + f):r•} 

contém propriamente uma componente conexa u de (rl • .>-1O- oo;0[} que aalisú6 U\ 
{O} e A. 
Dem.c Tome u0 > O tal que B •• Ç O e veja que: 
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(i) Como,\, e .\2 são rlÚzC"!l de multipliridnde ímplU' de P11 e este polinômio é cstritMienle 
negath·o entre Rmbas existe O< t:1 < t: ta.l que P11 (,\ 1 - t:i) > O e P11 (.\2 + t:1) > O. 
(ii) Tomando ,\1 < ,\. <,\vem da hipótese que P11 (,\.) < O. 
(iii) Usando (i), (ii) e o Falo 2.2 conclua a existência de O < u < u0 tal que, para O< z < u, 
tem-se 'll'(z;(.\1 - t:i)x") > O, 'll'(r;(,\2 + t:1)zº) > O e 'll'(z;,\.zº) < O. 
(iv) Faça agora A= {(z;u) E O: O< r < u, (,\1 - t)zº < v < (.\i + t:)zº} e pcrccb11 que a 
componente conexa de (1rl 11, >-'()-oo;0[) que contém acurva a curvav = ,\.zº, O< z < u, 
é um subconjunto dr. B = {(z;v) E íl:0 < z < u, (,\1 -t:1)zº <V< (,\2 + t:1)zº}. Como 
B \ {O} ~ A s,::gue-se a tese. ■ 

Fato 2,4: Seja Q = (a;/1) um vértice da poligonal de Newton de j 1,r, com a> 1 e /J :5 k. 
Se P11 (,\) < ·O, para,\ E [a;b), existem a1 > O e t: > O tais que 1r(z;t1) < O pnra 

(z;s,) E {(z;s,) E fl: O< z < ai, (a - e:)zº < s, < (b + e:)zº} . 
Dem.: É claro que existe t: > O tal que P11 (l) < O em la - t:;6 + t]. Portanto faundo 
m = mR.X {P11 (,\): ,\ E (a - t;b + t]} tem-sem< O e além disso: 
(i) Se }./" é polinômio incidente de j 1,r em Q vem que, para ,\ E (a - t:;6 + t:] e z > O, 
tem-se .M0 (z;.\z0 ) = P11 (,\)zl ~ mzl, 

Escreva llgora g = jt'II' - }./0 e ,r = j 11r +Reobserve que: 
(ii) Por g ser um polinômio e lim nnf> = O &egue-ee g(z;,\za-) = z"h(z;,\) com,-> /J e z-10 ~ 

h uma função contínua. 
(iii) Assim, decorre de (ii) que existe u3 > O tal que para O < z < u2 e,\ E [a - t:;b + t] 
tem-se lg(z;.bº)I :5 i!pxl'. 
(iv) Escolhendo 173 > O para que (l + ,\2 .i-20- 2 )• < 2, quando lzl < u3 , e usando que 
;•R = O e /J 5 k vem que, para..\ E [a -t;b + t:J e Jxl :5 0'3, 

IR(x;.\z")I ~ ~11{.:r;,\zº)II• = ~1x1•c..;,...1-+~,\~l, .... x .... l2°---2)• :51illzl-'. 
Assim, fazendo u1 = mio {u2;u3} e lembrando quem < O, eegue--se de (i), (iii) e (iv) 

que, para (z;,\) E)0;u, [ X [a - t;b + tJ, 
,r(z;.\xº) = M11 (x;.\x 0

) + g(x;,\xº) + R(z;,\x0
) :5 (m + l!;l + ~)z" < O. 

Evidentemente isto encerra a demonstrac;ão. ■ 

O resultado seguinte tem caráter apenas técnico e será usado na prova do Fato 2.6. 
+oo Fato 2.5: Suponha que ,r tem jato pundual de ordem k em O. Seja -y(z) = (z; E a,:r"• ), . ,=1 

r E (0;uJ, uma curva de mínimos dej•1r, tal que (v,) é uma seqüência crescente de r11cionrus 
com v1 > 1 e 01 #- O. 

Então o ponto Q., de P cuja abscissa é v1 é vértice de P. 
Dem.: Da equação de 'Y vem que esta curva é tangente em O+ ao semi-eixo dos :,; positiv08. 

Lembre que ;•1r = E a;;X;I/; e escreva Q., = (v1;vi). 
(i;j)EI 

Como Q,. é o único ponto de "P de abscissa v1 tem-se da definição de poligonal de 
Newton que, para todo (u;v) e I, valeu+ v,v ~ ll'J. . 

A prova da proposição será feita por redução ao absurdo supondo que Q,, não é um 
vértice de "P. 
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, Então existiria um único (u;v) E I tal que Q. E t ... 
Um cálculo direto mostrà que, nestas condic;õcs, ü1 ir)o-, :/: O tem extremo estrito em 

o+ e aua ordem éµ= u + VJl1 = v,. 
Como está 11e mpondo que Q. niio é vértice de 'P pode-se escolher 1" > O euflciente­

mcnte pequeno para que (v1 + .\;u + (111 + À)v) também seja um ponto de 'P que não f 
vértice, para todo -1" $ À $ r. 

+oo 
Considere À E (-r;r) e a curva. -y1 (z) = (z; E a1z•1+A), O$ z S ti. 

j=l 

Veja que (j11r)o-y1 também tem extremo estrito em 0+ e ma ordem a{~ u+(111 +À)v. 
Além disso, (j11r) o 71 e (j11r) o 'T tem o mesmo tipo de extremo em O+. 

Suponha agora que (j 1 ir) o 'T tem máximo em 0+ e tome -r $ À < O. 
Então, (j 11r) o..,,. tem máximo em O+ de ordem u + 11(111 + À) < µ. Isto contraria o 

fato de 'T 11er curva de mínimoe de f'7r e moetra que Q. é vértice de "P, neste caso. 
Se (j11r) o 'T tem mínimo em o+ tomando O < ~ S r obtem-11e o mesmo tipo de 

contradição. ■ 

Juntamente com o Fato 2.3 o resultado seguinte é o mais delicado deste capítulo. 
Foto 2.G: Suponha que ,r tem jato punctual de ordem k em O e j 1 7r mo.,fra que 7r não tem 
mínimo. Seja -y: (O;u] - R 2 uma curvll de mínimos de j 1 r aderent~ em o+ ao llftlll-eÍJl:o 

z ~ O e tomeµ 'a ordem de (j 1,r) o 'Tem 0+. Então: 
(A) µ S k; 
(D) Existe um vértice Q = (a;P) da poliginal de Newton modificada de j 1 r com P =µe 
existe uma semi-reta do reticulado de Newton de j 1 ,r que passa por Q e ou é nqativa ou 

tem coclidente angular ímpar. 
Dem,i A parte (A) é conseqüência. direta de j 11r mostrar que"' não tem mínimo em O, 
conforme mostra o Fato 1.8. 

Para a prova de (D), considere 'R. e P o reticulado e a poligonal de Newton modificada 
de j 1 ,r, rci;pcctivamente. 

Como 'T é uma curva ágébrica aderente ao semi-eixo dos % positivoe em O+ pode­
+oo 

ac supor que -y( z) = ( z; E a rz"I ), onde ( v;) é uma 11eqüeucia de racionais estritamente 
j•l 

cret1Cente com v1 > 1. 
Vão ser analisados separadamente os casos ffll que todos os a; são ouloe ou não (ie, 

quando 'T é o semi-eixo dos% positivos ou não). 
• Cn.CIO a; = O para todo j tem-se j 1 ,r(z;O) = OrZr + w(z), com Or < O, r S J; e ;rw = O. 
PortMto P = r, a ~ 1 é uma semi-reta negativa de 'R. que contém a semi-reta de "P euja 
origem é o vértice Q'. Assim o resultado segue, nesta situação, considerando Q = Q' . 

.. Quando pelo menos um dos a; é diferente de zero não há perda de generalidade em 
supor 01 t,. O. 

Tome então Q. o ponto de P que tem abscissa"•. Pelo Fato 2.5, Q. é um vértice de 
P. 

Para encerrar a prova proceda por absurdo e veja que ee Q. não aatwizer (B) então 
todas as aemi•retu de 'R., que passam por este vértice são poeitivu e tem coeficiente angular 
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par. 
Então, tomando P o polinômio associado a ;'1r em Q,,, vem P(.~) > O, para Lodo 

l j&O. 
Portanto P(a1) > O e, do Fato 2.2, seguir-ee-ia que U'r) o "Y tem mínimo estrito em 

o+ o que contraria a maneira como foi escolhida "Y· 
Aasim, Caça Q = Q,, e obtenha a tese. ■ 
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Capítulo 3 
Uma Classe de Jatos que Garante Instabilidade 

§3.0 • Preliminares: Com os resultados apresentados no capítulo anterior caracterizar­
ac-á uma classe de jatos que assegura a instabiliade almejada. 

Antes de definir a classe supra-mencionada será útil estabelecer dois resultadoe de 

cálculo ligados a k-deci<libilidade que serão extremamente úteis para estabelecer relações 

entre li' e sua "derivada radial", definida como Dr ,r( z;s,) = z :: + s, :.. . Estes reaultadoe 

acrão provados para o contexto de n variáveis. ' 

Nestes resultados será mencionada expressão Vll' tem jato punctual de ordem k -1 

em O, isto 11igní6cará que todas as derivadaa parciais de primeira ordem de li' tem jato 

punctual de ordem A: - 1 em O. · 

Lema de Cálculo: Seja U = Ü Ç R" uma nzinliança de O e Come li': U - R de dasse 
C1 tal que V• tem jato punctual de ordem /e - 1 em O. Eatão fl &em jato puadual de 

ordem k em O e ;•-•v• = v;•w. 
Dem.i Defina o seguinte polinômio em U, 

1 

P(q) = f u•-1vw(tq)lq}dt. 
o 

Afirmo que P = U1 w)lv-
De (ato,, claro que P tem grau menor ou igual a 1c e, ae q EU\ {O}, 

Da definição de jato A: - 1 segue-se desta última expressão que ,i!.°b l•<•,;.r<•>t • O 

com o que Lermina-ee a prova de P = j •1r. 

por: 

R • 

Tome R = 'li' - P, escreva q = E q;e; ~ defina, para 1 :S; ~ n, aa (unções GJ e R; 

' ~· 
G · = ;a:-1 ô'II' e ôw = G · + k. 

' ôq; 8q; ' ' 

Para terminar a prova basta mostrar que G; = :: . 
Veja que at - fje; + le;U :s Utll, para' e (O;q;). Perianto, como;•-• R; =º·tem-. 

fj 

;• j R;(9 - fiei + le;)dt = O • 

• 
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Assim, 
,, 
J Ôfr 

,r(q) = ,r(q - f;e;) + ôq. ( q - q;e; + te;)dt = 
o J 

" = (P + R)(q -q;e;) + f (G; + R;)(q- q;e; + te;)dt 
o 

Use agora ( •) e calcule o jato k de ambos oa membroe da última expressão, obtendo 
assim a tese. ■ 

Como conseqüência deste resultado tem-se o 
Fato 3.0: Seja 1r de classe C1 tal que V,r tem jato punctuaJ de ordem k -1 em O. 

" Então, a função Dr1r(q) = Dr1r(q1; ••• ;q") = E q;I!; tem jato punctual de ordem k 
j•l 9J 

em O e 

j"Dr1r(q) = Dr(i'1r)(q) = Ê q;"J'•(q). 
; ... 1 " 

Dem.: Pelo Lema de Cálculo, ,r tem jato punclual de ordem /e em O e Vjli,r = ;•-•v1r. 
Uee essa igualdade, o (ato de Dr1r(q) = (V1r(q)lq) e a desigualdade de Cauchy-

Schwartz para obter lim 1°••<d-<Vt"<,>!9)1 = O. ■ ,-o ,r,11 

§3.1 - Uma Classe de Energias que Garante Instabilidade: P11.cisa- se ngora A 
definição da classe V, que constituirá o conjunto das energias potenciais ahl\rcadl\S pelo 
resultado de instabibilidade. 

Será novamente admitido que n = (! Ç R2 é uma vizinhança de O = (O;O). 
Definição 3.0: Uma função ,r: n - R tal que 1r(O) = O estaní na classe Vi,, para um 
natural k ~ 2 se: 
(i) 11' for de classe C" e V1r tiver jato punctual em O de ordem l:-1 (portanto pelo Lema 

de Cálculo anterior, 11' tem jato l: J; 
(ü) A poligonal de Newton modificada de;•.,, tem sua semi-reta com origem no ponto 

Q = (o;l:), com a> 1, e ae P(.Ã.) = t a;.Ã.J, a, -:/:- O é o polinômio associado a;•,, 
j=O 

em Q, então 
(ii-A) ao < O. 
(ii-B) Pé uma função par. 
(ii-C) Existem E {l, ... ,g} tal que a; :5 O se j <me a;~ O, se j ~ m. 

Observação O: Veja que como o > 1, o grau de Pé g > O e tem-se por (ii-C) que a, > O. 
Observação 1: Veja também que pode-se caracterizar V, apenas usando o rcticulndo de 
Newton de j 1 ,r (sem fazer menção ao polinômio associado a esse jato em Q) atrnvrs <ln 
seguinte proposição, 
Proposição 3.1: Seja ,r: n -+ R, 1r(O) = O, de classe C3 , com V1r tendo jato pwictuaJ 
de ordem 1c - 1 em O. Tome 'P a poligonal de Newton modificada de j 1

,r e suponha que 
Q = (a;l:), com a> 1, é a origem da semi-retarde 'P. Então 11' E Vi, ae, e somente se, 
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(ii•-a) A sr.mi-ret11 ré paralcfa llO eixo Ja., absaMUj 

(ii•-b) Se r 1 ,r2, •.. ,r, (p ~ 2) são as semi-reta., do reticulado de Newtom modificado 

de j",r que passam por Q e t; é o coeficiente angular de ri (lembre que t; é natural) 
então l; é par, para 1 ~ j ~ p, e supondo que essM semi-retas estão ordenadas por 
ordem decrescente de coeficiente angular então existe um m e {1, ••• ,p - 1} tal que, 
r; é positiva t1e, e somente se j < m (isto é, se o coeficiente angular der; é mlÚor do 
que o der,,.). 

Observação 2: Veja que, como a semi-reta de 'P é paralela ao eixo das abscissas mtão, 
conforme (ii•-b), r, = r, t, = O e ré negativa. 
Dem.1 Tome Mo polinômio de j"1r incidente a Q. Como P(~) = M(l;~) tem-se a tese.■ 
Observação 31 Pode parecer estranho colocar na definição de V1,: a exigência de Vr ter 
jato k-1 e concluir que então ,r tem jato k. Talvez o caminho invrso pareça mais "natural" 
imP,Or que ,r tenha jato k em O e concluir que V,r tem jato de ordem t - 1, ainda mais 

11endo r de classe C2 • O exemplo seguinte mostra por que este não foi o caminho e800lhido. 
Considere 

perceba que V' é de classe C2 , tem jato punctual de ordem 4 em O enquanto que tp' não 
posi;ui jato punctual de· ordem 3 em O. 

O objetivo precípuo deste capítulo é mostrar que se lf está em Vt eiitão tem-ee a 
instabilidade do ponto de cquiliíbrio (O;O;O;O) do sistema conservativo de Hamiltoniana 
'H. = T + w. Para obter este resultA<lo (Teorema 3.() aerá netttl9Ário alabel«er al~ 
resultados preliminares de índole t~cnica. 

Fato 3.2: Sejam lf E V,, P a poligonal de Nf!Wton modmcada de j 1r, Q a ori&mJ da 
Remi-reta de P e P o_polinômio associado aj1 ,r em Q. 

Então exii;te ~o > O tal que: 
(i) As únks.., raízes reais de P são ±lo e amb/lS são simples. 

(ii) PP)< O se, e somente se, -lo < l < lo. , . 
Dem.: Seja PP)= E a;l'. Como ,r E V, tem-se que ao< O, a,> O e Pé par, logo ee 

i=O 
ai é diferr.nt.e de zero, i é par. Portanto, para provar todo o Fato 3.2 buLa provar que P 
tem uma única raiz estritamente positiva, que é simples. 

D1ulo que a0a1 < O é imediato que existe pelo menoe uma raiz de P estritamente 
pO!litiva. 

A prova da unicidade dessa raiz e de que ela é simples M!rlL feita ■imultaneamente, 
demonstrando que: 

Em totla II rait l. > O Je P tem-ae P'(~.) > O, 
pois evidentemente isso acarreta a tese. 

Seja então l. uma raiz estritamente J>06Íliva de P e tome o natural m ~ 1 dado na 
definição de V, que garante que ai ::5 O ee i < m e a. ~ O, ee i ~ m. 

•-1 , 
Então P'P) = E ia;~i-l + E ia;li-l. Repare que a primeira de.uu 90Dl&tórias 

i•l ism 
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pode deixar de existir, o que ocorre quando m = 1, mas a segundà somatórilll sempre está 
pre&ente, já que a1 > O. 

Uaa.ndo então que m ~ 1, ao < O, Gi ~ O, para i < m e Gi ~ O se i ~ m vem que 

m-1 f 

.P'(l.) > ~ ao + P'(.\.) = ~ Cio + ~ iai.\!-1 + ~ Íail!-1 ~ 
1=-=l , ... 

m-1 f 

~ : ao + L mai.\~-• + L mai,\~-• = 
• i=l isn1 

m-1 f 
m m"' •"' • m = :r-ao + :r-< L, ai.\! + L, ai.\!) = :r-P(l.) = o. 

• • i=l i=m • 

Chame .\0 à única raiz positiva de P para obter a tese. ■ 

Fato 3.3: Sejam r E V,., 1' a poligonal de Newton modificada de j"11, Q a origem da 
seuu-reta de 1' e P o polinômio associado a j"r em Q. Considere ainda .\0 a única raiz 
estrita.mente positiva de P. 

Então, a função Drll'(:ra,) = :r~(:r;11) + 11:;(:r;11) satisfaz: 
(i) A poligonal de Newton modificada de j" Drr é P. 
(ii) i" D,1r E V1,. 

(ili) Se P1 é o polinômio associado ai" Dr'lf em Q então as únicas raízes rerus de Pi siio 
±.\1, ambas simples, com .\1 > Ão e, além disso, P 1(.\) < O se, e só se, -.\1 < ,\ < .\1• 

Dem.: Preliminannente observe que (ii) é decorrência imediata de (i), em virtude do. 
definição e da Proposição 3.1. 

Para provar (i) veja que, do Fato 3.0 segue-se, usando a fórmula de Euler para funções 
homogênea.a que 

" jl: Dr1r(:r;11) = Lj1rj, 
i=l 

lembrando que r, é a parte homogênea de grau j de j"1r. 
Desse modo, v~, através do Fato 2.0 que a poligonal de Newton de J"r e Drr'lf' 

tem mesma poligonal de Newton modificada. 
Isto prova (i) e (ii ). 
Quanto a (iii), veja que aplicando o Fato 3.2 aj" Drll' garante-se a existência de .\1 > O 

tal que as únicas raízes reais de P1 são ±.\1, amhM são simples e P1(.\) < O se, e IIÓ se, 
-~1 < ,\ < .\1. 

Desta forma resta provar apenas que À1 > .\o. 
Para. isto será estabelecido que P1(.\o) < O. 
Sejam A,/ e M1 respectivamente os polinômios de j",r e Dri"1r incidente$ a Q. 
Escreva, conforme as notações da. secção 2.2, M(:r;11) = E a;;:r'11'. 

(i;j)E/q 

Então, por(•), vem que M1(:r;11) = E (i + j)a;;:rifl, 
(i;j)E/q 
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Assim resulta P(l) = · E ai;Àj e P1(l)'= E (i + j)ai;.\Í. 
(i;j)Elq (i;j)Elq 

Lembre a,;ora o Fato 2.1 e veja que: 

(A) Para cada j EN existe no máximo um elemento (u;v) E lq tal que v = j. 
(B) Se (it iÍ1) e (ii;h) estão em IQ e i1 < Í2 então i1 + ii > i2 + h, 

Veja ainda que da definição de V, vem que (1-;0) E IQ, 010 = ao < O e, como o grau 

de P é g, existe (i,.;j,.) E Iq tal que;, =geai,, = a, > O. Além disso (i,;g) é o par de 
lq cuja segunda coordenada é máxima. 

Agora particione IQ em 
. . Iq = {(i;j) E Iq:j < m} e I~ = {(i;j) E Iq:j ~ m}. 

A definição de V, mostra que nenhum desses conjunto. é vazio e: 

(C) Se (i;j) E I~ então Oij > O e se (i;j) e Iq então a;; < O. 

· Tome {ii;ii) e I~ tal que ii = min {i EN: 3(u;v) E~. COID v =- j }, 'ftja q~ {A) 

mostra que este elemento está perfeitamente definido. 

Faça t = ü + U e conclua, através de (B), que: 

(D) Se (i;j) e /Q então í + j > t. 
(E) Se: (ii.i) E /Q entíio i + j ::: t. 

Uee a,;ora (C), (D) e (E) para concluir que 

P,(lo) = L (i + j)ai;Ài + L (i + j)ai;~ < 
(i;j)Elq (i;j)Elj 

(i;j)Elq (i;j)Elq 

= lP(.\o) = O. 

Desta desi~aldade, segue-se, como já foi observado, a tese. • 
§3.2 - Resultados Auxiliares de Instabilidade: Neste parágrafo são apresentadoe 
alguns resultados de instabiliade para equações diferenciais ordinárias que são pequenas 

adaptações de resultados "clássicos" nesse assunto. 
Lembre que se q0 for um ponto de equilíbrio de uma equação diferencial q = /(q) uma 

trajetória assintótica para q0 é uma solução não trivial deata equação v, que ae define 

em)- oo;0) e tem a propriedade de lim ,p(t) = 'lo• 
t--oo 

É c-laro que se existe um solução assintótica para 'lo então 'lo é instável eegundo 

Liapunoff. 
Em (KO) Krasovsky enuncia o seguinte resultado. 

Teorema de Krasovsky: Considere um .subconjunto aber,o U de R" e a equação dife­

rencial ordi.aária q = J(q), onde f: U -+ R• é Joc:almeate IJpcsbitziana e /(9o) = O. 

Suponha que existam um aberto A ~ U e uma função V: A -+ R" de classe C' &aü 

que: 
(i) qo e 8A. 
(ü) V(g) < O para CJ E A. 
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(ili) V(q) = O, pa.a q E éJA. 
(iv) V(q) < O para q E A\ {qo}. 

Então existe uma trajetória Msintótica para qo na equação considerada. 
O Teorema que será utilisado aqui decorre de uma pequena generalização deste resul• 

lado bastante útil em equações onde se conhece uma integral primeira. 
Nesta demonstr~ã.o, se a > O e q e R", a bola fechada e a esfera de cen ro q e raio a 

serão representadas respectivamente por B(q;a) e S(q;a). 
Teorema de Krasovsky: Considere um subconjunto aberto U de R" e a équação clli'e­
reocial ordinária q = f(q), onde/: U-+ R" é localmente Lipcsbitziana e /(q0 ) = O. 

Suponha que existam um aberto 6. ~ U e !unções W:A - R" e V:A--+ R" de 
dasse C1 tais que: 
(i) qo e 8A. 
(ii) V(q) < O, para q E A. 
(ili) V(q) = O, para q E 8A. 
(iv) V(q) ~ O, para q E A. 
(v) iV(q) f. O, para q E A\ {qo}. 

Então eriste uma trajetória assintótica para qo na equação considerada. 
Dem.: Antes de mnis nada veja que as condições (i)-(iv) já garantem a ins abilidade de 
9o, pois V ~ uma íunçào de Ôeta.ev para a instabilidade. 

De (i) aegue---se que para todo e > O tem-se Ac = A n B(qo;e) ,/: 0. 
Fixeentíi.o e> O e considere Lc = 8Acn{q E R":llq-qoll < t:} eCc = 86.cnS(qo;e). 
Veja que (iii) acarreta 

V(q) = O, Vq E Lc, 

Tome para 6,. = ¼ < t: um ponto q,. E A,. e represente por '{Jn a solução de q = f(q) 
tal que ip,.(O) = 'ln• 

Use (ii), (iv} e ( •) para ver que existe Tn > O tal que t.p,.(t) E Ae, para O S t < T,. e 
~.(T,.) E Cc, Fnça Zn = ip,.(T,.). 

Como Cc é compacto existe uma subseqüência de z,. que converge pam r E C •. Stirá 
admitido sem perda de generalidade, que Zn --t z. 

Tome K = max {11/(q)II: q E B(qo;!)} e veja que, como 6,. --t O e ll~n(t)II .:5 K, para 
O 5 t S T,., então existem M e N positivos tais que T,. > J,.,f para todo n > N. 

Afirmo que T,. --t +oo. 
De fato, suponha por abimrdo que isto é falso, então existf! uma subscq1iência de T,. 

que converge pnra algum T ~ M > O. Sem perda de generalidrule, suponha que T,. --t T. 
Seja ? a solução não prolongável de q = f(q) tal que ~(T) = z e considere / seu 

domínio. 
Vai ser provado agora que, neste caso, O E/ e ,p(f) E Ac para O .:5 t .:5 T. 
Para isi<o veja que evidentemente uma das duas possibilidades seguintes ocorc: 

(•) ','(t) E A. para todo t < T. 
(H) Existe t. < T, te I tal que q. = ip(t.);. Ac, 

Se(•) vale então da compacidade de Ac segue-se que) - oo;T) C /. 
Portanto, neste caso, O e / e está provada a afirmai;ão Ceita. 
Por outro lado, se (••)vale então existe" > O tal que B(q.;'1) e n• \A.e [t.;T) C I. 
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Logo, pelo teorema da dependência contínua de soluçõeti de e.d.o. relativamente a 

con'diçõcs inidn.is, conclui-se que para n suficic.-ntcmcnte grande v,,,. ee define cm (t.;T] e 

ip,,.(t.) E IJ(q.;t1). Portanto ~,.(t.) </. 6., e segue-se que t. < O. 

Assim, se (H) ocorre, segue-se também que o E I e ~t) E A, para o~ f ~ r. 
Seja então q = ip(O). 
Lembre que l(J,,. é a solução de q = /(q), com l(J(T,,.) = .r,,., e 1111e novamente o Teorema 

da dependência contínua e o Cato de q,,. = ip,.(0) --+ 90 para concluir que então ter--.e-ia 

f=qo. 
Mas .esta concluão contraria o Teorema de existência e unicidade de de e.d.o., poia / 

é localmente Lipschitziana e 90 é um ponto de equihõrio de q = /(f). 
Assim fica estabelecido que T,,. --+ +oo. 
Considere agora y,0 a solução não prolongável de q = J( q) tal que ~ = J e chame 

J a seu domínio. 
Use outra vez o Teorema da dependência contínua como antes para concluir que ee 

e e J e e < o então ;ro(t) e .6,. 
Da compacidade de 3; segue-se que o conjunto a-limite de ipõ, A, é niió vazio e está 

contido em iS';. 
Como para todo ponto de A tem-se W(q) = O e A, C 6, a hipóteee (,r) moetra que 

A= {q0 } e estabelece que f{)o é uma trajetória assintótica para 90. ■ 

Com t'sse resultado ~ fáril cst.abelccer a seguinte versão "robusta" de um conheàdo 

resultado de Cetaev. 
Teorema de ~etnev: Seja o sistema Hamiltoniano 'H definido DO a berto U X R" de 

R" >< R" de energia potencial ,r e cinética T, ambas de classe C2
• 

Suponha que (q0 ;O) seja um ponto de equi/Jõrio de 'H tal que, ,r(qo) = O e que matem 

t > O e uma componente conexa G de ,r-1()- oo;o{) aderente a 90 Caia que 

(V1r(q);q) < O Vq E 11\ {qo}, llq - qoll < t. 

Então existe urna Crajetória assintótica para {qo;O) em 'H. 

Dem.: Considere 

.6 = {(q;p) E G x Rn: llq - 9oll < t, (q;p) > O e H(q;p) = 1r(q) + T(q;p) < O} 

É simples ver que nestas condições, A é um subconjunto aberto de U >< R" eu ~ 

V(q;p) = H(q;p) e W(q;p) = (q;p) satisfazem u hipóteses do Teorema de Kruonky. ■ 

§3.3 - O Teorema de Instabilidade: Está-se agora em condições de estabeler o multado 

ccnlrnl deste Capítulo. 
Teorema 3.4: Seja n = Ô Ç R 2 contendo O = (0;0) e comidere em n x R 2 o .sistema 

mecânico conservativo de Hamiltoniaaa 1{ = T + ir, com energia potendal r: Sl ...... R e 

energia cinética T: G X R 2 --+ R, ambas de classe C1. 

Suponha que ,r tem um ponto crítico em O e está aa claae Vt, então mate uma 

trajetória usintóüca para (0;0;0;0) DO aistema 'H. · 
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Dem.: Graças ao Teorema de Cetaev, basta dcmosntrar que nas condiçõea apresentadas 
exii;te a > O e uma componente conexa U de ( r lo. t 1 (] - oo;O[} aderent.c a O tal que 
z::(z;11) + 11!r (z;y) < O, para todo (z;y) EU\ {O}. . 

O que se ?ará é usar o fato de r estar em V11 para poder aplicar esse resultado. 
Sejam P a poligonal de Newtom modificada de j 11

'1f e Q a origem da semi-reta de 'P 
e P o polinómio associado a j"r em Q. 

Considere agora Drr = z:: + 11:; que, devido ao Fato 3.0 tem jato de ordem 1- e 
i"Dr1r = Dr(i"r). 

Pelo Fato 3.3 tem-se que P é também a poligonal de Newton modificada associada a 
j"Drr, 

Seja P1 o polinômio associado a Drr em Q. 
Use o Fato 3.2 e tome Ão e l1 as únie&11 raízea positivas de P e Pi respectivamente. 
O Fato 3.3 mostra que À1 > Ào e Pi(l) < O para l E] - l1;l,(. 
Tome t: > O tal que Ào +t: < .\,. 
Como ir e V11 t.em-se que a aemi-reta de P é paralela ao eixo das abscissas e aa 

coordenadas de Q são (o;k). 
Então aplicando os Fatos 2.3 e 2.4 ar e Drr, juntamente com o fato de lo aer raiz 

limples de P, conclui-se que: f (A) Existe um a0 > O tal que, para quaisquer t: > O e O < a < a0 , o conjun .o 

contém uma componente conexa, u., aderente à origem de (rla.)-1() - oo;O{), tal que l7;\ {O} e ll:. 
(D) Existe um a, > O tal que Drr(u;u) < O, para os pontoe (u;u) de, 

(o) 

Escolhendo em( .. ), a1 < uo, pode-se concluir, por(•), que existe um componente coaexa, u • ., de (rls.)-1()-oo;O[), com O e ôU e ü';';\ {O} e 6:•. 
Logo Drr(z;11) < O, para (z;s,) EU';;\ {O} e o Teorema de Cetaev encerra a prova.■ 
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Cap{tuJo f 
Aplicações l,c Conclusões 

§4.0 • Objetivos: Este Capítulo propõe-se a duM finalidades. 

t>rimciro (veja o §4.1) aplicar-se-á o Teorema 3.4 para obter a conclusão de que 

certas hipóteses "mais natura.is" do que as daquele resultado garantem a instabilidade da 

origem de certos sistemas mecânicos Hamiltonianos de dois graus de liberdade com energia 

potencial ,r e com uma energia cinética. qualquer. 

Esse result~o será obtido provando que se ,r satisfaz as ditaa "mais naturais" então 

,r E V1. 
Depois disso (veja o §4.2) será feito um comentário mostrando que, no contexto de 

sistemas mecânicoe conservativos no plano, 011 resultad011 aqui apraentad011 generalizam 

os ~e Moauro-Negrine (veja MN-1) de 1990 que, tanto quanto o autor saiba, constituiam 

um rcsult11.do de ponta quando a energia potencial não é anali'tica. 

§4,1 • Algumas Aplicações do Teorema 3,4: Seja n = '1 Ç R2 tal que O E O 

e considere uma energia cinética T: n x R2 __. R de classe C2 e uma energia potencial 

11': {l --t R de classe C2 tal que ,r(O) "" IIV,r(O)ll "" o. Será também admitido que V1r 

tcja jato punctmJ cm O de uma ordem conveniente. 

Com estes elementos fica definido o sistema mecânico conservativo de dois graus de 

liberdade e hamiltoniana 1-{ = T + 11', que possui um ponto de equihbrio em (0;0;0;0). 

Neste parágrafo serão apresentadns algumas situações onde se pode garantir a imt• 

hilidade Sf"gUndo Liapunoff' de!!se ponto de equilíbrio. 

O primeiro caso em que será prova.da a instabilidade é aquele em que 

ir="'•+ ir•+l + • ·. + 'll'l--l + 'll'l- + R, 
onde w; é um polinômio homogêneo de grau j, que é, para., :5 j S l: - l, aemi-ddinido 

positivo (ie, ,r;(q) ~ O) e j 1 ,r mostra que ,r não tem mínimo em O. 

Mais precisamente, suponha que 11' satisfaça à seguinte condição: 

(110): Existem naturais., e k com 2 S a< k tais que ,r tem jato punctual de ordem i e: 

(JI0-i) O primeiro jato não nulo de ,r é o de ordem .,; 

(H0-ii) A parte h~mogênea de grau j de ;•1r, "'; é semi-definida positiva, para• S j :S i-1 

(veja que pode acontecer de para algum valores de j ter-se 1r; = O, mas pelo menm 

"'• I O, por (H0-i)); 
(HO-iii) O jato punctual de ordem Ã: de 1r em O mostra que ,r não tem mínimo nesse ponto. 

Será mostrado que (HO) acarreta a instabilidade de (O;O;O;O). 

Outra situação de instabilidade surge quando ,r satisfaz a condição explicitada & eeguir: 

(Hl): Suponha que existam naturais 2 S a< k tais que, 

{Hl-i) ,r tem jato punclual de ordem k em O. e o primeiro jato não nulo de ,r f o de ordem 

• e j•,r tem um ponto de mínimo estritamente fraco em O. 

(Hl-ii) j 1,r mostra que ,r não tem mínimo. 

{Hl-iii) ;r11 não é k-decidívcl, para .s :5 r < Ã: - 1. _ 

Ob■ervação: Veja que a condição (Hl-iii} não pode aer subetituCda por ,r ai• l r-lecil(wl, 

,.,.. • S r < k - l, como mostra o segu.inte exemplo: 
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Considere r(z;y) = (11 - z2 )2 - 11' e faça k = 8. 
É íácil \'er que j8r mostra que ,r não tem mínimo (basta, por exemplo, fazer o diagrama 

de Newton modificado de j 8,r) e que, ser < 8 então ir não é r-decidível. Porém T não 
satisfaz (Hl-iii) pois j"r é 8-decidível. 

A demonstração da instabilidade destas situações seguirá o seguinte plano. 
Provar-se-á primeiro que se ir satisfaz (HO) então essa função também •atis{az (Hl). 
Depois mostrar-se-á que ser satisfaz (Hl), é de classe C2 e V,r possui jato punctuul 

de ordem 1: - 1 então existe uma rotação R: R2 ..:....+ R2 tal que r o R E Vt . 
Proposição 4.0: Suponha que ir: n -+ R verifica a condição {HO) então r também 
verifica (Hl). 
Dem.: E claro que ae 11 satisfaz (HO) então {Hl-i) e (Hl-ii) estão verificadas. 

r 
Quanto a (Hl-iü), tome r € {a, ... ,k -1}. Como rr = E 'lfj vem de (HO-ii) que 

;-. 
Y,,r(q) ~ o. 

Por (HO-iii) tem-se j"1r não tem mínimo em O, Então vê-se que ;r11 não é r-dccidívcl. 
Logo, pelo Fato 1.2, existe uma reta l que passa pela origem na qual ;rr se anula. Isto 
mostra que ;r7f Lem um mínimo estritamente brando em O e portanto, não é k-dccidívd. 

Aüim, ir satisfaz (Hl-iii) e a prov-c1 está completa. ■ 

Agora será eatahelecido um lema técnico acerca de certas propriedades do reticulado 
de Newton de uma função que verifica (Hl). 

Fato 4.2: Sejam 7f satisfazendo (Hl) e P,._, a poligonal de Newton modiíicada de;t-Jir. 
Con$idere Qo;Q1; ... ;Q, os vértices de P,-1, ordenados por ordem crmcente de ab­

•cissas e cuja ordenada é menor ou igual a li:. 
Então todas as semi-retas do reticulado de Newton modificado de ;"-1;r incidentes a 

Q;, parai> 1 tem cocfidente angular par e são positivas. 
Dem.: Fac;;a Q; = (o;;P,), j > 1, portanto a;> 1. 

Chame de R,-a ao reticulado de Newton de ;•-1,r. 
Suponha por absurdo que alguma semi-reta l de n,._1 que passe por Q é negativa e 

1eja a •• z•11• o monômio que geral. 
Então u + v $ k - 1 e, tomando a poligonal de Newton modificada de j•+•1r, como 

/J; $ k, vem que ;•+•ir é k-dccidível, contrariando o fato der satisfazer (Hl). 
Para provar que as semi-retas de R1i-1 incidentes a Q; tem coeficiente angular par, 

vai se proceder outra vez por redução ao absurdo. 
Suponha que t seja incidente a Q, e tenha coeficiente angular ímpar. Jm foi estabde­

cido que t é positiva. 
Considere então L(z;11) = (z; - y) e a função S = 1r o L. Claramente S s11tisfaz (I-11), 

para os mesmo A: e , que 1r. 
Seja Rs o reticulado de Newton de ;"-1S. 
É claro que o aa semi-retas de R,-1 e Rs são as mesmas. Também é imediato que a 

llalli-reta t,; Lem mesmo sinal nesses dois reticulados se, e só se, seu coeficiente angular é 
par (awial eue codiciente é o expoente de 1/ no monômio gerador de l;;). 
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• Portanto Q; é um vértice da poligonal de Newton modificada de ;•-1 S e t é uma 

semi-reta incidente a Q;. Mà81 como l é uma semi-reta posith"ll de '1lt-l com coeficiente 

angular ímpar I a obscrvru;ão anterior acarreta que o sinal de t em 'Tls é negativa. 

Isto contrRria a parte já provada deste fato pois S satisfaz (Ht). ■ 

Proposição 4.2: Seja ,r E C2 e admita que V,r tem jato punctual de ordem k-1 em O. 
Então se ,r aatisfas (111) existe uma rotação R: R 2 - R2 tal que ,r o R E Va. 

Dem.1 Seja -y: (O;o-] - O uma curva de mínimos de j 1 ,r, Então j 11rl,. tem máximo estrito 
em O e -y é algébrica e é tangente em O+ a uma semi-retal, cuja origem é O. 

'Seja R: R 2 - R 2 a rotação que transforma l no semi~o positivo du abwcissaa. 
r 

Como Ré linear tem-se que ;r(,r o R) = (j1,r) o R = E (,r; o R). 
i•• 

Perceba também que, evidentemente, ,r o ll também satisfaz (Hl) para oe mesmoe 

valôres de s e k. 
Tome 'R. e Rt-1 011 reticulados de Newton de j',r e ;•-1,,., nessa ordem, e sejJUD 1' e 

'P1t-1 11.'I poligonais de Newton modificada., de j"(,r o R) e ; 1- 1(,r o R) respecth-amente. 

S~jem Qo;Q1; ..• ;Q, os vértices de 'P ordenados por ordem crescente de abscissu e 

cuju ordcnadM siio estritnmente menores do que k. Faça Q; = (a;;/1;), 
Como fJ, < k vem que Q; é um vértice de 'Pt-t• Além disso u semi-retas de 'R e 

'R.1-1 incidentf'S a Q; são a.., mesmas. 
Pelo Fat9 4.1 vê-se que todas as &enu-retas incidentes de 'R. incidentes a Q1 são 

p08itivas e tem coeficiente angular positivo. 
Mas 'Y = T- 1 º1' é urna curva de mínimos de i"(,roR) tangente ao aemi~xo positiYO 

dM abscissM. Como j 1(,r o R) é uma sela l:-decidível o Fato 2.6 moatra que existem um 

vértice Q = ( cr;/J) em 'P, com fJ :5 l:, e uma 11emi-reta l de 'R. incidente a Q que é negativa 

ou tem c<>f'ficicnte angular ímpar 
Isto e o que anteriormente havia sido estabelecido para Q;, O ~ j ~ p, mostra que 

existe pelo menos mais um vértice Q,+1 = (a,+1;/J,+1) em 'P com /J,+1 = Ã:. 

Sejam r1 ;r2; .•. ;r. as semi-retas de 7l incidentes a Q,+1 ordenadu por ordem Cffll­

cf!nle de coeficiente angular. 
Considere agora as semi-retas r; que estão '1lt-1 • Note que para i ~ 2 isto necessari­

amente tem de ocorrer. 
Afirmo que 

Ser; e8ttl em 7la-t então r; I. po8iti"a e ae• coeficiente angular I. par. (•) 

Se hÁ mais do que uma semi-rcL11 nessas condições então Q,+1 é vértice de 'Pt-1 e 

portanto, pelo Fato 4.1, todas as r; de 'R.a.:.1 são positivas e seus coeficiente. angularea Ão 

pnrea. 
Se, AO contrário apenas uma r; está em 'R.1-1 então está teR de llel' r2 e a, • 2. 

Portanto r2 é incidente a Q,-1 e outra vez conclui-se(•). 
Então vem que r1 e 'R. \ 'R.1-1, Portanto r1 é negativa e i gerada por um mooôaúo 

de grau k e, como 11,+i = k, segue-11e que o coeficiente angular de r1 t! O. 
Então pela Proposição 3.1 tem-ee que ,r o R e V,. ■ 

Pode-se então estabelecer o 
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Teorema 4.3: Seja íl = ft Ç R 2 tal que O€ íl e considere o sistema mecânico conscr­
vatfro de Hamiltoniana 'H = T + 1r, onde a energia cinética T: íl x R 2 --+ R é de classe 
C2 e A energia potencial 1r:íl-+ R tem classe C2 e 1r(O) = IIV1r(O)II = Of Admita que 
Vr tem jato punctual de ordem k- 1 em O e que 11' satisfaz (H0) ou (111), então existe 
u.ma trajetória assintótica para o ponto {O;O;O;O) no sistema considerado. 
Dem.: Segue-se diretamente das Proposições 4.0, 4.2 e do Teorema 3.4. ■ 

Este resultado tem algumas conseqüênciu interessantes. 
Corolário 4.4: Seja um sistema conservativo com bamiltoniana. 1t = T + r aude T é como 
no Teorema 4.3 e r: íl -+ R tem classe C2 e r(O) = UVr(O)II = O. Suponha que j2,r 'F O, 
jato A: de r em O modra que r não tem mínimo e V.r tem jato k - 1 em O. Então existe 
u.ma trajetória usintótica para {O;O;O;O). 
Dem.: Se k = 2 o resultado é um Teorema famoso de Liapunoff'. 

Admita então que A: > 2. 
Então ;2r não é uma forma quadrática definida positiva, pois caso contrário 11 teria 

mínimo em O e não poderia existir A: conforme o enunciado. 
Assim como j2r r, O vem que esse jato é wna forma q11adrática, semi-definida positiva 

de posto 1. 
Usando o splfüing-lcmma (veja (BO) pode-se portanto toma,r coordenada.a conve­

nientes e escrever r(z;11) = z 2 + /(y) onde j2 f = O. 
Como j•r mostra que ir não tem mínimo e j•ir(z;y) = z 2 + ;•J(y), tomando I o 

IDffiOC p tal que j' / # O, vê--5e que 2 < I 5 k e ir é uma sela k-deciclível. 
Assim j'r = z 2 + ay' mostra que ,r não tem mínimo e portanto a < O ou I é ímpar. 
Em ambos oe casos é óbvio que ir satisfaz (H0). ■ 

Agora vai ser exigida uma classe de diferenciahilidade maior para 11'". Isto por que v11.i 
ser usado o resultado de Moauro e Negrinc citado no Capítulo O. 
Corolário 4.~: Se T está como nas hipóteses anteriores e ,r: n -+ R é de classe e•. 
Suponha que o primeiro jato não nulo de 1r seja o de ordem a, que V1r tem jato a e j•+ 11r 

m0&tra que r não tem mínimo então (O;O;O;O) é um ponto de equihbrio instável segundo 
Liapunoff do sistema mecânico de ha.miltoniana 'H = T + 11'" para o qual existe uma trajetória 
assintótica. 
Dem.: Seja p o menor J: tal que j"• mostra que ir não tem mínimo. É óbvio que p = a ou 
p=a+l. 

Se p = a então como j•,r é homogêneo o resultado é conseqüência <l trabalho de 
Moauoro & Negrine. 

Caso p = s + 1 então j•,r é homogêneo, não identicamente nulo e j•r(q) ~ O. 
Escreva então r = r. + ir•+l +Reveja que ir satisfaz (HO), com k =a+ 1. ■ 

Corolário 4.6: Se T está como nas hipóteses anteriores e ir: O --+ R é de classe Cª e 
j 5r mostra quer não tem mínimo então existe uma trjetória assintótica para {O;O;O;O) no 
aiatema ?í. 
Dem.: Seja a a ordem do primeiro jato não nulo de r. É claro que 2 S a S 5. 

Se • = 2 o resultado aegue--= do Corolário •·•· 
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Cuo, = 3 ou , = 5 então j'r é homogêneo e mostra que • não tem mínimo, pois km 
grau fmpar. O resultado segue-se então do Teorema de Moauro &: Negrioe (veja (MNO)}. 

Resta a aituação em que , = 41 mas aqui o resultado aegue-ee do Corolário 4.5. ■ 
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