


Sumdrio

4

O:OProblcma...................--..-..l

1: Elementos de k—decidibilidade . . . . « ¢ ¢ & « 2 o s e 0 s 0 o o« 2
2t UmaFerramenta Auxiliar . « .« + ¢ ¢ o o ¢« s o s o o « ¢« s o o «11
3: Uma Classe de Jatos que Garante Instabilidade . . « ¢« « « « . « <17
43 AplicACOEB  « « ¢ « ¢ o o o s o« c o s s s s 0 e e s s v s s + 28
Referéncias .« o o o o o « o o o ¢ s s o o a s 0 s s 5 0 0 0+ ¢ 30
Capftulo 0
O Problema

Em 1992 foi provado por Palamodov (PO) que para um sistema Hamiltoniano con-
scrvativo de n graus de liberdade com energia cinética T e energia potencial ¥, analiticas,
vale a reciproca do Teorema de Dirichlet-Lagrange, isto €, se x tiver um ponto critico go €
este nao for um ponto de minimo da energia potencial entdo o ponto de equilibrio (g0;0)
das equacdes do movimento do sistema é instavel segundo Liapunoff.

Em 1990 Moaro e Negrine provaram um resultado que mostra que, sem hipdtese de
analiticidade, quando x é de classe C™ e x(q) = *m(g — qo) + R(q ~ o), onde xp &é um

e oD e 5 . . : R _ =
polinémio homogéneo de grau m > 2 que néo tem minimo em O e 'an':. h—_—s&-; = 0 entdo

outra vez o ponto de equilibrio (go;0) das equagdes do movimento do sistema ¢ instavel
segundo Liapunoff (veja (MNO)).

Em ambos os resultados acima a instabilidade decorre da existéncia de uma trajetéria
assintStica para (qo;0).

Assim no chamado problema da inversdo do Teorema de Dirichlet-Lagrange a situacso
em que x(g) = P(q — q0) + R(g — ), onde P é um polinémio néo homogéneo de grau
menor ou igual a m que garante que x nio tem minimo em ¢o ¢ lim '.—fsﬂ-; = 0, parece
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scr um dos passos seguintes a (tentar) ser atacado.

Este trabalho analisa este problema no contexto de dois graus de liberdade.

Procura-se primeiro expressar rigorosamente o scntido da expressao “que garante
que x néo tem minimo em qo” através do conceito de k-decidibilidade introduzido por
Barone-Netto em (BO0) (Capitulo 1) e depois obter resultados de instabilidade em certos
casos desta situagdo (Capitulos 3 e 4).

Uma ferramenta nova que é aqui introduzida no Capitulo 2 é o conceito de poligonal
de Newton modificada que parcce ter bastantes possibilidades de ser usada com sucesso
neste € em problemas de caracterizagio de pontos criticos de fungdes de duas vaidveis,
como se faz em (GO0).

Num certo sentido este trabalho é um resumo do esforgo de um grupo de professores
do Departamento de Matemitica Aplicada do IME no problema da inversio do Teorema
de Dirichlet-Lagrange. Neste aspecto seria injusto nio citar o papel de lideranca de o
Barone-Netto nesse grupo, bem como omitir a colsboracio dos colegas Sonia R.L. Garda
e Tomas N. Lay.



Capitulo 1
Elementos de k-Decicibilidade

§1.0 - Introdugao: Este capitulo compde-se, além desta introdugio, de mais dois para-
grafos.

No primeiro deles sio expostos as defini¢des e as propriedades bdsicas de k-decidi-
bilidade necessirias ao resto do trabalho. Procurou-se ser o mais econémico possivel, no
sentido de serem apresentadas apenas as propriedades que vierem a ser efetivamente usadas
neste texto. Para uma abordagem mais ampla deste assunto o leitor pode consultar (B0),
que alids é onde esta pela primeira vez definida a nocio de k-decidibilidade, e também
(GO), onde ¢ analisado com mais detalhe a questio de k-decidibilidade em R2.

No pardgrafo 1.2 sio enunciados sem demonstracio dois resultados acerca de curvas
algébricas planas bastante cldssicos. Este é o tinico ponto deste trabalho em que se langa
méio de resultados nao explicitamente provados, uma referéncia para as provas é (W0).

§1.1 - Nogdes Bésicas de k—Decicibilidade Seja 2 = & C R™ com O € R™.

Definigio 1.0: Uma fungio f:2 — R™ tem jato punctual de ordem k em O (k € N*) se

existe um polinémio P: R® — R de grau menor ou igual a k tal que lir% ":P 1l = .
F Ll

E claro que tal polinémio quando existe é tinico e, sempre que f tiver polinémio de

Taylor de ordem k na origem este serd também o jato punctual de ordem k de f em O.
O jato punctual de ordem k de f em O serd denotado por j*f e serd muitas vezes

chamado simplesmente jato & de f.

Relativamente a extremos, f pode ter na origem um dos seguintes comportamentos:

(A) f tem minimo local estrito em O.

(B) f tem maximo local estrito em O.

(C) f ndo tem miximo nem minimo local em O, neste caso diremos que O é um ponto de
sela de f.

(D) f tem minimo local estritamente fraco em O (i.e. existe € > 0 tal que f(z) > 0, para
todo z € B, ¢ existe uma seqiiéncia (z) de elementos nédo nulos tal que z; — O e
f(z) = 0).

(E) f tem mdximo local estritamente fraco em O (i.e. —f tem minimo local estritamente
fraco em O).

Se J nao for identicamente nula é imediato que apenas uma das situagSes apresentadas
pode ocorrer.
Dir-se-8 que f e g tem mesmo comportamento quanto a extremo em O se f ¢

g estiverem ambas no mesmo item dos apresentados acima.

O conceito seguinte introduzido por A. Barone-Netto em 1980 é a ferramenta bésica
pata os resultados obtidos.

Definigao 1.1: A fungio f é dita k—decidivel se

(i) f tiver jato k em O.
(ii) Paratoda g: 2 — R tal que j*f = j*g, tem-se que f e g tem mesmo comportamento
quaato a extremo em 0.



Observagio 1.0: Uma pequena variagio deste conceito que sera também utilizado é o de
j*f mostrar que f nio tem minimo em 0. Com isto quer-se dizer que f tem jato
punctual de ordem k em O e, para toda a fungio ¢:9@ — R tal que j*f = j*g tem-se

que g nio tem minimo (nem estritamente fraco) em O.

Um fato de facil comprovagio é que f é k—decidivel se, e 86 se, j* f for k—decidivel.
Exemplos: (i) Na reta o conceito de k-decidibilidade resume-se ac seguinte fato, se
/iR — R tem algum jato ndo nulo em 0 ¢ k ¢ a ordem do primeiro jato nio nulo
de f entdo f é k—decidivel.

(i) f(z;y) = 2 — y* é quatro decidivel. Basta estudar o comportamento de j4f (que
no caso é igual a f) nos eixos coordenados.

(iii) f(z:y) = (v — 2%)* + v* ndo é sete decidivel. Para comprovar esta afirmacio,
tome g(z;y) = f(z;y) — 2z® e estude g na pardbola y = z? para ver que f ¢ g n3o tem
mesmo comportamento quanto a extremo em O, jé que enquanto f tem minimo estrito
em O, g(z;z?) = —z%, o que mostra que g tem sela em 0. Pode-se mostrar que fé
8-decidivel, uma prova disto encontra-se em (GO).

(iv) f(ziy) = y? — 2z%y tem uma sela em O, é 4—decidivel mas nio é 3~decidivel.
Para ver isto observe que f(0;y) =y e f(z;2?) = —24, logo f tem sela em 0. Também
é evidente a partir desta observagdo que, se j*R = 0, entdo a fun¢io h = f + R restrita
o eixo dos y tem minimo estrito na origem enquanto h(z;z?) tem um maximo estrito em
£ = 0. Isto estabelece que f é 4-decidivel. Para ver que f nao é 3—-decidivel, basta notar
que j3(y — 2?)? = f e evidentemente g(z;y) = (v ~ z?)? ndo tem sela em O.

O primeiro resultado do texto necessita da definicao de cone fechado de vértice na
origem, que é dada a seguir.
Definicio 1.2: Um subconjunto A de R* é um cone de vértice O se para todo (z;)) €
A x Rt tem-se Az € A. Se A for um subconjunto fechado de R" o cone diz-se fechado e
se A\ {0} for um aberto ndo vazio de R" dir-se-d que A é um cone aberto.

Fato 1.0: Seja f: R® — R um polinémio homogéneo de grau p e seja K um cone fechado
de vértice na origem tal que f(z) > 0, para todo z € K\{O}. Entio, se R:Q — R é uma
fungio que possui jato de ordem p em O € jPR =0, existe € > 0 tal que (f + R)(z) > 0,
quando z € (K N B.)\ {0}
Dem.: Considere o compacto K = X N S).

Dessa compacidade e das hipoteses vem que min {f(z):z € Ky} =m>0.

Use agora que j?R = 0 para conseguir ¢ > 0 tal que |R(z)] £ Z|izl|*, para = € B,.

Cowo K é cone de vértice O vem que, para z € (KN B,) \ {0} podemos tomar
v=rg € K,. Usando entio a homogeneidade de f e a desigualdade acima para calcular

(f + R)(z), vem
R(z) R(z)
(f + Bz = f@) + R(=) = (f0) + el > (m + el

Lembrando que lfl;(n'-,)l < 3 resulta que (f + R)(z) > 0 estabelecendo a tese. L]
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Em termos de k-decidibilidade este resultado tem uma conseqiiéncia importante que
afirma que em regiGes onde o primeiro jato ndo nulo de uma fun¢io nio se anula, este de-
termina o sinal da prépria fungio. Isto fica precisamente enunciado pelo corolirio seguinte,
Coroldrio 1.0.0: Seja f: 2 — R uma fungdo que possui jato punctual de ordem s em
O e suponha que j*f seja homogéneo. Entio se K é um cone fechado de vértice O e
J°f(z) #£0, paratodo z € K\ {0}, existe € > 0 tal que f(z) tem o mesmo sinal de j*f(z)
qualquer que seja z € (K N B,)\ {0}.

Dem.: Isto é uma aplicagio imediata do Fato 1.0. u

Deste ponto em diante passa—se a trabalhar no caso n = 2.

Como se viu no Fato 1.0 e seu coroldrio o primeiro jato nio nulo de f tem grande
importincia para o estudo de k-decidibilidade. O fato seguinte, totalmente ébvio, descreve
o8 conjuntos que sio “zeros” de polinémios homogéncos de R2.

»
Fato 1.1: Se f:R? — R = }_ arz?~ty" é um polinémio homogéneo de grau p > 1 entio
0

=

2, = f~1({0}) é formado apenas por O ou € constituido por um nimero finito de retas
todas passando pela origem. ]
Dem.: Como p > 1 é claro que {0} C Z,eque f#£0.

Se f tem extremo estrito em O é claro que Z, = {0}.

Da homogeneidade de f vem que se f(q) = 0 tem-se f(A\g) =0, para todo ) € R.

Isto mostra que, quando Z, # {0}, este conjunto é uma reunido de retas passando
por O.

Para ver que hi apenas um nimero finito de retas que podem estar em 2 , veja que f

»
se anula na reta y = az se, e apenas se, a ¢ raiz de P(A) =) aedl.

=20
Como f # 0 tem—se que P nio é o polinémio nulo e portanto tem um nimero finito
de raizes reais. Scjam ay,...,0, essas rafzes.
E claro entdo que f nas retas Y = a;z e, eventualmente, na reta z = 0. n

O coroldrio 1.0.0 e o Fato 1.1 podem sugerir que se j*f nio se anula em nenhuma
reta que passe por O entio f é k-decidivel. O cxemplo (iii) apresentado antes, onde
J(z;9) = (y — 27)? + y* mostra que isto é falso, pois j*f tem minimo estrito em O e [ nio
€ nem 7-decidivel.

Uma propricdade deste tipo é entretanto verdadeira em R2 quando j*f é a soma de
polinémios homogéncos scmi-definidos, Uma vez que a mencionada propriedade serd 1itil
no futuro ela esta explicitada no Fato 1.2, antes porém serd necessdrio apresentar mais
uma definigdo que também sera valiosa posteriormente. ,
Definigdo 1.3: Sejam 2= & CR? com QO € Q e f:Q — R? uma fungio que tem jato
de ordem k em O.

Paral < r < k define-se a parte homogénea de ordem r do jato k de f como

fe=i"f-jmf
Perceba que f, ou ¢ identicamente nulo ou é um polinomio homogéneo de grau r.
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Agora a propricdade anunciada.
Fato 1.2: Suponha que Q1 é uma vizinhanca aberta de O e que f:Q@ — R tem Jato
punctual de ordem r em O e que o primeiro jato ndo nulo de f é o de ordem 8 < r.
Admita ainda que fj{g) 20,paras<j<req€ R2. Entio sio equivalentes:
(A) f é r—decidivel.
(B) j*fle tem minimo estrito para toda reta ¢ passando por O.

k
Dem.: E claro que, como j*f = ) f; enldo f(q) 2 0, para todo g.

J=2

Assim ¢ imediato que (A) implica (B).

Vai-se provar agora que (B) implica (A).

Admita portanto (B).

Veja que f, = j*f é um polinémio homogéneo de grau s > 1.

Faca Z = (j*f)~*({0}) e aplique o Fato 1.1 para ver que existem duas possibilidades,
ou Z = {0} ou Z é uma reundo de um nimero finito de retas passando por (A). Estes
casos seriio estudados separadamente.

e Se Z = {0} entiio vem que j*f tem extremo estrito em O.
r
Assim,comoj f =j*f+ 3, fief = j*f+R, com j*R = 0, fazendo duas aplicacbes
. j=e+1
do Coroldrio 1.0.0 conclui-se que vale (B) e que f é s~decidivel. E como s < r isto implica
que f é r—decidivel.

Logo, nesta situagao, (A) e (B) sempre ocorrem e portanto o resuitado segue-se.
ee Suponha agora que Z é uma reuniio finita de retas ¢,...,0,, todas passando
por O e (B) vale.

Fixe k € {1,...,p}. Como (j"f)le, = zr: (fi)les tem minimo estrito em O e f;(¢) Z 0,
j=e

para todo ¢ € £}, existe algum m € s, ...,k tal que Sl tem minimo estrito em O.

Seja m(k) o menor desses naturais.

Perceba que s + 1 < m(k) < r e que se ko = max {m(i):1 < i < p} entio segue-se de
(B) que j*f tem minimo estrito (até global) em O, para todo ko < k<r.

Para completar a prova deve-se tomar h: Q! — R tal que jh = 0 ¢ mostrar que
j*f + h tem minimo local estrito em 0.

Para isso primeiramente considere para cada j € {1,....p} tome um cone aberto C;
tal que:
(1) ¢ cCy;
dnc;net;={0),sei#jie
(I11) Se m(j) é o inteiro definido antes entdo fm(j)(g) > 0, para todo g € C;\ {0} (vejn
que, COMO fim(j) € um polindmio homogéneo de grau m(j), o Fato 1.1 garante poder-se
escolher Cj com esta propriedade).

FacaC=US, Cje K= (R*\C)u{0}.

Perccba que C ¢ K 8o cones de vértice na origem, sendo que o primeiro éabertoeo
scgundo fechado.

Além disso se (B) vale entiio para todo ¢ € '\ {0} tem-se j*f(q) > 0.

Como j*f é homogéneo o Fato 1.0 mostra que existe gg > 0 tal que

G"f + h)@) 2 Uaf + h)g) > O,

5



para todo ¢ € (K N B,,) \ {0).
Fixe agora j € {1,...,p} ¢ tome o cone fechado de vértice na origem K; = Cj.
Use (B), (I1I) e o Fato 1.0 e conclua que existe €j > 0 tal que, se g € (K;n B,,)\ {0}

entdo
G7f +h)(g) 2 (fm(j) + h)(g) > 0.
Tome £ = min {eq.,...,£,} e veja que se 0 < [|q]] < € tem-—se (i7f + h)q) > 0. |

§1.2 — Curva de minimos: Nesta secciio sio discutidos alguns aspectos naturalmente
ligados a k—decidibilidade e ¢ introduzida a nogio de curva de minimos de um polinémio.
Deflnigdo 1.4: Scjam € e X reais estritamente positivos e h: [0;c] — R, com h(0) = 0.
Diz-se que h tem ordem A em 0+ se l!%: {'—z(f} € R\ {0}). Se l‘zm{'-g} = 0 para todo
A € R entio dir-se-a que h tem ordem +00 em 0+.

Observagio 1.1: E evidente que se h tem ordem ) entio esta funcéo tem um extremo
local estrito em 0+ e tem minimo se, e 86 se lzlil",l f{f} >0.

Observagiio 1.2: Vejaqueseaordemde hem 04+-é X e 0 < a < A < w entio liﬁ’x {';("1,1 =0
z
elim ) = 4o
zjo 1*

Deflnigio 1.5: Sejam 2 = & C R? ¢ f:2 — R continua. Considere ¢ > 0 tal que
B, C 0 e defina as fungées f4 e f- como:

f4:(0] — R
r—s max {f(z): |}z|| = r}

f-:[0] — R
r—s min {f(z):[|z]| =r}

Esta defini¢io sugere o seguinte esquema para ver se uma funcio f:Q? — R que
tem jato punctual de ordem k em O é ou niio k-decidivel: Considerar as fungdes (5% f)4 e
Gt)- e ver qual a ordem destas em 0+, caso estas ordens sejam menorcs ou iguais a k
entio f é k-decidivcl.

De fato, esta é uma condigiio necessiria e suficicnte pera a k-decidibilidade (a bem
da verdade deve-se dizer que este é um dos resultados de Barone-Netto em (B0)), mns
ncste trabalho nio serd necessirio estabelecer senfo um caso particular deste resultado,
antes porém de estabelece-lo, vai—se discutir um pouco acerca de (j* f )+ € (F*f)- ou, mnis
geralmente, f} e f_ no caso em que f é polinémio.

Veja que quando f:RR? —s R ¢ um polinémio pode-se considerar o conjunto

V(f) = {q € R™: posto [v ;(q)]} M

(t) No seu trabalho supracitado Barone-Netto define V(f) como sendo este conjunto sem

a origem, tal coisa ndo faz a mais minima diferenga, espero que o inventor deste conjunto
me perdoe a pequena modificagio.




Fato 1.3: V(f) é um subconjunto algébrico a0 qual a origem pertence ¢ ndo é um ponto
isolado.
Dem.: Como V(f) = {(z;y) € R’:z%f(z;y) - y%{(z;y) = 0} é claro que este é um con-
junto algébrico e O € V(f).

A dtima afirmagio decorre do fato de

V(f)\ {0} = Ur>o {¢ € Sr:q ¢ ponto critico de fls,]
e da compacidade de S,. |

E neste ponto que serio usados dois resultados dos quais se omitem as demonstragoes
(os Fatos 1.4 e 1.8). O leitor pode consultar (WO0), ou seu texto favorito sobre curvas
algébricas (planas), para ver as provas.
Fato 1.4: Seja A um um subsconjunto algébrico do R? tal que O € A\ {O}. Entio uma
das seguintes possibilidades ocorre:

(i) A=R%

(i) Existe um ¢ > 0 tal que A\{0}NB, =T U...T, onde, para cadaj € {1,...r}, T

é a imagem de uma curva analitica 3;: (0;05) — Be.

Além disso, se i # j entio i NTj =0 e paral <j <, a curva y; admite uma
extensio analitica v; a [0;0;) definida por

_[73;(t) set>0
%) = {3() set=0 "

Uma parametrizagio das componentes conexas de 4 \ {0}, quando {0} # A # R?
extremamente cémoda é dada pelo resultado seguinte:
Fato 1.5: Scja P: R? — R um polinémioe A = P-'({0)) ¢ suponha que O € A\ {0}
e A#R%L
Entio as curvas ; da decomposigio de (A\ {0})N B, dadas no Fato 1.4 que sio tan-
+o0
gentes ao semi-eixo dos z positivos em 0+ podem ser paramelrizadas como y = Y apzer,
p=1

onde (a,) é uma seqiiéncia de racionais com oy > 1.
Dem.: Consulte, por exemplo, (WO0). |}
Observagio 1.3: Perceba que o caso em que v é 0 semi-eixo dos z positivos estd previsto
no Fato 1.5 fazendo a, = 0, para todo p € N*.
Observagio 1.4: A parametrizagao de v; dada pelo Fato 1.5 seré doravante chamada
parametrizacio candnica da curva algébrica ;.

Usando estes resultados vao se obter alguns resultados tteis.
Fato 1.6: Scja f: R? — R um polinémio.

Existem reais estritamente positivos €, A e uma curva analitica y-: [0;A] — B, tais
que 1-(0) = O e f(v-(1)) = f-(Ilv-(Ol)), para t € [0;d]-
Dem.: Considere o conjunto V(f).

Se V(f) = R? entio f ¢ constante nas circunferéncias de centro O e o resultado
seguc—se trivialmente, por exemplo, tomando ~-(t) =(t;0), t = 0.

Caso contrario, considere a decomposicio de V(f) \ {0} dada no Fato 1.4.
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Pode-se escolher o > 0 suficientemente pequeno para que as curvas analiticas v; se
definam em [0;0] e (v;(1)]4;(t)) # O, para 0 < ¢ < o (lembre que 7(t) # O set > 0e y; é
analitica).

Além disso, escrevendo v; em série de poténcias vem, para t 2 0, 7;(t) = E a’t"'!
’3
onde af € R?, parap > 1 eal £0.

Assim, considerando para j € {1,...,r},8; = [|vj(o)] a fungdo ¥;:[0;0] — [0;6;])
dada por $;(t) = [lv;(t)ll, tem-se ¥;(t) = [lad]lt™ (/T +k;(t)), com h; uma fungio
analitica que satisfaz h;(0) = 0. Dessa forma v; é um homeomorfismo analitico estrita-
mente crescente em [0; cr,]

Tem-se entdo que, diminuindo eventualmente o, ¥;(t) = (w(t))’"l onde w é uma
fungdo analitica com deridada diferente de zero no intervalo fechado nio degenerado [0;0],
o que implica ser w=! analitica. ]

Dessa forma vé-se que (¢;)~! = (w™'o (d»,) 1) Portanto, como w~! e ¢; sdo
analiticas resulta que (1;)~! pode—se escrever como um série de poténcias de expoentes

racionais, convergente, (¥;)7!(t) = E byt™, onde (r,) é uma seqiiéncia de racionais es-

’:‘
tritamente crescente (veja que eventualmente, ry < 1).

Como f ¢ polinémio e v; é analitica, resulta que f‘; = fovy;o(;)~! pode ser expressa
= 400

como uma série convergente fi(s) = ). ans™, onde (¢a) € uma seqiiéncia de racionais
n=]

estritamente crescente.

Desse modo vé-se que existem § > 0 e m € {1,...,r} tais que, todas as f,' se definem
em [0;6] & f(s) < fi(s) paras € [0:8] e j € {1,....r).
Faca 7 = Ym, A =(¥m)"1(8) ¢ £ = § para obter de pronto a tese. ]

Coroldrio 1.6.0: Se estio verificadas as hipdteses do Fato 1.6, entio a ordem de f. em
0+ € p se, e 50 se, :liT+ { 9 e R\ {0}).

Nl

. : ¥=-()) _ 13 - (q)
Dem.: Basta ver que, pelo Fato 1.6, para todo A > 0, 'l_l.r& o = lim i—q—{r}-. ]

'—.O
Definigdo 1.6: Seja f: R? — R um polinémio. Cada uma das curvas v_ determinadas
no Fato 1.6 ¢ chamada curva de minimos de f em O, ou simplesmente, curva de
minimos de f.

Agora vai-ge trabalhar, pela primeira vez, com o conceito de j* f mostrar que f nio
tem minimo em O (veja a observagio 1.0 apds a definigio de k—decidibilidade).
Fato 1.7: Seja f: 2 — R uma fungio que possui jato punctual de ordem k em O entsio
830 equivalentes:
(A) j*f mostra que f nio tem minimo em O.

(B) Se _:[0;0] — © & uma curva de minimos de j*f entéo lim 3 € RTU(-oo).



(C) A ordem de (j*f)- em 0+ é menor ou igual a k e esta funcio tem mdximo estrito em
0+.
Dem.: Pelo Coroléro 1.6.0 é claro que (B) e (C) sdo equivalentes.

Tambdém é ébvio que se (C) vale e h: @ — R tem jato de ordem k em O nulo eatio,
pelo Coroldrio 1.6.0, (j*f + h) 0 7~ tem maéximo estrito em 0+ (de ordem igual & de
(j*f) 0 7=). Isto mostra que (B) ou (C) implicam (A).

Resta provar que (A) implica (B).

Admita entdo que (A) ocorre.

Tome & > 0 tal que - corta todas as circunferéncias de centro O e raio menor do que
§ exatamente uma vez.

De (A) vem que j*f 0y_ tem méximo estrito em O, pois j*f nio tem minimo em 0.

Além disso, como j* f € 4- sio analiticas entdo (j* f) o y.— é analitica e, como se viu,
tem maximo estrito em 0+. Portanto podem-se concluir duas coisas:

(1) (j*f) 07- tem ordem p € N*.

1]
(11) 'Eg1+ ﬁé{—;ﬁp ou é um numero real p < 0, ou é —oo.
Para encerrar a prova deve-se mostrar que nao pode acontecer em (II) o caso p = 0.

T=tll =,

Suponha entdo, por redugio ao absurdo, que p = ‘l_i.r& '.,’_ -

+o0 .
Escrevendo 7-(t) = Y. apt™, onde a, € R? e @y # O vem ||ly-(t)]| = [las[lt™ o(t)
p=1

onde ¢ é uma fungdo analitica com ¢(0) = 1.
Assim a ordem de ||y-(¢)[|* em 0+ é km;.
Da hipétese de absurdo vem que km; < p, Portanto pode-se escolher kmy < o < p.

: H " [(7=-(9))
Veja que k < o e de (I) resulta ‘1_1'x31+ ll-{-_(n“-p =0.
Portanto, eventualmente diminuindo um pouco §, pode-se supor que:

() -3 < L= <o,

Considere g(q) = 7*f(g) + llall°.
claro que j¥g = j*f.

Por (A) tem-se que g nio tem minimo, nem estritamente fraco, 0. Portaato
existe uma seqiiéncia g. € R?\ {0} convergente para O tal que g(ga) < 0. Sem perda de
generalidade suponha que |lga|| < min {5,1}.

Portanto j* f(gn) < 0 € [i*f(ga )] > llga|l®, de onde se conclui que:

(1v) L) < 1.

Tome agora ya = 7—(ta) tal que ||[yall = llgal} (como |lga|| < & sempre hi exatamente
um ponto nessas condigdes) e use (III) e (IV) para ya € ga respectivamente concluindo que
i*flaa) < 3*f(yn)-

Mas esta desigualdade contraria o fato de 7 ser uma curva de minimos de j*f, o que
mostra que p ndo pode ser zero.

Usando os resultados precedentes conclui-se também que:
Fato 1.8: Seja f: R? — R um polinémio que ndo tem minimo em O e suponha que - é
uma curva de minimos de f tangente ao semi-eixo dos z positives em 0+. Eatio a ordem
de f 07— é igual & ordem de f_.






Capitulo 2
Uma Ferramenta Auxiliar

§2.0 - Introdugio: Este capitulo introduz os conceitos de reticulado de Newton e poligonal
de Newton inodificada de um polinémio de duas varidveis. Apesar de lembrar o classico
poligono de Newton estes instrumentos sdo, tanto quanto o autor saiba, novos.

§2.1 - Definigdes: Seja f: R? — R um polinmio de grau k tal que o primeiro jato nio
nulo de f tem grau p < k.

Escreva f(z;y) = ¥ ai;z'y’, com a convencio usual de a;; # 0, para todo (i;5)el.

(el

Para (i;j) € I chame de ¢;; & semi-reta do plano (o;8) definida por § =i+aj, a 2 1.

E claro que, com essa construgio, elementos diferentes de I daréo origem & diferentes
gsemi-retas. Dessa forma é natural chamar a;;z°y’ de monémio gerador de &;j.

Estn mesma observagiio mostra que a definigdo abaixo néo é ambigua.
Definigio 2.0: Para (i;5) € I definir-se-d o sinal de £;; como sendo o sinal de ai;. o
simbolo sg(¢;;) indicard o sinal dessa scmi-reta.

Com isto pode-se passar as definigdes centrais deste capitulo.
Defini¢io 2.1: Define-se Reticulado de Newton de f como sendo o conjunto de pares
ordenados R = {(ij; sg (€i;)):(8;5) € I'}.

Destaque—se o fato de que quando se disser que os reticulados de Newton de dois
polinémios f ¢ g sdo iguais isso significard que as semi-retas ¢;; de ambos sio as mesmas e
também que o sinal de cada uma dessas semi-retas é igual. Para uso futuro esta observagio
gerd formalizada através do fato seguinte.

Fato 2.0: Sejam f(ziy) = ¥ aijz’y’ eg(ziy) = ¥ buvz®y” polindmios. Entéo o
(i:j)el (wiv)€J

reticulado de Newton de f é igual ao reticulado de Newton de g se, e apenas se, I=1Je

para todo (i;§) € I, os sinais de a;; e b;; sdo iguais.

Dem.: Decorre diretamente da definigao. [ ]

Considere agora a poligonal P formada pelos pontos das semi-retas de R que estao
mais proximos do eixo a. Veja que P é constituida pelos (a;8) do plano que satisfazem as
duas condigoes abaixo:

(i) Existe (i;7) € I tal que (a;8) € &ij5 €
(i) Se existem (u;v) € I e §' € R tais que (a;8') € tuy entdo B < A,

Veja que P é formada por um nimero finito de segmentos de reta e por uma semi-reta

Os vértices Q = (a;f) de P serio ordenados pela ordem crescente de suas abscissas e serio

denotados por Qo, Q1 ... y Qr. Chame r, & semi-reta de P.
Cada segmento QnQny1deP, 0<n < r—1, pertence a uma, € apenas uma, semi-reta
l.’,‘ de R.

Assim pode-se definir sem ambigiiidade o sinal do segmento Q4Qn.41 como sendo
o sinal da semi-reta de R A qual ele pertence. De forma andloga serd definido o sinal da
semi-reta de P.
Definicdo 2.2: A poligonal de Newton modificada de f serd a poligonal P onde os
segmentos QuQu41, 0 <1 <1, € 8 scmi-retar, sdo considerados comn seu sinal.
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Resulta claro desta definigao que se f e g tem mesmo reticulado de Newton entdo
também tem a mesma poligonal de Newton modificada.
Observagdo: Seja j?f o primeiro jato nio nulo de f. Se j?f(z;0) # 0 entdo a poligonal
de Newton modificada de f é formada por um inico vértice, @y = (1;p) e pela semi-reta
B8 = p, a 2 1, que tem o sinal do coeficiente de seu monémio gerador ap0zP. A tnica
informagao que P da nesse caso é que se 7 é uma curva definida em [0;0] que seja adcrente
80 semi-eixo dos z positivos em 0+ entdo f o4 tem extremo estrito em 0+ e tem maximo
8¢, € 86 se, ayy < 0. No futuro ndo se estars interessado nessa situagio trivial, por isso
serd sempre admitido que j?f(z;0) = 0.

§2.2 - Resultados: Os resultados apresentados neste capitulo sio os estritamente neccssi-
rios ao estabelecimento das propriedades de instabilidade do resto do trabalho. Um estudo
mais completo e detalhado deste assunto pode ser encontrado em (G0). -

A pimeira propriedade enunciada é de tipo puramente combinatdrio.

Fato 2.1: Sejam Q = (a;f),a > 1, um vértice da poligonal de Newton modificada de
f= Y aijz'yiel, = {(uw) € I'u 4+ av = 8} (e, I, é o conjunto dos pares (u;v) tais
(y)el
que ¢., passa por Q) entio:
(A) Para cada j € N existe no miximo um elemento (u;v) € I, tal quev = j.
(B) Se (i1:71) € (i2:j2) estdo em I, e jy < ja entdo iy + ji > iz + ja.
Dem.: E imcdiata. O que vai ser feito é mais com o intuito de dar uma interpretagio
geométrica do significado de (A) e (B) do que apresentar uma demonstragio disto (pelo
menos para o item (B) hi-as mais curtas).
Veja que a semi-reta £;; de R tem origem em (1;i + j) € seu coeficiente angulnr é j.
Logo, como a > 1, @ nio é origem de nenhuma das semi-rctas de R. Isto mostra (A)
uma vez que se duas scmi-retas distintas de R que passem por Q tem origens distintas ¢
nao podem portanto ser paralelas.
Por outro lado, se Q € ;, j,) N¢(,j,) € J1 < j2, isso implica que o coeficiente angular
de {;,,,) ¢ menor do que o coeficiente angular de £;,;,). Portanto, comoa > 1 a origemn
(1;8; + J1) de £, ,) tem de estar acima da origem (1;¢2 + j2) de iy ja)- ]

O estudo subseqiiente visa determinar o comportamento de f relativamente a extremo
em curvas do tipo y = Az onde Q = (a;8) é um vértice de P de abscissa maior do que 1.
Para isso serdo necessdrios dois novos conceitos introduzidos na definigio seguinte.
Definigio 2.3: Seja Q = (a;8), a > 1 um vértice da poligonal Newton modificada de

f= Y aijz'y) coma > 1 e considere I, = {(ujv) € I: Q € ¢.,}. Chama-se polinémio

(el
de f incidente a Q, a My(ziy) = 3 a;jz'yi.
whér,
- O polinémio de uma varidvel real A, P,(A) = ¥ a;; N = M,(1;)) serd chamado

(ST
polinémio associado a f em Q.
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Note que se Pg(0) # 0 entiio cxiste um i € N” tal que (1;0) € Iq. Portanto, neste
enso, Q = (a;i) é vértice da semi-retade P a qual ¢ gerada pelo monémio ajoz* € é paralela
a0 eixo das abscissas.

No que se segue serd estabelecida a relagio entre estes conceitos e k-decidibilidade.

Para aliviar notagdes fixar-se-ao um aberto 2 C R2, uma fungio m: 2 — R que
possui jato punctual de ordem k em O e cujo primeiro jato ndo nulo tem ordem 3 < k.
Conforme a observagio do final do pardgrafo 2.1 supor-se-d que j *x(z;0) = 0 (note porém
que nada impede que j*x(z;0) # 0).

Nessas condigdes o jato k de = serd representado por j*x(ziy) = 3 ajz'y eRe

Gij)el

P representariio respectivamente o reticulado e a poligonal de Newton modificada de jtx.
Fato 2.2: Sejam Q = (o;f8) um vértice de P, com a > 1, B < k e tome P, o polinémio
associado a j*x em Q.

Suponha que P,(a) # 0 e considere a curva definida para z 2 0 por 9(z) = (z;az® +

+ 00
Y a,z"@), com (pg) uma seqiiéucia de racionais estritamente crescente tal que p; > a.
=1

Entio existe € > 0 tal que, se 0 < z < &, o sinal de x(7(z)) a0 sinal de Py(a) que
tamlém é o sinal do polinémio de j*x incidente a Q.
Dem.: Escreva x = jtx + R. E claro que j*R =0.

Considere I, = {(u;v) € I:Q € tw,}, Mg o polindmio incidente de j*r em Q e
glzn)= L aiziyl =jin—M,.

Mg
Um célculo imediato estabelece que Mg (z;a2®) = Py (a)z?, logo tem-se

x(z;a2) = P, (a)z? + g(z;az”) + R(z;az”),

e lim #2:827) = ¢,
z]0 o

ko . R(z;ar® = 0.
Use agora que § < ke j*R =0 para estabelecer que 1,'?3 ur:r"u 0

az® P, »
Basta entdo ver que liilg ﬂ-"—;,il = liirg —"i,;)‘— = P,(a) para estabelecer a tese. B
z z

Portanto vé-se que neste tipo de curva x 0y tem extremo estrito em 0+ e, ademais,
este extremo € um miximo se, e apenas se, P (a) < 0. Este fato tera grande importincia
no futuro.

Fato 2.3: Scja Q = (a;5) um vértice da poligonal de Newton de jkx,coma>1lef <k

Se A; < Az sdo duas raizes de multiplicidade impar do polinémio Pg associado a j*x
em Q ePo(A)<0em]A1;Ag[cnt50existea¢ > 0 tal que, para todose >0e0 <o <oy,
o conjunto

A={(z)eR0<z <0 (M —£)z® <y < (A3 +¢€)2%}
contém propriamente uma componente conexa U de (xls,)7(] = 00;0[) que satisfas U\
{0} c A.
Dem.t Tome oo > 0 tal que B, C Q e veja que:
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(i) Como A; e A sio raizes de multiplicidade impar de P, e este polindmio ¢ estritamente
negativo entre ambas existe 0 < ¢; < ¢ tal que Py(M1—)>0e Py(M2 +£1) > 0.

(ii) Tomando A; < A, < A vem da hipStese que P,()\.) <.

(iii) Usando (i), (ii) € o Fato 2.2 conclua a existéncia de 0 < o < oy tal que,paral < z < o,
tem-se 7(z;(A; — €1)z7) > 0, n(zi(X2 + £1)2%) > 0 e x(z;1,.2%) < 0.

(iv) Faca agora A = {(z;y) € ©:0< 2 < 0, (M ~€)z® <y < (Vg + €)z°} e perccba que a
componente conexa de (x|, )~!(]~00;0[) que contém a curvaa curvay = A,z%, 0 < z < o,
€ um subconjunto de B = {(z;y) € :0<z <0, (A —€1)2® <y < (Mg + €1)2?}. Como
B\ {0} ¢ A scgue-se a tese. ]

Fato 2.4: Seja Q@ = (a;f) um vértice da poligonal de Newton de j*r, coma > 1 e B <k

Se Po(X) <0, para A € [a;b], existem o) > 0 e £ > 0 tais que x(z;y) < 0 para
(zw) € {(zip) €N:0 <z < 04, (a—e€)2® <y < (b+e)z7).
Dem.: E claro que existe ¢ > 0 tal que Py(A) < 0 em |a — ;b + ¢]. Portanto fazendo
m = max {P,(A): ) € [a - £;b + €]} tem-se m < 0 e além disso:
(i) Se Afy é polindmio incidente de j*x em Q vem que, para A € l[a—edb+elez >0,
tem-se M, (2;02%) = P (A)z? < mz®,

Escreva agora g = jtx — M, e 7 = j*x + R e observe que:

el o AT e o ;Az" 5
(ii) Por ¢ ser um polinémio e l;lgx l(—,;r,—l = 0 segue-se g(z;1z%) = £Th(z;)\) com v > f e
h uma funcio continua.
(iii) Assim, decorre de (i) que existe o; > 0 tal que para0 < z < o2 e A € [a — ;b + ¢]
tem-se |g(x; z2)] < @z’.
(iv) Escolhendo o3 > 0 para que (1 + A2z2*=2)% < 2, quando |z| < 03, e usando que
J*R=0e A <k vem que, para A € [a—eb+e]elz| <oy,
|R(z;0z°)| £ L"—'lll(::;,\z")"" = 1';—'1|z|"(‘/1 + \2[z[2a-2)k < l%llzlﬁ.

Assim, fazendo ¢; = min {0;;03} € lembrando que m < 0, segue-se de (i), (iii) e (iv)

que, para (z;)) €]0;04(x[a — £;5 + €],
*(zi:Az) = My (z;27) + g(2;02%) + R(z;0z") < (m + l%l + %l)z" < 0.
Evidentemente isto encerra a demonstragso. [ |

O resultado scguinte tem cariter apenas técnico e serd usado na prova do Fato 2.6.
+ oo
Fato 2.5: Suponha que 7 tem jato punctual de ordem k em O. Seja y(z) = (z; Y apz*r),
p=1

z € [0;0], uma curva de minimos de j*x, tal que (v,) é uma seqiiéncia crescente de racionais
comvy>lea; #0.

Entao o ponto Q, de P cuja abscissa € vy é vértice de P.
Dem.: Da equagio de -y vem que esta curva é tangente em 0+ ao semi—eixo dos = positivos.

Lembre que j*r = Y a2’y e escreva Q, = (n;13).

(i )el

Como @, ¢ o tinico ponto de P de abscissa v; tem-se da definigio de poligonal de
Newton que, para todo (u;v) € I, vale u + v,v > 1y, :

A prova da proposigiio serd feita por reducio ao absurdo supondo que Q, néo é um
vértice de P.
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Entao existiria um tnico (u;v) € I tal que Qy € &,

Um cilculo dircto mostra que, nestas condigoes, (j*x) 0y # 0 tem extremo estrito em
0+ esunaordemé p=u+ v =14.

Como est4 se supondo que Q, néo é vértice de P pode-se escolher 7 > 0 suficiente-
mente pequeno para que (v; + Aju + (v + A)v) também seja um ponto de P que nio é
vértice, para todo —7 < A < 7.

400
Considere A € [-7;7] e a curva 7,(z) = (z; 3 a12"%*), 0< z <o
J=1

Veja que (j*7)o7, também tem extremo estrito em 0+ e sua ordem af é u + (v + A)v.
Além disso, (j*x) 07, e (j*x) o v tem o mesmo tipo de extremo em 0+.

Suponha agora que (j*x) 0 ¥ tem miximo em 0+ e tome -7 < A < 0.

Entio, (j*r) 04, tem maximo em 0+ de ordem u + v(v + A) < p. Isto contraria o
fato de v ser curva de minimos de j*x e mostra que Q, é vértice de P, neste caso.

Se (j*r) oy tem minimo em 0+ tomando 0 < A < r obtem-se o mesmo tipo de
contradi¢io. u

Juntamente com o Fato 2.3 o resultado seguinte é o mais delicado deste capitulo.
Fato 2.6: Suponha que r tem jato punctual de ordem k em O e j*x mostra que * nao tem
minimo. Seja v:[0;0] — R? uma curva de minimos de j*x aderente em 0+ ao semi-eixo
z > 0 e tome u's ordem de (j*x) o ¥ em 0+. Entio:

(A)u<k;

(B) Existe um vértice Q = (a;8) da poliginal de Newton modificada de j*x com B =p e
existe uma semi-reta do reticulado de Newton de jx que passa por Q e ou é negativa ou
tem cocficiente angular impar.

Dem.: A parte (A) é conseqiiéncia direta de j*x mostrar que x nio tem minimo em O,
conforme mostra o Fato 1.8.

Para a prova de (B), considere R e P o reticulado e a poligonal de Newton modificada
de j*x, respectivamente.

Como v é uma curva igébrica aderente no semi—eixo dos z positivos em 0+ pode-

e d
sc supor que v(z) = (::;+E a;z*), onde (v;) é uma seqiiéncia de racionais estritamente
i=1

J=
crescente com 1y > 1.

Vio ser analisados scparadamente os casos em que todos o8 a; sio nulos ou ndo (ie,
quando 7 é o semi-eixo dos z positivos ou nao).
¢ Caso a; = 0 para todo j tem-se j*x(2;0) = a;z” + w(z), com ar <0, r < ke j'w=0.
Portanto 8 = r, a > 1 é uma semi-reta negativa de R que contém a semi-reta de P cuja
origem é o vértice Q. Assim o resultado segue, nesta situagio, considerando Q = Q'.

e Quando pelo menos um dos a; ¢ diferente de zero nio hi perda de generalidade em
supor a; # 0.

Tome entio Q, o ponto de P que tem abscissa 1. Pelo Fato 2.5, Q, é um vértice de
P.

Para encerrar a prova proceda por absurdo e veja que se Q, nio satisfizer (B) entdo
todas as semi-retas de R que passam por este vértice sio positivas e tem coeficiente angular
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par.
Entdo, tomando P o polinémio associado a j¥x em Q,, vem P()) > 0, para todo
AF#0.
Portanto P(a;) > 0 e, do Fato 2.2, seguir-se-ia que (j*r) o ¥ tem minimo estrito em
0+ o que contraria a maneira como foi escolhida 7.
Assim, faca @ = Q, e obtenha a tese. [ |
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Capitulo 3
Uma Classe de Jatos que Garante Instabilidade

§3.0 - Preliminares: Com os resultados apresentados no capitulo anterior caracterizar-
sc-& uma classe de jatos que assegura a instabiliade a.lmejada

Antes de definir a classe suprn—menc:onada serd 1til estabelecer dois resultados de
calculo ligados a k—decidibilidade que serio extremamente utexs pasa atabelecer relagdes
entre 7 e sua “derivada radial”, definida como D,x(z;y) = z2= =+ yZ= rr Estes resultados
scrido provados para o contexto de n varidveis.

Nestes resultados serd mencionada expressio Vx tem jato punctual de ordem k — 1
em O, isto significard que todas as derivadas parciais de primeira ordem de x tem jato
punctual de ordem k — 1 em O. '

Lema de Célculo: SejalU = U € R™ uma vizinhanga de O e tome x:U — R de classe
C! tal que Vx tem jato punctua.l de ordem k — 1 em O. Entio x tem jato punctual de
ordem k em O e j¥-1Vx = Vjtx,

Dem.: Defina o seguinte polinémio em U,

1
O s

Afirmo que P = (j*x)lv.
De fato, éclmquePtcmgaumenoroulguulake, se g€ U\ {0},

lr(q)-P(q)I=| [ (Valte) - *-"Vx(ta)la) dtl
lali* ligll*

/ (-1 IV(te) i 4,1 C ) )
lItqli*-?

0
. . . fta: i . x(q)—P
Da definigao de jato k — 1 segue-se desta iiltima expressio que 'anb u‘ﬁl"m =0
com o que termina-—se a provade P = jix
Tome R=x - P, escrevaq—}_':q,c,edeﬁna,pual<1<n,ufungoeaG;eR,

por:
k=1 a’ ar

8g; aq,
Para terminar a prova basta mostrar que G; = ‘9":
Veja que jlg — gjej + tejll < ligll, para t € [0;g;]. Portanto, como j*~1R; = 0, tem-se

i* / Ri(g—gjej +te;)dt =0. (+)
[ ]
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Assim,
L/}
or
x(q) = x(q — gje;) + / 5‘;;;(1 — gjej +te;)dt =
1]

/]
= (P + R)(g - gje;) + / (Gj + R;)g — gjej +tej)dt.
[

Use agora (+) e calcule o jato k de ambos 0s membros da iiltima expressio, obtendo
assim a tese. ]
Como conseqiiéncia deste resultado tem-se o ‘
Fato 3.0: Seja x de classe C! tal que Vx tem jato punctual de ordem k — 1 em O.

Entio, a fungio D,x(q) = D,x(q1;...;qa) = )'_‘“, q,-g—é- tem jato punctual de ordem k
3=1

em Qe 4
7*Dex(9) = Do(i*n)(@) = 3. 0 %52(a).
J=

Dem.: Pelo Lema de Calculo, x tem jato punctual de ordem k em O e Vjkx = FE-10x,
Use essa igualdade, o fato de D,x(q) = (Vr(g)lg) e a desigualdade de Cauchy-
.'

Schwartz para obter liné L?ﬂj):“('_}{_(ﬂlﬂl =0. |
o

§3.1 - Uma Classe de Energias que Garante Instabilidade: Passa-se agora A
definigio da classe V; que constituird o conjunto das energias potenciais abarcadas pelo
resultado de instabibilidade.

Sera novamente admitido que 2 = € C R? é uma vizinhanca de O = (0;0).
Definicdo 3.0: Uma fungio n:2 — R tal que x(0) = 0 estara na classe Vj, para mn
natural k > 2 se:

(i) = for de classe C? e Vx tiver jato punctual em O de ordem k — 1 (portanto pelo Lema

de Cilculo anterior, x tem jato k);

(ii) A poligonal de Newton modificada de j*x tem sua semi-reta com origem no ponto

Q = (ajk), com a > 1, e se P()) = i: ajM, a, # 0 é o polinémio associado a itx

A

em Q, entio ’

(ii-A) ag < 0.

(ii-B) P é uma funcio par.

(ii-C) Existe m € {1,...,9} tal quea; <Osej<mea;>0,sej>m.
Observagio 0: Veja que comoa > 1,0 graude P é g > 0 e tem-sc por (ii-C) que a, > 0.
Observagao 1: Veja também que pode—se caracterizar V; apenas usando o reticulado de
Newton de j*r (sem fazer mengéio ao polindmio associado a esse jato em Q) através dn
seguinte proposigio,

Proposigdo 3.1: Seja x: Q2 — R, x(0) = 0, de classe C?, com Vr tendo jato punctual
de ordem k — 1 em O. Tome P a poligonal de Newton modificada de j*x e suponha que
Q = (ask), com a > 1, é a origem da semi-reta r de P. Entdo x € Vi se, e somente se,
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(ii*-a) A scmi-reta r é paralcla ao eixo das abscissas;
(ii*-b) Se r1,r2,...,rp (p 2 2) sdo as scmi-retas do reticulado de Newtom modificado
de j*r que passam por Q e ¢; ¢ o coeficiente angular de r;j (lembre que ¢; é natural)
entio {; ¢ par, para 1 < j < p, e supondo que essas semi-retas estio ordenadas por
ordem decrescente de coeficiente angular entio existe um m € {1,...,p ~ 1} tal que,
r; & positiva se, e somente se j < m (isto é, se o coeficiente angular de r; é maior do
queodery).
Observaciio 2: Veja que, como a semi-reta de P é paralela ao eixp das abscissas entio,
conforme (ii*-b), rp = r, €, =0 € r é negativa,
Dem.: Tome M o polinémio de j*7 incidente a Q. Como P(A) = M(1;)) tem-se & tese.l
Observagao 3: Pode parecer estranho colocar na definigdo de V; a exigéncia de Vr ter
jato k—1 e concluir que entio  tem jato k. Talvez o caminho invrso pareca mais “natural”
impor que x tenha jato k em O e concluir que Vx tem jato de ordem k — 1, ainda mais
sendo x de classe C2. O exemplo seguinte mostra por que este nio foi o caminho escolhido.
Considere
ote) = {6 ez £

,eez =0,

perceba que ¢ é de classe C?, tem jato punctual de ordem 4 em 0 enquanto que ¢’ nio
possui jato punctual de ordem 3 em 0.

O objetivo precipuo deste capitulo é mostrar que se = estd em V; estio tem-se a
instabilidade do ponto de equilifbrio (0;0;0;0) do sistema conservativo de Hamiltoniana
M = T 4 =. Para obter este resultado {Teorema 3.4) serd necessdirio estabelecer alguns
resultados preliminares de indole técnica.

Fato 3.2: Sejam = € Vi, P a poligonal de Newton modificada de j*x, Q a origem da
scmi-reta de P e P o polinémio associado a jtx em Q.
Entao existe Ag > 0 tal que:
(i) As tnicas raizes reais de P sio + g e ambas sio simples.
(i) P()) < 0 se, e somente se, —Ag < A < Aq.

g .
Dem.; Seja P(A) = 3 a;i\'. Como x € Vi tem-se que dp < 0, a, > 0 e P é par, logo se

a; ¢é difcrente de zcrc;, :" é par. Portanto, para provar todo o Fato 3.2 basta provar que P
tem uma tinica raiz estritamente positiva, que é simples.

Dado que apa, < 0 é imediato que existe pelo menos uma raiz de P estritamente
positiva.

A prova da unicidade dessa raiz e de que ela é simples serd feita simultaneamente,
demonstrando que:

Em toda a raiz A, > 0 de P tem-se P'(A,) >0,
pois cvidentemente isso acarreta a tese.

Seja entdo A, uma raiz estritamente positiva de P e tome o natural m 2> 1 dado na
defini¢io de V que garante que ¢; S O0sei<meaqa; 20,8ei 2 m.

Entio P'(\) = -i:] fa; A1 2': ta;)’~1. Repare que a primeira dessss somatdrias

=] i=m

19



pode deixar de existir, o que ocorre quando m = 1, mas a segunda somatéria sempre esta
presente, ja que a, > 0.
Usando entdo quem 2 1, a9 <0, a; €0, parai < me a; > 0 se i 2 m vem que

m ' - - -1
P'(r) > N +P'(A) = —ao + ; ia A=t 4 '-Z;m.k' >
m=1
ﬂ i-1 -1
4\ ap + E ma; A" + Z':uma.,\
m=1
= 2t By, iy="1
= A'%+A‘(§a.l .’Z;a.»\) P()«.) 0.
Chane )y a unica raiz positiva de P para obter a tese. n

Fato 3.3: Sejam x € Vi, P a poligonal de Newton modificada de j*x, Q a origem da
semi-reta de P e P o polinémio associado a j*x em Q. Considere ainda g a unica raiz
estritamente positiva de P.
Entio, a fungio D,x(ziy) = 2 3%(z;y) + y§5(z;y) satisfaz:
(i) A poligonal de Newton modificada de j*D.x é P.
(i) j*D,n € Vi.
(iii) Se P, é o polinémio associado a j*D,x em Q entio as iinicas raizes reais de P, sio
+),, ambas simples, com A\; > Ay e, além disso, P;{\) < 0 se, e 56 se, ~X; < A < Ay.
Dem.: Preliminarmente observe que (ii) é decorréncia imediata de (i), em virtude da
defini¢do e da Proposigio 3.1.
Para provar (i) veja que, do Fato 3.0 segue-se, usando a férmula de Euler para fungdes

homogéneas que
k

i*Dex(ziy) =) jmj, (»)

=1

lembrando que x; é a parte homogénea de grau j de j*r.

Desse modo, vé-se, através do Fato 2.0 que a poligonal de Newton de j*x e D,j*x
tem mesma poligonal de Newton modificada.

Isto prova (i) e (ii).

Quanto a (iii), veja que aplicando o Fato 3.2 a j* D, x garante-se a existéncia de A; > 0
tal que as unicas raizes reais de P, sdo £, ambas sio simples e P;(A) < 0 se, e 86 se,
=M € A< A

Desta forma resta provar apenas que A\; > Ao.

Para isto sera estabelccido que Py(Ap) < 0.

Sejam M e M, respectivamente os polinémios de j¥x e D,j*x incidentes a Q.

Escreva, conforme as notagdes da secgio 2.2, M(z;y) = Y aijz'yl.

(i;j)€lqg

Entio, por (#), vem que Mi(ziy) = Y (i +4)aijz'y.

(ij)elq
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Assimresulta PA) = T aMeP(A)= Y (i+5)aiMN.
(if€lq (ij)elq

Lembre agora o Fato 2.1 e veja que:

(A) Paracada j € N existe no maximo um elemento (u;v) € Iq tal que v = j
(B) Se (i1:1) € (i2:/2) estdo em Iq e ji < ja entdo iy + j1 > iz +J2.

Veja ainda que da definigio de Vi vem que (k;0) € I, aro =ag < 0 e, como o grau
de P & g, existe (ip;jp) € Iq tal que j, = g € ai,y = a; > 0. Além disso (iyig) é o par de
Iq cuja segunda coordenada ¢ maxima.

Agora particione Ig em

I = () € Ig:j <m) e I = {(i) € Ig: 2 m).

A definigio de V4 mostra que nenhum desses conjuntos ¢ vazio e:
(C) Se (i3j) € I3 entdo ai; > 0 e se (i;]) € Ig entdo ai; < 0.

Tome (%;7) € I} tal que T = min{j €N:J(upp) eI}, comv = j}. veja que (A)
mostra que este clemento esta perfeitamente definido.

Faca £ = i + T e conclua, através de (B), que:

(D) Se (i;j) € Ig entdo i +j > L.
(E) Se (i;j) € I entdo i +j < L
Use agora (C), (D) e (E) para concluir que

Po)= Y (i+iaidd+ Y (+iaiM <

(ielg (ield

<t Y G+NaM)+U Y +i)eiM) =
tielg (ielg
=¢P()) =0.

Desta desigualdade, scgue-se, como ja foi observado, a tese. |

§3.2 - Resultados Auxiliares de Instabilidade: Neste parigrafo sio apresentados
alguns resultados de instabiliade para equagGes diferenciais ordindrias que sdo pequenas
adaptacdes de resultados “clissicos” nesse assunto.

Lembre que se gg for um ponto de equilibrio de uma equagdo diferencial ¢ = f(q) uma
trajetdria assintética para go € uma solugao néo trivial desta equacio ¢ que se define
em | — 00;0] e tem a propriedade de .EE'Q‘P(‘) = go-

E claro que se existe um solugio assintética para go entéo go ¢é instivel segundo
Liapunoff.
Em (KO0) Krasovsky enuncia o seguinte resultado.
Teorema de Krasovsky: Considere um subconjunto aberto U de R" e a equagio dife-
rencial ordinsria § = f(q), onde f:U —+ R® é localmente Lipcshitziana e f(g0) = 0.
Suponha que existam um aberto A G U e uma fungio V: A — R* de classe C! tais
que:
(i) g0 € 8A.
(ii) V(q) <0 para g € &.
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(iii) V(q) = 0, para g € 3A.
(iv) V(q) <0 para g € A\ {go}-
Entio existe uma trajetdria assintdtica para go na equagio considerada.
O Teorema que scré utilisado aqui decorre de uma pequena generalizagad deste resul-
tado bastante 1itil em equagGes onde se conhece uma integral primeira.
Nesta demonstragio, se a > 0 e ¢ € R", a bola fechada e a esfera de ceniro g e raio a
serdo representadas respectivamente por B(g;a) e S(g;a).
Teorema de Krasovsky: Considere um subconjunto aberto U de R" e a équagio dife-
rencial ordindria § = f(q), onde f:U —+ R™ é localmente Lipcshitziana e f(go) = O.
Suponha que existam um aberto A G U e funcdes W:A —s R" e V:A — R” de
classe C! tais que:
(i) 0 € 9A.
(ii) V(q) <0, parag € A.
(iii) V(g) = 0, para q € 8A.
(iv) V(g) €0, parag € A.
(v) W(q) #0, parag € 8\ {g}.
Entio existe uma trajetdria assintdtica para go na equagdo considerada.
Dem.: Antes de mais nada veja que as condigses (i)-(iv) j4 garantem a instabilidade de
go, pois V. & uma funcio de Cetaev para a instabilidade.
De (i) segue-se que para todo ¢ > 0 tem-se A, = A N B(go;e) # 0.
Fixe entiio € > 0 e considere L, = dA.N{g € R™: |lg — g < €} e Cc = A, N S(qo;¢).
Veja que (iii) acarreta
V(g)=0, Vg€ L.. (*)

Tome para §, = % < £ um ponto g, € Ay, € represente por ¢, a solucio de ¢ = f(q)
tal que ©,(0) = gn.

Use (ii), (iv) e (+) para ver que existe T, > 0 tal que pn(t) € A, para 0 <t < To e
¢a(T) € C.. Faga 2, = pa(T).

Como C, é compacto existe uma subseqiiéncia de z, que converge para 7 € C,. Serd
admitido sem perda de generalidade, que z, — 7.

Tome K = max {|| f(9)ll: ¢ € B(qoi€)} € vejn que, como 6, — 0 € [|@a(t)]| < K, para
0 <1 < T,, entdo existem M e N positivos tais que T,, > M para todo n > N.

Afirmo que T,, — +oo.

De fato, suponha por absurdo que isto é falso, entdo existe uma subscqiiéncia de T,
que converge para algum T > M > 0. Sem perda de generalidade, suponha que T, — T.

Seja F a solugio nio prolongivel de § = f(q) tal que B(T) = T e considere I seu
dominio.

Vai ser provado agora que, neste caso, 0 € [ e W €A, para0<t<T.

Para isso veja que evidentemente uma das duas possibilidades seguintes ocorc:
(») ¥(t) € &, para todo t < T.
(ee) Existe t, < T, t € I tal que g = 3(t.) ¢ A,.

Se (¢) valc entio da compacidade de A, scgue-se que | — 00;T) C I.

Portanto, neste caso, 0 € I e estd provada a afirmagio feita.

Por outro lado, se (#e) vale entio existe o > 0 tal que B(ga;0) C R\ A, e [t.;T) C I.
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Logo, pelo teorema da dependéncia continua de solugSes de e.d.o. relativamente »
condigdes inicinis, conclui-se que para n suficicntemente grande , se define em [t,;T] e
alts) € B(q.;0). Portanto pn(t.) & A, € scgue-se quet, <0.

Assim, se (¢) ocorre, scgue-se também que 0 € I e B(t) € D, para0<t<T.

Seja entio § = #(0).

Lembre que ¢, é a solugio de § = f(q), com ¢(Ta) = 2za, € use novamente o Teorema
da dependéncia contfnua e o fato de gn = 9n(0) — go para concluir que entio ter—se-ia
7=qo.

Mas esta concludo contraria o Teorema de existéncia ¢ unicidade de de e.d.o., pois f
¢ localmente Lipschitziana e go é um ponto de equilibrio de ¢ = f(g).

Assim fica estabelecido que T, — +-o0.

Considere agora P a solucio nio prolongivel de § = f(q) tal que Fg(0) = ¥ e chame
J a seu domfnio.

Use outra vez o Teorema da dependéncia continua como antes para concluir que se
t € J et <0 entio Po(t) € B.

Da compacidade de B, segue-se que o conjunto a-limite de 75, A, é nio vazio e estd
contido em A.,.

Como para todo ponto de A tem-se W(q) = 0 e &; C A, a hipdtese (v) mostra que
A = {go]} e estabelece que P € uma trajetoria assintdtica para go. ]

Com esse resultado é facil estabelecer a seguinte versio “robusta” de um conhecido
resultado de Cetaev.
Teorema de Cetnev: Seja o sistema Hamiltoniano H definido no aberto U x R® de
R" x R" de energia potencial x e cinética T, ambas de classe C3.

Suponha que (go;0) seja um ponto de equilibrio de M tal que, x{qo) = 0 e que existem
¢ > 0 e uma componente conexa G de x~'(] — oco;o]) aderente a qo tais que

(Vx(q);q) <OVg € G\ {m}, lla—qll <&

Entio existe uma trajetéria assintdtica para (qo;0) em H.
Dem.: Considere

A = {(g;p) € G x R™:|lg — qoll < &, {g:p) > 0 e H(qip) = x(q) + T(gip) < 0}

E simples ver que nestas condigdes, & é um subconjunto aberto de U x R™ e as fungbes
V(g;p) = H(q:p) € W(g:p) = (g;p) satisfazem as hipSteses do Teorema de Krasovsky. ®

§3.3 - O Teorema de Instabilidade: Esti-se agora em condigdes de estabeler o resultado
central deste Capitulo.
Teorema 3.4: Seja = @ C R? contendo O = (0;0) e considere em ! x R? o sistema
mecanico conservativo de Hamiltoniana H = T + x, com energia potencial :1 — R e
encrgia cinética T: @ x R? — R, ambas de classe c3.

Suponha que x tem um ponto critico em O e esti na classe V;, entio existe uma
trajetoria assintdtica para (0;0;0;0) no sistema H. ’
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Dem.: Gragas ao Teorema de Cetaev, basta demosntrar que nas condigbes apresentadas
existe ¢ > 0 € uma componente concxa U de (x|, )7}(] = 0;0[) aderente a O tal que
z32(ziv) + ¥ $(23y) <0, para todo (z;y) € U \ {0} ,
que se furd é usar o fato de x estar em V; para poder aplicar esse resultado.

Sejam P a poligonal de Newtom modificada de j*x e Q a origem da semi-reta de P
e P o polinémio associado a jix em Q.

Considere agora D,x = z3% + y-g—; que, devido ao Fato 3.0 tem jato de ordem k e
i*D.x = D,(jtx).

Pelo Fato 3.3 tem-se que P ¢é também a poligonal de Newton modificada associada a
j*D,x.

Seja P o polindmio associado a D, x em Q.

Use o Fato 3.2 e tome Ay € ); as tinicas rajzes positivas de P e P; respectivamente.

O Fato 3.3 mostra que A; > Ao e Py()) < 0 para ) €] = A\

Tome € > 0 tal que Xp +£ < A;.

Como x € Vi tem-se que a semi-reta de P é paralela ao eixo das abscissas e as
coordenadas de Q s3o (a;k).

Entio aplicando os Fatos 2.3 e 24a 71 e D,x, juntamente com o fato de \g ser raiz
simples de P, conclui-se que:
(A) Existe um gp > 0 tal que, para quaisquer ¢ > 0 e 0 < ¢ < gg, 0 conjunio

A7 = {(z) € Boiz > 0, —(Ao +€)z% <y < (Ao +£)z°) (*)
contém uma componente conexs, U,, aderente a origem de (xla,)~*(] = o0;0[), tal que
U.\{0)ca;.

(B) Existe um o; > 0 tal que D, x(u;v) < 0, para os pontos (u;v) de
Al ={(ziy) € By;:2 >0, ~ (Mg +6)2° <y < (Ao +€)z°}. (¥+)
Escolhendo em (#+), 0y < 09, pode-se concluir, por (*), que existe uma componente

conexa, Us, , de (x]s,)~*(] - 00;0[), com O € 3V e T, \ {0} c Az
Logo D,x(z;y) < 0, para (z;y) € T,, \ {0} ¢ o Teorema de Cetaev encerra a prova B
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Capftulo 4
AplicagSes & Conclusdes

§4.0 - Objetivos: Este Capitulo propse-se a duas finalidades.

Primeiro (veja o §4.1) aplicar-se-4 o Teorcma 3.4 para obter a conclusio de que
certas hipSteses “mais naturais” do que as daquele resultado garantem a instabilidade da
origem de certos sistemas mecanicos Hamiltonianos de dois graus de liberdade com energia
potencial x e com uma energia cinética qualquer.

Esse resultado ser obtido provando que se = satisfaz as ditas “mais naturais” entio
x € Vs

Depois disso (veja o §4.2) seri feito um comentario mostrando que, no contexto de
sistemas mecanicos conservativos no plano, os resultados aqui apresentados generalizam
os de Moauro-Negrine (veja MN-1) de 1990 que, tanto quanto o autor saiba, constituiam
um resultado de ponta quando a energia potencial néo é analitica.

§4.1 - Algumas Aplicagdes do Teorema 3.4: Seja N=0 CR tal que O € 0
e considere uma energia cinética T:Q x R? — R de classe C* e uma energia potencial
7:0 — R de classe C? tal que 7(0) = |[Vx(0)]| = 0. Serd também admitido que Vrx
teja jato punctual em O de uma ordem conveniente.
Com estes elementos fica definido o sistema mecénico conservativo de dois graus de
liberdade e hamiltoniana H = T + =, que possui um ponto de equilibrio em (0;0;0;0).
Neste paragrafo serio apresentadas algumas situaces onde se pode garantir a insta-
bilidade segundo Liapunoff desse ponto de equilibrio.
O primeiro caso em que serd provada a instabilidade é aquele em que
A=W+ Top1 ... +ma+m+ R,
onde x; é um polinémio homogéneo de grau j, que é, para s < j < k — 1, semi-definido
positivo (ie, 7;(g) > 0) e j*x mostra que 7 nio tem minimo em 0.
Mais precisamente, suponha que = satisfaga & seguinte condigio:
(110): Existem naturais se k com 2 < 8 < k tais que x tem jato punctual de ordem k e:
(10-i) O primeiro jato nio nulo de x é o de ordem s;
(HO-ii) A parte homogénea de grau j de j*x, x; é semi-definida positiva, para s < j < k-1
(veja que pode acontccer de para alguns valores de j ter-se x; = 0, mas pelo menos
e # 0, por (Ho'i))'
(H0-iii) O jato punctual de ordem k de 7 em O mostra que ¥ nio tem minimo nesse ponto.

Serd mostrado que (HO) acarreta a instabilidade de (0;0;0;0).
Outra situagio de instabilidade surge quando » satisfaz a condi¢io explicitada a seguir:
(H1): Suponha que existam naturais 2 < s < k tais que,
(H1-i) = tem jato punctual de ordem k em O. e o primeiro jato néo nulo de ¥ € o de ordem
s ¢ j*x tem um ponto de minimo estritamente fraco em O.
(H1-ii) j*x mostra que x nio tem minimo.
(H1-iii} j*x ndo é k-decidivel, para s < r < k-1. )
Observagiio: Veja que a condigéo (H1-iii) ndo pode ser substitufda por x nde ¢ r-decidivel,
para 8 < r < k — 1, como mostra o seguinte exemplo:
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Considere t(z,y) (y—22)*—-y* efaca k =8.

E facil ver que j®x mostra que x nio tem minimo (basta, por exemnplo, fazer o dmgru.ma
de Newton modxﬁcndo de j%x) e que, se r < 8 entdo x ndo é r-decidivel. Porém r nio
satisfaz (H1-iii) pois j4x é 8-decidivel.

A demonstracio da instabilidade destas situagdes seguird o seguinte plano.
Provar-se-a primeiro que se r satisfaz (HO0) entéo essa fungéio também satisfaz (H1).
Depois mostrar-se-4 que se x satisfaz (H1), é de classe C? e Vx possui jato punctuul
de ordem k — 1 entdo existe uma rotagio R:R* — R? tal que xo R € V;.
Proposicao 4.0: Suponha que 7:Q1 — R verifica a condigio (HO) entdo » também
verifica (H1).
Dem.: E claro que se x satisfaz (HO) entio (H1-i) e (H1-ii) estao verificadas.

v
Quaato a (H1-iii), tome r € {s,...,k—1}. Como j*x = 3 x; vem de (H0-ii) que

J=s
i"x(q) 2 0.

Por (HO0-iii) tem-se j*x ndo tem minimo em O, Entdo vé-se que j"x nio é r-decidivel.
Logo, pelo Fato 1.2, existe uma reta ¢ que passa pela origem na qual j*x se anula. Isto
mostra que j"x tem um minimo estritamente brando em O e portanto, ndo é k—decidivel.

Assim, x satisfaz (H1-iii) e a prova estd completa. |

Agora sera estabelecido um lema técnico acerca de certas propriedades do reticulado
de Newton de uma fungdo que verifica (H1).

Fato 4.2: Sejam « satisfazendo (H1) e Ps_; a poligonal de Newton modificada de j*-

Considere Qo;Q); . .. ;Q, os vértices de Py—,, ordenados por ordem crescente de ab-
scissas e cuja ordenada € menor ou igual a k.

Entao todas as semi-retas do reticulado de Newton modificado de j*~'ir incidentes a
Q;, para j > 1 tem coeficiente angular par e sio positivas.
Dem.: Faga Q; = (a,;8;), j > 1, portanto a; > 1.

Chame de R, ao reticulado de Newton de j%=!x

Suponha por absurdo que alguma semi-reta ¢ de ‘Rk-l que passe por @, é ncgativae
seja a..2"y* o mondmio que gera £.

Entio u + v < k — 1 e, tomando a poligonal de Newton modificada de j%*+*x, como
Bj < k, vem que j**+*x é k-decidivel, contrariando o fato de x satisfazer (H1).

Para provar que as semi-retas de Ry, incidentes a Q; tem coeficiente angular par,
vai se proceder outra vez por redugio ao absurdo.

Suponha que £ seja incidente a Q; e tenha coeficiente angular impar. J4 foi estabele-
cido que £ é positiva.

Considere entdo L(z;y) = (z; — y) e a fungio S = x o L. Claramente S satisfaz (H1),
para os mesmo k e 8 que «.

Seja Rs o reticulado de Newton de j¥-15.

E claro que o as scmi-retas de Ri~) € Rs sio as mesmas. Também ¢ imediato que a
semi-reta {;; tem mesmo sinal nesses dois reticulados se, e 86 se, seu coeficiente angular é
par (afinal esse coeficiente é o expoente de y no monémio gerador de ¢;;). :
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Portanto Q; é um vértice da poligonal de Newton modificada de j*1'Seléums
semi-reta incidente a Q;. Mas, como ¢ é uma semi-reta positiva de Ry com coeficiente
angular {mpar, a observagio anterior acarreta que o sinal de £ em Rs é negativa.

Isto contraria a parte ja provada deste fato pois S satisfaz (H1). |

Proposicio 4.2: Scja x € C? e admita que Vr tem jato punctual de ordem k — 1 em O.
Entdo se x satisfaz (H1) existe uma rotacio R: R? — R? tal que xo R € Vs.
Dem.: Seja 7: [0;0] — © uma curva de minimos de j*x. Entio j*|, tem méximo estrito
em O e 7 ¢ algébrica e é tangente em 0+ a uma semi-reta ¢, cuja origem é 0.

Seja R: R? —+ R? a rotagio que transforma ¢ no semi—eixo positivo das abscissas.

r
Como R ¢ linear tem-se que j"(x o R) = (j*x)o R =}, (xj o R).
J=e

Perceba também que, evidentemente, x o R tambdm satisfaz (H1) para os mesmos
valores de s e k.

Tome R e Ri—; os reticulados de Newton de j*r e j*~!r, nessa ordem, e scjam P e
Py_1 ns poligonais de Newton modificadas de j*(x o R) e j*~!(x o R) respectivamente.

Sejam Qo;Q1;. - .;Qy 08 vértices de P ordenados por ordem crescente de abscissas e
cujns ordenadas siio estritamente menores do que k. Faca Q; = (a;;f;).

Como f; < k vem que Q; é um vértice de Px—y. Além disso as semi-retas deRe
Ri-1 incidentes a Q; séo as mesmas.

Pelo Fato 4.1 vé-se que todas as semi-retas incidentes de R incidentcs a Q; sdo
positivas e tem coeficiente angular positivo.

Mas % = T-! 0 € uma curva de minimos de j*(x o R) tangente ao semi-eixo positivo
das abscissas. Como j¥(x o R) é uma sela k-decidivel o Fato 2.6 mostra que existem um
vértice Q = (a;8) em P, com f < k, e uma semi-reta { de R incidente a Q que é negativa
ou tem coeficiente angular impar

Isto e o que anteriormente havia sido estabclecido para @, 0 < j < p, mostra que
existe pelo menos mais um vértice @p41 = (ap41;8p+1) em P com fpyy = k.

Sejam ry;ra;...;rw 88 semi-retas de R incidentes a Qp41 ordenadas por ordem cres-
cente de coeficiente angular.

Considere agora as semi-retas r; que estio Ri—;. Note que para i > 2 isto necessari-
amente tem de ocorrer.

Afirmo que
Se r; estd em Ry entdo r; € positiva e seu cocficiente angular € per. ()

Se hé mais do que uma semi-reta nessas condigdes entio Qp41 € vértice de Pp—y e
portanto, pelo Fato 4.1, todas as r; de Ri_y sdo positivas e seus coeficientes angulares sio
pares.

Se, a0 contrério apcnas uma r; estd em Ri_; entdo estd terh deser rao e w = 2.
Portanto rs € incidente a @,-1 € outra vez conclui-se (»).

Entio vem que r; € R \ Ri-y. Portanto ry é negativa e & gerada por um mondmio
de grau k e, como By41 = k, segue-se que o coeficiente angular de ry € 0.

Entio pela Proposicao 3.1 tem-se que x o R € V. [

Pode-se entio estabelecer o
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Teorema 4.3: Seja Q). = Q C R? tal que O € Q e considere o sistema mecinico conser-
vativo de Hamiltoniana H = T + =, onde a energia cinctica T: Q2 x R? — R ¢ de classe
C? e a energia potencial 7:0 —+ R tem classe C? e #(0) = ||V#(0)|| = 0/ Admita que
Vr tem jato punctual de ordem k ~ 1 em O e que x satisfaz (HO) ou (H1), entdo existe
uma trajetdria assintotica para o ponto (0;0,0;0) no sistema considerado.
Dem.: Segue-se diretamente das Proposigoes 4.0, 4.2 € do Teorema 3.4. |

Este resultado tem algumas conseqiiéncias interessantes.
Coroldrio 4.4: Seja um sistema conservativo com bamiltoniana™ = T+ x ande T é como
no Teorema 4.3 e x: 1 — R tem classe C? e x(0) = ||Vx(0)|| = 0. Suponha que j3x # 0,
Jjato k de x em O mostra que * nao tem minimo e Vx tem jato k — 1 em 0. Entio existe
wma trajetoria assintstica para {0;0,0;0).
Dem.: Se k = 2 o resultado é um Teorema famoso de Liapunoff.

Admita entéo que k > 2.

Entio j?r nio é uma forma quadraitica definida positiva, pois caso contrdrio » teria
minimo em O e nao pederia existir & conforme o enunciado.

Assim como j%x # 0 vem que esse jato é uma forma quadritica, semi-dcfinida positiva
de posto 1.

Usando o splitting-lemma (veja (BO) pode—se portanto tomar coordenadas conve-
nieutes e escrever =x(z;y) = 22 + f(y) onde j3f = 0.

Como j*x mostra que x nio tem minimo e j*x(z;y) = z? + j*f(y), tomando ¥ o
menor p tal queJ'f#O v&seque2<k<ke1reumasehk—decxd1vel

Assim j*x = 2? + ay* mostra que * nio tem minimo e portanto a < 0 ou E é fmpar.

Em ambos os casos é 6bvio que x satisfaz (HO). |

Agora vai ser exigida uma classe de diferenciabilidade maior para . Isto por que vai
ser usado o resultado de Moauro e Negrine citado no Capitulo 0.
Coroldrio 4.5: Se T estd como nas hipdteses anteriores e x:2 — R é de classe C°.
Suponha que o primeiro jato néo nulo de ¥ seja o de ordem s, que Vx tem jato s e j*tix
mostra que ¥ nao tem minimo entdo (0;0;0;0) é um ponto de equilibrio instdvel scgundo
Liapunoff do sistema mecinico de hamiltoniana H = T+ x para o qual existe uma trajetéria
assintdtica.
Dem.: Seja p o menor k tal que j*x mostra que x ndo tem minimo. E ébvio que p = s ou
p=s+1l.

Se p = s entdo como j*x é homogéneo o resultado é consegiiéncia dc trabalho de
Moauoro & Negrine.

Caso p = s + 1 entao j*x é homogéneo, nio identicamente nulo e j*x(g) > 0.

Escreva entdo x = 7, + %,41 + R e veja que « satisfaz (HO), com k = s + 1. u

Coroldrio 4.6: Se T estd como nas hipdteses anteriores e 7:2 — R é de classe C° e
J*% mostra que x ndo tem minimo entio existe uma trjetéria assintética para (0;0,0;0) no
sistema H.
Dem.: Seja s a ordem do primeiro jato nio nulo de x. E claro que 2 < s < 8.

Se s = 2 o resultado segue-se do Coroldrio 4.4. .
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Caso s = 3 ou 8 = § entio j°x é homogéneo e mostra que ¥ ndo tem minimo, pois tem
grau fmpar. O resultado segue-se entio do Teorema de Moauro & Negrine (veja (MNO0)).
Resta a situacio em que s = 4, mas aqui o resultado segue-se do Coroldrio 4.5. W
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