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Resumo entrada-saída. Dentro desse contexto aparecem os
trabalhos do controlador preditivo de Peterka (1984), o
controle adaptativo de horizonte estendido de Ydstie
(EHAC) (1984) e o algoritmo EPS AC desenvolvido por
De Kayser et af, ( 1988).

Neste trabalho propõe-se uma modificação da lei de
controle do algoritmo do controle preditivo generalizado GPC
com filtro de Kalman, formulada por Ordys e Clarke (1993).
inicialmente apresenta-se a formulação do GPC em espaço de
estados. seguido da aplicação do filtro de Kalman. Logo, a
modificação proposta neste trabalho para a lei de controle
obtida por Ordvs e Clarke é introduzida. Simulações
computacionais sobre o desempenho do GPC em espaço de
estados e com o filtro de Kalman modiôcado, aplicados no
controle de uma coluna de destilação, são apresentadas e
analisadas. Finalmente, são feitas algumas conclusões sobre
os resultados obtidos.

O GPC utiliza idéias da variância mínima
generalizada (GMV) desenvolvido também por Clarke e
Gawtrhop (1979) e é provavelmente entre os algoritmos
acima, o método mais popular do momento.

O (IPC tem sido formulado também no modelo de
espaço de estados. Ordys e Clarke (1993) fez uma
descrição de diferentes formulações apresentadas na
literatura nesse sentido. O uso de um modelo de espaço
de estados permite, além do uso dos teoremas da teoria
de espaço de estados, a generalização para casos mais
complexos como sistemas que incluem ruído e
perturbações estocásticas nas variáveis de medida

Abstract

A modiôcation of the control law for the generalized
predictive control (GPC) algorithm with a Kalman filter,
presented by Ordys e Clarke (1993), is proposed in this work.
lnitially the GPC in state space formulation, followed by the
application of the Kalman filter is considered. Afterwards, a
modifIcation of the control law with the Kalman filter is
proposed. Computacional simulation results on the application
of the GPC in state space and the GPC with the modified
Kalman filter into the control of a distillation column, are
presented and analyzed. Finally, some conclusions of this
work are established.

O modelo de espaço de estados no GPC, pode ser
obtido a partir de modelos simples como os de
convolução ou o de função de transferência. Ao
estender o modelo de convolução junto com técnicas de
estimação de estados é possível tratar processos com
integradores. As técnicas de estimação de estados como
o filtro de Kalman, podem ser usadas para o cálculo das
predições de forma simples (Lee et aZ, 1994).Palavras chave: Controle Preditivo Generalizado.

Espaço de Estados, Filtro de Kalman, Coluna de Destilação. O objetivo deste artigo é justificar a formulação em
espaço de estados apresentada por Ordys e Clarke
(1993), para os controladores GPC, mas com uma
modificação proposta neste trabalho para a lei de
controle por ele obtida quando aplicado um filtro de
Kalman na estimação dos estados. Em 2 apresenta-se a
formulação de estados. Em 3 o ôltro de Kalman usado
em Ordys e Clarke e a modiflcação proposta neste
trabalho. Em 4 o problema e os objetivos de controle.
Em 5 os resultados das simulações. Finalmente, em 6 as
conclusões e propostas para trabalhos futuros.

1 Introdução

O controle preditivo generalizado (CPC),
apresentado inicialmente por Clarke et aí em 1987ab,
nasceu como uma linha da famrtia dos controladores
preditivos (MPC) cujo principal objetivo era o controle
adaptativo desenvolvendo estratégias especialmente
para o caso MIMO, formuladas com modelos de



2 O GPC em Espaço de Estados 6,
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0 0 0Nesta seção vai-se apresentar o modelo de espaço de
estados formulado por Ordys e Clarke ( 1993) que
relaciona o modelo polinomial (CARIMA) com um
modelo de espaço de estados na forma canonica
observavél.
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O modelo CARIMA aplicado a um sistema SISO,

tem a forma: 0 0
0 0

0 0A(z-1) . y, = B(z-') . u,_1 + 1 . C(zl) . er (1)

onde, 1 o .., o o o .,. o]
A(z-1) = 1+a1 - z-1 + a, - z- 1 +

B(z-1 ) = bo + 61 . z-1 + b, - z- 2 + .,.

CCz-1) = 1 + c 1 - z-1 + c, . z- 1 + . . . + c,"

(2) P = [1 o...o o ... o]
-t in – 1

2

o o .., o

DefIne-se: Q = [1 o...o o o...o –1 o 0]

A(2-1 ) = A(zÉ ) - ( 1–z-1 )

B(z-\ ) = z-1 ' B(z-
(3)

A saída para um instante f + J da formulação em
espaço de estados, obtêm-se aplicando recursivamente a
equação (6). Logo:

Logo, pode-se escrever ( 1 ) como:
yt , 1 = Q - MJ it + :a Q MJ 1 - N but , , _ \ +

' = 1 (10)

+ Uf , / + Q - MJ 1 - P . Ur

J

A(z-1 ) yr = Ê(z1 ) - bu r + CCz-1 ) - er (4)

EQ . MJ-' P U
=2ou em termos do operador de avanço (z) como:

A(z) ' yr = É(z) - duI + CCz) . er (5) A predição da saída para um instante f + J será o
valor esperado da equação acima condicionada às
informações até o instante L. Considerando u, como
ruído branco obtêm-se:

O modelo de espaço de estados de Ordys e Clarke
tem a forma:

11 , \ = M - 11 + N - bu, + P ' u ,

Yr = Q ' 11 + O1
(6) },., , ; Q .M'._t,+EdQ .M'-' N bU..,_,+Q . MJ P (11)

As saídas dadas pelas equações (5) e (6) estão dadas
por:

Da equação (6) tem-se que

01 = it/t – Q - 1/ (12)
y, = Q - (7l- M)-t - N - Au, + Q . (z1 – MY\ P . u, + o,

yI = A(2-')-' . É(z-') . Auf + À(z-' )-' . CCz-') . e,
(7)

e como )t /, = yr , a equação ( 11 ) nca:

fazendo u, = er , temos que: = Q MJ (M-P Q) ._I-,+ }+Q-M‘
+ Q . M/ - ' P v,

(13)

Q ' (21 – M}-\ - IV B(zl )

À(z-1)

CCz-1 )

À(z–1 )

(8)
Q ' (zl – M)\ - P + 1 2.1 A Lei de Controle em Espaço de Estados

Considerando o vetor de estados: O índice do desempenho no GPC tem a forma:

1r = [y,_, ... y , _„, Ât&,_, ,..au,_„, u,_, (9)
1 r = E { J à ( y r + / w r + / ) 2 + } 1 X J 9 ( Â u r + J | ) 2 } ( 14 )

'v

e satisfazendo a equação (8), temos que os parâmetros
das matrizes em (6) podem ser escritos como: onde N, , IV. e IV, são os horizontes mínimo, máximo

e de controle respectivamente; m é o sinal de referência



conhecido e À é o parâmetro de penalização da variação
no esforço de controle.

Jt = E { C:91 + ir – Wr)' (ir + ir – CVr ) + À u,} (23)

Se o horizonte de predição dos sinais de saída
(equação (13)) esta limitado entre o horizonte mínimo e
máximo, isto é, N, É Jg IV, e se o sinal de controle é
mantido constante depois dos IV, primeiros
movimentos de controle, a equação de predição ( 13) tem
a forma:

Sabendo que ir 1 5,, ; isto é, E{ jf ), } = 0 segue que

J, = E{ (9, – u) it (if – wf ) + À . ur . uf } + E{ jr . ), } (24)

Substituindo na expressão acima de acordo com a
equação (16) e minimizando, obtêm-se a lei de controle:

wt = kGT -G +1. - 1)\ - GT - Lwt–f L) .
5.',., , = Q M’-' (M–B

Q-Ml- 1 - P yr

(25 )

No GPC, como nos demais algoritmos do controle pre-
ditivo, só é preciso calcular o primeiro elemento de a,

para iv, çjçN= . Portanto, definindo 7 como a primeira linha de
(G7 G + À - 1)-' . GF e substituindo a equação (20) na
expressão acima, a lei de controle fica:

Agrupando as predições das saídas, temos:

91 = G ' ut + ft ( 16)
Auf = Y- Wr – 7 cb [(M –P Q)-Ê1 + P - yI] . (26)

onde, Neste trabalho tem-se que CCz-1) = 1 ; portanto, o
vetor de estados a ser estimado fica composto só de
valores de entradas e saídas passadas, pelo que pode-se
substituir pelos valores lidos do sistema; isto é, 1, = 1,

( 17)

Q. M"'’ - ' .NQ. br*'-= N
Q.MN' . N Q-MN'-\ N (18)

Q . Mx=-\ - N Q. MN=-: N Q . Mv: - N ' . /vI
3 O GPC com filtro de Kalman

ut = F Auf Auf , 1 . .

As deduções que se seguem estão baseadas além do
artigo de Ordys e Clarke (1993), no artigo de Blachuta e
Ordys (1987).

(19)

e Considere o modelo dado pela equação (6) onde, o,
é um ruído branco gaussiano com:

f, = Q ' tCM–P ' Q) ' Ê, +p - y,] (20)
E{uf} = o, E{ui} = a (27)

corri

~=[Q Q .MN:-1]r . (21)

e o vetor de estados inicial 1„ é um vetor aleatório de
dimensão n com:

E{xo } = 07 E tIn ' in } = Co
Considerando o vetor de saídas futuras.

(28)

yI = [yz+N, yr +N,+1 yI , N 1

o ruído e o vetor de estados inicial são considerados
independentes.

e o vetor das trajetórias de referência,
De (6) tem-se que,

luD i i = [11E7 i + iv i i||]|7 i + JNr i + 1 r r a Z11; 1 + N ]

Ur = y1 – Q ' 11 (29)

e portanto, pode-se escrever que:

o índice de desempenho da equação (14) pode ser
escrito como:

It + = kM - P - Q) - lt+ N - hut+ P ' ) , (30)

J, = E{(yt – wt)f - (yr – tur) + À uf ar} . (22) Define-se F = M – P - Q e obtêm-se um modelo de
espaço de estados da forma:

Como yr = if + Pr , onde ?, é o vetor de erros de predi-
ção, a equação acima fica:



Ir + 1 = F . .tr + /V - ,lar + P yr
y , . , = Q . \ F 1, + N - 3,ut + P ' yE) + of ,

(31)
pela estimativa ótima do filtro de Kalman; isto é.
t, = tF . Logo, a lei de controle nca

Aplicando as equações do filtro de Kalman ao
sistema acima, obtêm-se a estimativa ótima do estado,
assim:

A„, = 7 ' „, – v - Q - [(Ã/– p - Q) ' 17 * p - y,] (42)

com

It + ,t + ê1, 1 - [Yr , 1 – Q ' t: , 1/r] (32) 17 = tDt/L - \ + kt - [Y1– Q - É;/11 ] (43)

onde, onde,

iF, 1/r = F - t;’ + N - Auf + P )/1 (33)
ho
-lC r/l – = F- IQt \ + N M, _ \ + P - y , (44)

O vetor de ganhos do Filtro de Kalman &„ 1 é dado
pela seguinte equação recursiva: 3.2 Modificação Proposta a Lei de Controle

A r + 1 = F (34) Com o objetivo de reduzir o efeito dos erros,
introduzidos pelo modelo identiflcado na estimação
feita pelo fIltro de KalInan dos valores de estados, mas
querendo conservar as características de filtragem do
ruído apresentado por este tipo de observadores, propõe-
se, aplicar o nItro de Kalman na estimativa dos estados
só para um tempo de amostragem.

A matriz P, é a solução da equação de Riccati:

P, , F . Pt . FT –ht ,\. Q . F . Pt . FT (35)

(36)

A condição inicial para a estimativa ótima é:
Isto é, na equação (44) o valor estimado dos estddos

no instante anterior _t;’1 é substituído pelo valor lido
desses parâmetros xf _ 1 , dessa forma:

.to = cl ' yo

onde a é o melhor estimador linear. Da equação (6)
temos que yo = Q- x„ + u„ . Logo, Ê'r/1- | = F - Xr - 1 + IV - 'AUr l + P - Yr - (45)

t: = cx Q - Xo + cx - Un - (37) Seguidamente, o valor dos estados assim estimado é
substituído nd equaÇÕes (43), para assim obter uma esti-
mativa ótima do vetor de estados corrente:o melhor estimador linear a é a solução de:

Min {E{(xt1 – :t:) - (xo – 13)7} }
al

(38) Ê'F = tut/l - \ + kt [Yr – Q - Ê'F/r 1 ] (46)

minimizando e considerando (27), (28) e (37) obtem-se:
O valor acima é substituído na lei de controle da equa-
ção (42) e fica

1 : = X A ( 1612 H 1 1 1 + 0 1 1 )

(39) z\ar = 7 - tUr – Y- 0 - [(M – P - Q) - Ê'F + P - YI] (47)

O valor inicial de Po é a matriz de covariância:
4 O problema do Controle

P. = E{ (*„ - i:) - (“„ – â:)’} (40)
E{xo x: } – E{:ro -tf } – E{Ê: - x:} + E{18 â:f }

As formulações para o GPC a ser comparadas neste
trabalho, isto é, o GPC em espaço de estados e o GPC
com filtro de Kalman modificado. vão ser testadas no
controle de um modelo computacional de uma coluna de
destilação binária, contínua e de pratos perfurados
desenvolvido no projeto de formatura de Poon (1994).

Logo,

J||P ( ) = 1C 1 ) =
(41)

A estratégia de controle é exemplificada na figura 1 :

3.1 A Lei de Controle com Filtro de Kalman

Na equação (26) da lei de controle em espaço de
estados pode-se substituir o vetor de estados estimado



Os valores nominais para as faixas de pureza de 95%
e 97% foram obtidos originariamente do trabalho de
mestrado de Gouvea (1993). Depois de testar com o
modelo da coluna empregado neste trabalho. os valores
de regime utilizados foram:

R/D

CONTROLADOR

Tabela 1: Pontos de Operação da Coluna de Destilação

Pureza XD Qv/B fB

o.9537 10.0483 12.633495 % 23.0288 | 18.1190 10.3281

o.9752 10.0247 14.2786 137.2432 118,1190lo.328

Qb/B

Nas flguras a seguir o tipo de linha correspondente a
cada controlador é dado na tabela 2.

Figura 1. Estratégia de Controle

O controle das variáveis do nível do condensado
MB e do nível do refervedor Mo , obtém-se com
controladores PID através da manipulação das vazões de
refluxo R e de destilado D , respectivamente.

Tabela 2: Identificação do Controlador

Tipo de linha Nome do Controlador

Tracejada GPC em espaço de estados

Pontilhada GPC com filtro de Kalman modificadoO controle da composição do produto do topo ou
destilado Xo e da composição do produto de fundo
X8 , obtém-se com qualquer dos tipos de controladores
à comparar, da forma: XD através da manipulação da
razão entre a vazão do refluxo e a vazão do destilado
R/ D , e XB através da razão entre a carga térmica no
refervedor e a vazão do produto de fundo cav/ B

O desempenho dos controladores nos dois casos, vai
ser analisado utilizando índices de desempenho no
rastreamento do sinal de referência. O índice de
desempenho para a saída 1 tem a forma:

5 Simulações Computacionais
/SP(y,) = Éljy,r – „,III= = É(y.1 - tu,1 )" (y„ - LU„) (48)

A seguir são apresentados os resultados do
desempenho dos dois controladores a comparar (GPC
em espaço de estados e com o feltro de Kalman
modificado), perante a mudança do set-point para ambas
as composições na coluna de destilação.

O índice de desempenho total no rastreamento do sinal
de referência é:

ISP (49)

Nessa seção vão-se estudar dois casos: Os controladores foram sintonizados de forma
independente através de tentativa e erro, utilizando para
determinar o melhor ajuste os menores valores obtidos
para os ISP nos dois casos.

i) No primeiro caso, o set point para as composições
Xo e XB tem uma mudança brusca da faixa de 95%
a faixa de 97% de pureza.

ii) No segundo caso, além da situação citada no item i),
considera-se o efeito dos erros ou incertezas nos apa-
relhos de medição na leitura das composições do
produto de fundo e do destilado. Na saída Xo intro-
duziu-se um ruído branco de média zero e variância
a2 = 0.005 , na saída xB considerou-se um ruído
branco de média zero e variância a' = 0.0005

Primeiro caso

Os valores de ajuste dos controladores para este caso
estão dados na tabela 3.

Note que não são apresentadas simulações para o
controlador GPC com filtro de Kalman tal e como foi

apresentado por Ordys e Clarke (1993), devido a seu
fraco desempenho nos casos simulados (Quintero,
1996).

As figuras 2 e 3 mostram o desempenho dos dois
controladores neste caso.



Tabela 3: Ajuste dos Controladores Segundo os dados e as fjguras acima, ambos os
controladores apresentaram um comportamento muito
parecido, sem uma vantagem significativa de um frente
ao outro, neste caso

N 1N NTipo de linha 9 3

6 o.oo 1Tracej ada

0.00054Pontilhada
Segttndo caso

Neste segundo caso com ruído os controladores
foram reajustados para vdlores

Produto de Topo XD

Tabela 5: Ajuste dos Controladores

\Tipo de linha

Tracej ada

Pontilhada

0 0.002

2 o.0003

o comportamento das sdídas do sistema é mostrado
nas figuras embaixo:

0.9
b 20 40 60 80 loo 120 140 160 180 200

t (min)

Figura 2. XD para o caso sem ruído
410.97 \' r1 'rf ’;vv' J

h/ v
0.

1Eh5

0.

[ | | 11| r1

(\1
0.9,

8030 60 00 120 140 160 18040

Produto de Topo XD

Produto de Fundo XB

t (rnin)

Figura 4. XD para o caso com ruído

20 140 160 180 200r)f)0 60 80
t (min)

Produto de Fundo XB

Figura 3. XB para o caso sem ruído

Os índices do desempenho alcançados
apresentados na tabela 4:

0.05
tT+

O.(Hf

1 à o H

:â
go
c)

sao

Tabela 4: Índices de Desempenho

ISPTipo de linha ISP( XD) ISP(X B )

0.0852 0. 10270.0176Tracej ada

0. 103 10.0143 0.0889Pontllhada

t (min)

Figura 5. XB para o caso com ruído



Os índices de desempenho obtidos pelos dois
controladores são apresentados na tabela a seguir:

CLARKE, D.W.; MOHTADI C.; TUFFS P.S. (1987a).
Generalized predictive control - part 1, the basic
algorlthm. Automatica. v.23. n.2. p. 137-48.

Tabela 6: Índices de Desempenho CLARKE, D. W.; MOHTADI C.: TUFFS P.S (1987b)
Generalized predictive control - part II. extensions and
interpretations. Automatica, v.23, n.2, p. 149-60

ISPTipo de linha ISP(XD) ISP(XB )

0. 1 8040.0209 0. 1595Tracejada

0. 1067Pontilhada o,0165

DE KEYSER, R.M.C.; VAN DE VELDE PH.G.A.;
DUMORTIER F.G. A. ( 1988). A comparative study of
self-adaptive long-range predictive control methods
Automatica, v.24, n.2, p. 149-63

GOUVÊA, M. T. ( 1993). Controle robusto de composições
de colunas de destilação. São Paulo, 1993. 190p.
Dissertação (Mestrado) - Escola Politécnica,
Universidade de São PauloSegundo as figuras apresentadas e os ISP da tabela

acima, o algoritmo GPC em espaço de estados foi
afetado significativamente no seu desempenho; em tanto
que, o GPC com filtro de Kalman modificado conseguiu
fIltrar satisfatoriamente o erro na medida.

LEE, J. H.; MORARI M.; GARCÍA C.E. ( 1994). State-space
interpretation of model predictive control. Automatica,
v.30, n.4, p.707- 17

ORDYS, A. W.; CLARKE. D.W. ( 1993). A state-space
description for GPC controllers. International Journal
System Science. v.24, n.9, p. 1727-44.6 Considerações finais

A modificação proposta neste trabalho para a lei de
controle no apc com filtro de Kalman apresentado por
Ordys e Clarke, demonstrou ser de valor significativo na
filtragem dos ruídos de medida.

PETERKA, V. (1984). Predictor-based self-tuning control.
Automatica, v.20, n.1, p.39-50

POON, S. A. (1994). Modelamento e controle de uma coluna
de destilação. Realtorio hnal de projeto de formatura,
EPUSP, São Paulo.O controlador proposto teve um desempenho muito

parecido ao GPC em espaço de estados, para o caso sem
ruído. Conseguindo eliminar o problema original do
nItro de Kalman apresentado por Ordys e Clarke, no que
os erros de modelagem vão se acumulando ao longo do
tempo acarretando em uma estimativa pobre para o
estado (Quintero, 1996).

QUINTERO, R. J. (1996). Controle preditivo generalizado
aplicado a uma coluna de destilação. São Paulo, 1996
113p. Dissertação (Mestrado) - Escola Politécnica,
Universidade de São Paulo

O desempenho do controlador com filtro de Kalman
modificado foi bom no caso com ruído, já que fiItrou
adequadamente os ruídos de medida introduzidos.
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